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Capitolo 16

Tecniche di modellazione per la
programmazione lineare

Esercizio 16.1 — Pianificazione della produzione (1)

Un’azienda produce r € Z>; prodotti diversi utilizzando s € Zx>; risorse (per esempio ore
macchina e ore di lavoro). Per ogni prodotto j € {1,2,...,r}, il valore ¢; € Qs € il profitto
in euro di un’unita di prodotto e il valore u; € Q¢ ¢ il numero massimo di unita che il
mercato pud assorbire alla settimana. Per ogni risorsa i € {1,2,...,s} e ogni prodotto
Jj€{1,2,...,r}, il valore a;; € Q>0 & la quantita di risorsa ¢ consumata da un’unita di
prodotto j. Per ogni risorsa i € {1,2,...,s}, il valore b; € Q¢ ¢ la quantita disponibile
alla settimana; inoltre, ’azienda puo acquistare al massimo e; € Q> unita aggiuntive della
risorsa alla settimana, a un costo di g; € Q¢ euro per unita. L’azienda vuole determinare
un piano di produzione settimanale di profitto massimo che rispetti i vincoli descritti sopra.

Domande

1. Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e le corrispondenti variabili decisionali. Individuare e commen-
tare la funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per
trovare una soluzione ottima del modello?

2. Consideriamo ora un’istanza del problema con r = 3 prodotti e s = 2 risorse. Gli altri
dati sono:

j=1 3=2 j=3

1=1 1=2

¢; 12 18 10
b; 50 50

u; 20 15 20
€; 20 10

ai; 2 1
gi 3 2

azj 1 2

Scrivere il modello LP per questa istanza.

3. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP dell’istanza e, di conseguenza, un
lower bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

4. Scrivere il modello duale del modello LP e il modello duale per listanza. Trovare
una soluzione ammissibile del modello duale dell’istanza e, di conseguenza, un upper
bound sul valore ottimo del modello LP per 'istanza.

5. Consideriamo la seguente soluzione del modello LP dell’istanza:
21 =20, Z2=>5, 23=15, gy =20, g =10,

dove y; é la quantita di risorsa i acquistata. Dimostrare che é una soluzione ottima tro-
vando, con le condizioni degli scarti complementari, una soluzione duale ammissibile
con lo stesso valore della funzione obiettivo. Qual é il valore ottimo?

N\ J

Soluzione

1. I dati del modello sono i seguenti:

Simbolo Tipo Significato

r Z>1  numero di prodotti

s Z>1  numero di risorse

cj Qsop  profitto di un’unita di prodotto j (euro)

Ui Qsp  domanda settimanale massima del prodotto j (uni-
ta)

Qi Q>0  quantita di risorsa ¢ consumata da un’unita di pro-
dotto j

b; Qs¢  disponibilita settimanale della risorsa 4

€; Q>0 quantita aggiuntiva massima di risorsa ¢ che si puo
acquistare

g; Q-0  costo di un’unita aggiuntiva di risorsa i (euro)

Introduciamo le seguenti r + s variabili non negative:

xj; = unita di prodotto j prodotte alla settimana, Vj e {1,2,...,r},

y; = unita di risorsa i acquistate alla settimana, Vi € {1,2,...,s}.

Con queste variabili, un modello LP per il problema ¢ il seguente:
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' S
max ch Tj — Zgi Yi (16.1a)
j=1 i=1
T
soggetto a Zaij z; — Y < by, Vie{l,2,...,s}, (16.1b)
j=1
yi < e, Vie{l,2,...,s}, (16.1c)
zj < uj, Vie{1,2,...,r}, (16.1d)
z; >0, Vie{1,2,...,r}, (16.1e)
yi > 0, Vie{1,2,...,s}. (16.1f)

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:

e la funzione obiettivo lineare (16.1a) massimizza il profitto totale del piano di
produzione, cio¢ il profitto dei prodotti meno il costo delle risorse aggiuntive
acquistate;

e i vincoli lineari (16.1b) garantiscono che, per ogni risorsa, la quantita consumata
non superi la quantita disponibile piu la quantita acquistata (s vincoli lineari);
e i vincoli lineari (16.1c) garantiscono che, per ogni risorsa, la quantita acquistata

non superi il suo massimo (s vincoli lineari);

e i vincoli lineari (16.1d) garantiscono che, per ogni prodotto, la produzione non
superi la domanda del mercato (r vincoli lineari);

i vincoli lineari (16.1e) e (16.1f) definiscono le variabili del modello LP.

Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

2. Il modello LP (16.1) per l'istanza ¢ il seguente:

max 1227 +18x2 +10x3 — 3y1 — 292

soggettoa 2x1 4+ 3x2+ x3— Y1 < 50
1+ 2z2+ 2x3 — y2 < 50

(1 < 20

y2 < 10

T < 20

T9 < 15

T3 < 20

x1, x2, x3, Y1, y2 = 0

3. Per esempio, senza acquistare risorse aggiuntive, ponendo:

j1:20) j2:07 i‘3:107 51:0, QQZO
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otteniamo una soluzione ammissibile: le due risorse consumano 2 - 20 + 10 = 50 < 50
e 20+ 2-10 = 40 < 50 unita, e le domande sono rispettate. Il valore della funzione
obiettivo di questa soluzione ammissibile é:

T S
Y eizi—> g% =12-204+18-0+10-10-3-0—2-0 = 340
j=1 i=1

di conseguenza 340 & un lower bound sul valore ottimo del modello LP (16.1). Quindi,
per questa istanza, abbiamo:

340 < 2(LP)
4. Usando
e una variabile duale non negativa 7; per ogni vincolo (16.1b) (i € {1,2,...,s})
e una variabile duale non negativa o; per ogni vincolo (16.1¢) (i € {1,2,...,s})
e una variabile duale non negativa p; per ogni vincolo (16.1d) (j € {1,2,...,7})

il duale del modello LP (16.1) ¢ il seguente:

e )

S S T
min Z b; m; + Z e; 0; + Zuj Pj (16.2a)
i=1 i=1 j=1

soggetto a iaii i + pj > ¢, Vie{l1,2,...,r}, (16.2b)
i=1

- +0; > —g;, Vie{1,2,...,s}, (16.2¢)

>0, Vie{1,2,...,s}, (16.2d)

o; >0, Vie{1,2,...,s}, (16.2¢)

p; >0, Vie{l,2,....r}.  (16.2f)

Il modello duale (16.2) per l'istanza ¢ il seguente:

min 507 4+ 507 4+ 2001 4+ 1002 4+ 20 p1 + 15 p + 20 p3

soggetto a 2w + o + m > 12
3m + 2o + p > 18

m + 2 + p3 > 10

-7 + o1 > -3

- T3 + o2 > =2

1, T2, 01, 02, p1, P2 ps = 0

Per esempio, valutando ogni risorsa al suo prezzo di acquisto:
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i vincoli (16.2c) sono soddisfatti, e ponendo:
p1 = max{0, 12—-2-3 -2} =4, py =max{0, 18 —3-3—-2-2} =5,
p3 =max{0,10-3—-2-2} =3
sono soddisfatti anche i vincoli (16.2b): abbiamo una soluzione duale ammissibile.

11 valore della funzione obiettivo di questa soluzione duale ammissibile é:

S S T
Sbim+> eidi+ Y ujp;=50-3+50-2+20-0+10-0
i=1 i=1 j=1

+20-4+15-5+20-3
= 465
Di conseguenza, 465 ¢ un upper bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi, per

questa istanza, abbiamo:
340 < z( LP) < 465

5. La soluzione Z, § € ammissibile: le due risorse consumano 2-20+43-5+15 = 70 = 50420
e20+2-542-15 =60 = 50 + 10 unita, e tutti gli altri vincoli sono soddisfatti. Il
suo valore ¢ 12-20+ 18 -5+ 10-15—3-20 — 2 - 10 = 400.

Le condizioni degli scarti complementari danno:

e Iy =5 < 15 e T3 = 15 < 20: i corrispondenti vincoli (16.1d) non sono attivi,
quindi p2 =0 e p3 = 0;

e tutte e cinque le variabili primali sono positive: i cinque vincoli duali sono
soddisfatti all’'uguaglianza:

21 + M2+ p1 =12

3m +2m =18

m + 2w =10
—m +01 = -3
—To + 09 = —2

Dalla seconda e dalla terza equazione, 71 = 4 e 2 = 3; quindi p; =12 -8 — 3 =1,
61 =4—3=1ed69 =3—2=1. Tutti questi valori sono non negativi, quindi la
soluzione duale

m1=4, me=3, 01=1, o2=1, pr=1, p2=0, p3=0
é ammissibile, e il suo valore é:

50-4+50-3+20-1+10-14+20-1+15-0+20-0 = 400.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e

z( LP ) = 400.

In parole: conviene acquistare tutte le risorse aggiuntive, poiché all’ottimo un’unita
in pit di risorsa i vale 7; euro, pit del suo prezzo g; (11 =4 >3 e T2 =3 > 2).
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Esercizio 16.2 — Pianificazione della produzione (2)

Un’officina di biciclette assembla biciclette da cittd e mountain bike, vendute rispettiva-
mente a 200 euro e 400 euro. Ogni bicicletta richiede un telaio del proprio tipo. L’officina
puod saldare i telai internamente: un telaio da citta richiede 2 ore di saldatura e 20 euro

di materiale, mentre un telaio da mountain bike richiede 3 ore di saldatura e 40 euro di
materiale; sono disponibili 150 ore di saldatura alla settimana. In alternativa, i telai si pos-
sono acquistare da un fornitore, a 60 euro (telaio da citta) e a 100 euro (telaio da mountain
bike). L’assemblaggio di una bicicletta da citta richiede 1 ora di lavoro e quello di una
mountain bike ne richiede 2; sono disponibili 120 ore di assemblaggio alla settimana. Il
mercato puo assorbire al massimo 30 mountain bike alla settimana. L’obiettivo dell’officina
é determinare un piano di produzione settimanale che massimizzi il profitto totale, cioeé il
ricavo delle biciclette meno il costo dei telai.

Domande

1. Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e definire le corrispondenti variabili decisionali. Descrivere la
funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per trovare
una soluzione ottima del modello?

2. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP e, di conseguenza, un lower bound
sul suo valore ottimo.

3. Scrivere il modello duale del modello LP. Trovare una soluzione ammissibile del
modello duale e, di conseguenza, un upper bound sul valore ottimo del modello LP.

4. Dimostrare che il piano in cui l'officina salda 30 telai da citta e 30 telai da mountain
bike, e acquista 30 telai da citta, é ottimo, trovando con le condizioni degli scarti
complementari una soluzione duale ammissibile con lo stesso valore della funzione
obiettivo. Qual ¢ il valore ottimo?

. J
Soluzione
Attenzione

Assumiamo che 'officina possa produrre quantita frazionarie qualsiasi di biciclette (una
bicicletta iniziata in una settimana puo essere completata nella successiva).

1. La decisione riguarda, per ogni tipo di bicicletta, quante biciclette assemblare con
un telaio saldato internamente e quante con un telaio acquistato dal fornitore.
Introduciamo le seguenti quattro variabili decisionali non negative:

mq = biciclette da cittd assemblate con un telaio saldato internamente,
mg = mountain bike assemblate con un telaio saldato internamente,
p1 = biciclette da citta assemblate con un telaio acquistato,

ps = mountain bike assemblate con un telaio acquistato.

Il profitto di una bicicletta da cittd ¢ 200 — 20 = 180 euro se il telaio ¢ saldato
internamente e 200—60 = 140 euro se il telaio é acquistato; il profitto di una mountain
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bike &, rispettivamente, 400 — 40 = 360 e 400 — 100 = 300 euro. Con queste variabili,
un modello di programmazione lineare (LP) per il problema ¢ il seguente:

max 180m; + 360ma + 140 p1 + 300 po
soggetto a 2mp +  3mg < 150
mi1+ 2me + p1+ 2p2 < 120
ma + p2 < 30
mi, ma, p1, p2 = 0

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:
e la funzione obiettivo lineare massimizza il profitto totale, cioé il ricavo delle
biciclette meno il costo del materiale dei telai saldati e dei telai acquistati;

e il primo vincolo lineare impone che le ore di saldatura usate per i telai prodotti
internamente non superino quelle disponibili;

e il secondo vincolo lineare impone che le ore di assemblaggio, necessarie a tutte
le biciclette, non superino quelle disponibili;

e il terzo vincolo lineare impone che le mountain bike prodotte non superino la
domanda del mercato;

e 'ultimo vincolo definisce le variabili del modello.
Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.
2. Per esempio, saldando tutti i telai internamente e non acquistandone nessuno:
T7L1:30, m2:30> ]51:07 132:0

otteniamo una soluzione ammissibile: usa 2 - 30 + 3 - 30 = 150 ore di saldatura e
3042 -30 = 90 < 120 ore di assemblaggio, e produce 30 mountain bike. Il valore
della funzione obiettivo di questa soluzione ammissibile é:

180 - 30 + 360 - 30 + 140 - 0 4- 300 - 0 = 16200

di conseguenza 16200 é un lower bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi,
abbiamo:
16200 < z( LP)

3. Usando una variabile duale non negativa u; per il vincolo di saldatura, us per il vincolo
di assemblaggio e us per il vincolo di mercato, il duale del modello LP é il seguente:
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min 150w, + 120 ug + 30 ug

soggetto a 2u; + Ug > 180
3uir + 2us+ wugz > 360

U > 140

2ug + uz > 300

Uy, U9, ug > 0

Per esempio, ponendo:
u1 =0, ug =0,

e ponendo:

360 300
Uy = max{lSO, 7, 140, 2} = 180

otteniamo una soluzione duale ammissibile. Il valore della funzione obiettivo di questa
soluzione duale ammissibile é:

150 -0+ 120 - 180 + 30 - 0 = 21600

Di conseguenza, 21600 & un upper bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi,
abbiamo:
16200 < z( LP ) < 21600

4. 11 piano della domanda é la soluzione
m1 =30, mo =230, p; =30, py=0.

E ammissibile: usa 2- 30+ 3-30 = 150 ore di saldatura e 30 +2- 30 4 30 = 120 ore di
assemblaggio, e produce 30 mountain bike. Il suo valore ¢ 180-30+360-30+140-30 =
20400.

Le variabili mi, mo e p; sono positive, quindi, per le condizioni degli scarti
complementari, i primi tre vincoli duali sono soddisfatti all’'uguaglianza:

2u1 +ug = 180
3ui + 2us + uz = 360
ug = 140

la cui soluzione ¢ 1y = 140, @; = (180 —140)/2 = 20 e u3 = 360 — 60 — 280 = 20. I tre
valori sono non negativi e il quarto vincolo duale é soddisfatto, poiché 2 - 140 4 20 =
300 > 300: la soluzione duale

a1 = 20, ug = 140, us = 20
é ammissibile, e il suo valore é:

150 - 20 + 120 - 140 + 30 - 20 = 20400.
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.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e

z( LP ) = 20400.

I valori duali sono i valori marginali delle risorse: un’ora di saldatura in pit vale 20
euro, un’ora di assemblaggio in pitt 140 euro, e una mountain bike in pitt venduta sul
mercato 20 euro.

J

Esercizio 16.3 — Miscelazione (1)

Una fonderia deve produrre d € Qs tonnellate di una lega fondendo insieme r € Zx>q
materie prime (minerali e rottami metallici). Per ogni materia prima j € {1,2,...,7},

il valore ¢; € Qsq ¢ il costo in migliaia di euro di una tonnellata e il valore a; € Qg
¢ il numero di tonnellate disponibili. La qualita della lega dipende da s € Z>; elementi
chimici. Per ogni elemento k € {1,2,...,s} e ogni materia prima j € {1,2,...,r}, il valore
Prj € Q>0 ¢ la percentuale di elemento & contenuta nella materia prima j. La percentuale
di ogni elemento k € {1,2,..., s} nella lega deve essere almeno ¢, € Q> e al pit u; € Qxo,
con ¢, < wuy. La fonderia vuole determinare una miscela di costo minimo che rispetti i
vincoli descritti sopra.

Domande

1.

Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e le corrispondenti variabili decisionali. Individuare e commen-
tare la funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per
trovare una soluzione ottima del modello?

. Consideriamo ora un’istanza del problema in cui la fonderia deve produrre d = 100

tonnellate di lega da » = 3 materie prime, e la qualita dipende da s = 2 elementi. Gli
altri dati sono:

Jj=1 =2 j=3
¢ 5 9 4 k=1 k=2
aj 40 60 50 Ok 2 2
P1j 4 2 Uk 3 3
D2j 1 3

Scrivere il modello LP per questa istanza.

. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP dell’istanza e, di conseguenza, un

upper bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.

. Scrivere il modello duale del modello LP e il modello duale per l'istanza. Trovare

una soluzione ammissibile del modello duale dell’istanza e, di conseguenza, un lower
bound sul valore ottimo del modello LP per 'istanza.

. Dimostrare che la miscela con £1 = 30, Z9 = 60 e 3 = 10 tonnellate delle tre materie

prime é ottima, trovando con le condizioni degli scarti complementari una soluzione
duale ammissibile con lo stesso valore della funzione obiettivo. Qual ¢ il valore ottimo?

J

Autore: Fabio Furini
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Soluzione

1. T dati del modello sono i seguenti:

Simbolo Tipo Significato

d Qs tonnellate di lega da produrre

r Z>1 numero di materie prime

5 Z>1  numero di elementi chimici

Cj Q-0  costo di una tonnellata di materia prima j (migliaia
di euro)

a; Q=0 tonnellate disponibili di materia prima j

Dkj Q>0  percentuale di elemento k nella materia prima j

i Q>0  percentuale minima di elemento k nella lega

U, Qs0  percentuale massima di elemento k nella lega

Introduciamo le seguenti r variabili non negative:

x; = tonnellate di materia prima j usate nella miscela, Vie{l,2,...,r}.

La percentuale di elemento k nella lega ¢ il rapporto

Z§:1 Dkj Tj

25‘:1 zj

che non & una funzione lineare delle variabili. Poiché il suo denominatore é uguale a
d > 0, la richiesta che questo rapporto sia almeno ¢, si scrive, moltiplicando entrambi
i membri per il denominatore, come Zj Prj T = Ly Zj xj, cioé Zj(pkj — l)xj; > 0;
lo stesso vale per la percentuale massima ug. Con queste variabili, un modello LP per
il problema ¢ il seguente:

min ch 9% (16.3a)
j=1
soggetto a Z 19 = U (16.3b)
j=1

> (ks — k) 5 >0, Vk e {1,2,...,s}, (16.3¢)
j=1

> (prs — wr) 5 <0, Vk e {1,2,...,s}, (16.3d)
j=1

Ty = @, Vie{l,2,...,r}, (16.3¢)

xj >0, Vie{l,2,...,r}. (16.3f)

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:
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e la funzione obiettivo lineare (16.3a) minimizza il costo totale delle materie prime
usate;

e il vincolo lineare (16.3b) garantisce che vengano prodotte esattamente d
tonnellate di lega (un vincolo lineare);

e i vincoli lineari (16.3c) garantiscono che, per ogni elemento, la sua percentuale
nella lega sia almeno quella minima (s vincoli lineari);

e i vincoli lineari (16.3d) garantiscono che, per ogni elemento, la sua percentuale
nella lega sia al piu quella massima (s vincoli lineari);

e i vincoli lineari (16.3e) garantiscono che, per ogni materia prima, la quantita
usata non superi la quantita disponibile (r vincoli lineari);

i vincoli lineari (16.3f) definiscono le variabili del modello LP.

Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

2. I coefficienti dei vincoli (16.3¢) e (16.3d) sono p1;—¢1 = (2, —1,0), p2j—¥2 = (—1,1,0),
p1; —ur = (1,—2,—1) and pa; — ug = (—2,0,—1). Il modello LP (16.3) per I'istanza
é il seguente:

min S5x1 + 2x9 + 413

soggetto a 1+ z2+ z3 = 100

2x1 — x9 > 0
-1+ w2 > 0
Ty —2x9— 23 < 0
—21 — x3 < 0
T < 40

9 < 60

z3 < 50

1, T2, zzg 2 0

3. Per esempio, ponendo:
T1 =40, xo =40, T3=20
otteniamo una soluzione ammissibile: la lega pesa 100 tonnellate, contiene (4 - 40 +
40 +2-20)/100 = 2.4 percento di elemento 1 e (40+3-40+ 2-20)/100 = 2 percento

di elemento 2, e le disponibilita sono rispettate. Il valore della funzione obiettivo di
questa soluzione ammissibile é:

.
> ¢jT;=5-40+2-40 +4- 20 = 360
j=1

di conseguenza 360 ¢ un upper bound sul valore ottimo del modello LP (16.3). Quindi,
per questa istanza, abbiamo:
z( LP) < 360
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4. Usando

il duale del modello LP (16.3) ¢ il seguente:

e una variabile duale libera p per il vincolo (16.3b)

e una variabile duale non negativa aj per ogni vincolo (16.3c) (k € {1,2,...,s})
e una variabile duale non positiva 3 per ogni vincolo (16.3d) (k € {1,2,...,s})
e una variabile duale non positiva v; per ogni vincolo (16.3e) (j € {1,2,...,r})

-

(N

.
max d pu+ Zaj g
j=1

S
soggetto a  u + Z(pkj —lr) ag

k=1
S
+ (o — wr) B+ < ¢
k=1
1= 0,
(077 2 07
Bk < 07

v <0,

Vje{1,2,...,r},

Vk e {1,2,...,s},
Vk e {1,2,...,s},
Vie{l,2,...,r}.

(16.4a)

(16.4b)

(16.4c
(

)
16.4d)
(16.4e)
(16.4f)

J

e ponendo:

Per esempio, ponendo:

0_41:642207 BIZ/BQ:O:

f7

seguente:
max 100 pu + 401 + 602 + 503
soggetto a pt+20—az+ B =20+ m
p— ar+ay—206 + 7
I - bi— P + 7
7
ay, Qg
Bl Bz Y1 V2, V3

1= =73 =0,

A =min{5,2,4} =2

I termini noti dei vincoli (16.3¢) e (16.3d) sono uguali a 0, quindi le variabili oy e
B non compaiono nella funzione obiettivo. Il modello duale (16.4) per l'istanza é il

IA

IV AV IA A
S o O &~ N o

IN

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

13


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

otteniamo una soluzione duale ammissibile. Il valore della funzione obiettivo di questa
soluzione duale ammissibile é:

di+ ;3 =100-2+40-0+60-0+50-0= 200
j=1

Di conseguenza, 200 ¢ un lower bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi, per
questa istanza, abbiamo:

200 < z(LP) < 360

Questo lower bound é il costo di una lega fatta solo con la materia prima piu
economica, che ignora i vincoli di qualita e di disponibilita.

5. La miscela & ¢ ammissibile: la lega pesa 100 tonnellate, contiene (4 - 30 4 60 + 2 -
10)/100 = 2 percento di elemento 1 e (30+3-60+2-10)/100 = 2.3 percento di elemento
2, e le disponibilita sono rispettate. Il suo valore € 5-30+2-60+4 - 10 = 310.

Le condizioni degli scarti complementari danno:
e i vincoli (16.3c) per k = 2 e (16.3d) per kK =1 e k = 2 non sono attivi (i loro
primi membri valgono 30, —100 e —70), quindi &2 =0, 51 =0 e B2 = 0;
e i vincoli (16.3e) per j = 1 e 7 = 3 non sono attivi (30 < 40 e 10 < 50), quindi
1=0e%=0;
e le tre variabili primali sono positive: i tre vincoli duali (16.4b) sono soddisfatti
all’'uguaglianza:
uw+2a1 =5
p—ai+y2 =2
u=4

= —32. Poiché &1 > 0

[N

La soluzione di questo sistema ¢ 1 = 4, &; = % ey =2—4+
e Y2 < 0, la soluzione duale

, G3=0, f1=P=0, 1=0, a=-3, 73=0

D=

:[]’ = 47 551 =
¢ ammissibile, e il suo valore é:
100-4+40-0+ 60 - (—%) + 50 -0 = 310.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e

z( LP ) = 310.

Esercizio 16.4 — Trasporto (1)

Un’azienda produce un detersivo liquido in s € Z>; stabilimenti e lo consegna a r € Z>1
clienti. Il prodotto non puo essere spedito direttamente da uno stabilimento a un cliente:
deve passare per uno di ¢ € Z>; depositi. Per ogni stabilimento ¢ € {1,2,...,s}, il valore
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-

a; € Q¢ € la quantita, in migliaia di litri alla settimana, che lo stabilimento puo produrre.
Per ogni deposito k € {1,2,...,q}, il valore hy € Qs¢ & la quantitd massima, in migliaia di
litri alla settimana, che il deposito puod gestire. Per ogni cliente j € {1,2,...,r}, il valore
d;j € Q9 ¢ la domanda settimanale in migliaia di litri. Per ogni stabilimentoi € {1,2,...,s}
e ogni deposito k € {1,2,...,q}, il valore ¢;; € Q>0 ¢ il costo in euro per trasportare mille
litri dallo stabilimento ¢ al deposito k; per ogni deposito k& € {1,2,...,q} e ogni cliente
Jj€{1,2,...,r}, il valore gi; € Q> ¢ il costo in euro per trasportare mille litri dal deposito
k al cliente j. I depositi non tengono alcuna scorta. L’azienda vuole determinare un piano
settimanale di trasporto di costo minimo che rispetti i vincoli descritti sopra.

Domande

1. Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e le corrispondenti variabili decisionali. Individuare e commen-
tare la funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per
trovare una soluzione ottima del modello?

2. Consideriamo ora un’istanza del problema con s = 2 stabilimenti, ¢ = 2 depositi e
r = 2 clienti. Gli altri dati sono:

1 2
Cik ‘kzl k=2 Ikj ‘jzl j=2 S
a; | 50 40

i=1 2 4 k=1 3 5
hi | 50 40

1=2 3 1 k=2 4 2
d; | 30 50

Scrivere il modello LP per questa istanza.

3. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP dell’istanza e, di conseguenza, un
upper bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.

4. Scrivere il modello duale del modello LP e il modello duale per l'istanza. Trovare
una soluzione ammissibile del modello duale dell’istanza e, di conseguenza, un lower
bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.

5. Consideriamo il seguente piano di trasporto: lo stabilimento 1 invia 40 mila litri al
deposito 1 e lo stabilimento 2 invia 40 mila litri al deposito 2; il deposito 1 invia 30 mila
litri al cliente 1 e 10 mila litri al cliente 2, e il deposito 2 invia 40 mila litri al cliente
2. Dimostrare che é ottimo trovando, con le condizioni degli scarti complementari,
una soluzione duale ammissibile con lo stesso valore della funzione obiettivo. Qual ¢&
il valore ottimo?

J

1. T dati del modello sono i seguenti:

Soluzione

Autore: Fabio Furini
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Simbolo Tipo Significato

s Z>1 numero di stabilimenti

Zi>1 numero di depositi

r Z>1  numero di clienti

a; Qs=¢ capacita produttiva settimanale dello stabilimento
1

hy Q=0 capacita di gestione settimanale del deposito k

d; Q-9 domanda settimanale del cliente j

Cik Q>0 costo unitario di trasporto dallo stabilimento i al
deposito k

Ik Q>0 costo unitario di trasporto dal deposito k al cliente
J

Introduciamo le seguenti s ¢ + ¢ r variabili non negative:
z;, = migliaia di litri inviate dallo stabilimento ¢ al deposito k,
Vie{l,2,...,s}, Yk e {1,2,...,q},
yr; = migliaia di litri inviate dal deposito k al cliente j,
Vk e {1,2,...,q}, V5 €{1,2,...,r}

Con queste variabili, un modello LP per il problema ¢ il seguente:

e N

S q q T
min Z Z Cik Tik + Z Z Ikj Ykj (16.5a)

i=1 k=1 k=1 j=1

q
soggetto a lek < a;, Vie{l,2,...,s}, (16.5b)
k=1

>z — > k=0, Vke{1,2,...,q}, (16.5¢)
i=1 j=1
d aww <hp, Vke{l,2,....¢}, (16.5d)
=1

q
> yk=dj, Vie{l,2,...,r},  (16.5¢)
k=1

ik > 0, Vie{1,2,...,s},
Vk e {1,2,...,q}, (16.5f)

Yr; = 0, VkE{l,?,...,q},
Vi e{1,2,...,r} (16.5g)

(& J/

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:
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e la funzione obiettivo lineare (16.5a) minimizza il costo totale di trasporto, dagli
stabilimenti ai depositi e dai depositi ai clienti;

propria capacita produttiva (s vincoli lineari);
e i vincoli lineari (16.5¢) sono i vincoli di conservazione del flusso: ogni deposito

spedisce ai clienti esattamente cio che riceve dagli stabilimenti, poiché non tiene
alcuna scorta (g vincoli lineari);

propria capacita (¢ vincoli lineari);

domanda (r vincoli lineari);

i vincoli lineari (16.5f) e (16.5g) definiscono le variabili del modello LP.

Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

2. Il modello LP (16.5) per l'istanza ¢ il seguente:

min  2x11 + 4212 + 3221 + @22 +3y11 +Oy12 +4y21 + 2y

IA

50
40

soggetto a r11 + Z12

IA

To1 + X22

|
o

T11 + T2 — Y11 — Y12

Il
o

T12 + o2 — Y21 — Y22

IN

50
40
30
50

r11 + X921

IN

T12 + X232

v

Y11 + Y21

v

Y12 + Y22

Y
o

Z11, Z12, €21, X22, Y11, Y12, Y21, Y22

domanda del cliente 2 attraverso il deposito 2:
Znn =950, Z12=0, ZTo1 =0, T =30,

y11 = 30, Y12 =20, Fo1 =0, %22 =30

30 e 20430 = 50. Il valore della funzione obiettivo di questa soluzione ammissibile é:
2-50+1-304+3-30+5-20+2-30 =380

di conseguenza 380 ¢ un upper bound sul valore ottimo del modello LP (16.5). Quindi,
per questa istanza, abbiamo:
z( LP) < 380

e i vincoli lineari (16.5b) garantiscono che ogni stabilimento non spedisca piu della

e i vincoli lineari (16.5d) garantiscono che ogni deposito non gestisca piu della

e i vincoli lineari (16.5¢) garantiscono che ogni cliente riceva almeno la propria

3. Per esempio, lo stabilimento 1 puo inviare tutta la sua produzione al deposito 1, che
serve il cliente 1 e parte del cliente 2, e lo stabilimento 2 puo inviare il resto della

Questa € una soluzione ammissibile: gli stabilimenti spediscono 50 < 50 e 30 < 40, i
depositi gestiscono 50 < 50 e 30 < 40 e spediscono cid che ricevono, e i clienti ricevono
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4. Usando

e una variabile duale non positiva \; per ogni vincolo (16.5b) (i € {1,2,...,s})
e una variabile duale libera py per ogni vincolo (16.5¢) (k € {1,2,...,q})
e una variabile duale non positiva 6 per ogni vincolo (16.5d) (k € {1,2,...,¢})

e una variabile duale non negativa m; per ogni vincolo (16.5¢) (j € {1,2,...,7})

il duale del modello LP (16.5) ¢ il seguente:

s q T
max Z a; )\z‘ + Z hk 9k + Z dj Uy (16.6&)
=1 k=1 7=1

soggetto a  A; + pp + 0 < cik, Vie{l,2,...,s},
Vke{1,2,...,q}, (16.6b)

_#k—{_ﬂ-]ggk]? Vk€{172a"'7q}a

Vie{1,2,...,r},  (16.6¢)
A <0, Vie{1,2,...,s}, (16.6d)
p = 0, Vke{1,2,...,q}, (16.6¢)
6 <0, Vke{1,2,...,q}, (16.6f)
mj >0, Vi e{1,2,...,r}. (16.6g)

(.

Il modello duale (16.6) per I'istanza ¢ il seguente:

max 501 + 40 Ao + 5060, 4+ 40602 + 30 ™ + 5079
soggetto a A1 + + 6 < 2
A1 + p2 + 0 < 4
A2+ + 60 <3
Ao + w2 + 0 <1
— + m <3
— M1 + m < 5
— M2 + m < 4
) + m < 2
A1, Ao, 01, 0 <0
M1, 2 E 0
T, T > 0

Per esempio, ponendo:
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i vincoli (16.6b) diventano ux < ¢k, € possiamo porre iy uguale al costo minimo per
raggiungere il deposito k£ da uno stabilimento:

fg1 =min{2,3} =2, [y =min{4,1} = 1.

Allora i vincoli (16.6¢) diventano m; < i, + grj, € possiamo porre 7; uguale al costo
minimo per raggiungere il cliente 7 da uno stabilimento passando per un deposito:

71 =min{2+3,1+4} =5, 7 =min{2+5, 1+ 2} =3.

In questo modo abbiamo una soluzione duale ammissibile. Il valore della funzione
obiettivo di questa soluzione duale ammissibile é:

50-04+40-0+50-0+40-0+30-5+50-3 =300

Di conseguenza, 300 ¢ un lower bound sul valore ottimo del modello LP: ¢ il costo di
inviare a ogni cliente la sua domanda lungo il percorso pili economico, ignorando le
capacita. Quindi, per questa istanza, abbiamo:

300 < z(LP) < 380

5. Il piano della domanda ¢ la soluzione
Z11 =40, Z12=0, Zo1 =0, T =40,
y11 =30, 912 =10, g21 =0, ya2 =40

che ¢ ammissibile (gli stabilimenti spediscono 40 < 50 e 40 < 40, i depositi gestiscono
40 < 50 e 40 < 40, e i clienti ricevono 30 e 50), con valore 2-40+1-404+3-30+5 -
10 + 2 - 40 = 340.

Le condizioni degli scarti complementari danno:

e lo stabilimento 1 e il deposito 1 non sono saturi (40 < 50), quindi M =0e
01 = 0;
e le variabili Z11, o2, ¥11, Y12 € Y22 sono positive, quindi i corrispondenti vincoli
duali sono soddisfatti all’'uguaglianza:
r)\l + 1 +6, =2
Ao+ o +02 =1

—p1+m =3
—p1 +me =5
\ —H2 + Ty = 2

Otteniamo fiy = 2, T, =5, Mo =7, fio = 5 e Ao + 0o = —4. L’ultima equazione ha
molte soluzioni: dobbiamo sceglierne una che soddisfi anche i vincoli duali di =12 e
To1, cioé By < 4—5=—-1e Xy <3—2=1, e le condizioni di segno. Per esempio,
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0y = —1 e Ay = —3. Il restante vincolo duale, di 91, & soddisfatto: —5+5 =0 < 4.
La soluzione duale

M=0, \g=-3, iu=2, fia=5 61 =0, fg=—1, 1 =5, W=7
é quindi ammissibile, e il suo valore é:
40-(—3)+40-(—1)+30-5+ 507 = 340.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e

2( LP ) = 340.

Esercizio 16.5 — Pianificazione su piu periodi (1)

Un’azienda pianifica la produzione di un fertilizzante su un orizzonte temporale di n €
Z>9 settimane. Per ogni settimana t € {1,2,...,n}, il valore d; € Q>¢ ¢ la domanda in
tonnellate, il valore p; € Qs¢ ¢ la quantita massima producibile in tonnellate, e il valore
¢t € Qs ¢ il costo di produzione in euro di una tonnellata. II prodotto che avanza alla
fine di una settimana pud essere immagazzinato e venduto nelle settimane successive: per
ogni settimana t € {1,2,...,n — 1}, immagazzinare una tonnellata dalla settimana t alla
settimana t + 1 costa hy € Qs¢ euro. Inoltre, la domanda di una settimana pud essere
soddisfatta in ritardo (backlogging): per ogni settimana t € {1,2,...,n—1}, ogni tonnellata
di domanda non ancora soddisfatta alla fine della settimana ¢ comporta una penale di g; €
Q= euro. All’inizio dell’orizzonte non ¢’é scorta, e tutta la domanda deve essere soddisfatta
entro la fine della settimana n. L’azienda vuole determinare un piano di produzione di costo
minimo che rispetti i vincoli descritti sopra.

Domande

1. Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e le corrispondenti variabili decisionali. Individuare e commen-
tare la funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per
trovare una soluzione ottima del modello?

2. Consideriamo ora un’istanza del problema con n = 3 settimane e i seguenti dati:

t=1 t=2 t=3
dt 30 50 20
Dt 40 30 40
Ct 10 12 11
hy 2 2 —
gt 3 3 -

Scrivere il modello LP per questa istanza.

3. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP dell’istanza e, di conseguenza, un
upper bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.
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4. Scrivere il modello duale del modello LP e il modello duale per listanza. Trovare
una soluzione ammissibile del modello duale dell’istanza e, di conseguenza, un lower
bound sul valore ottimo del modello LP per 'istanza.

5. Consideriamo il piano che produce 40, 30 e 30 tonnellate nelle tre settimane, immagaz-
zina 10 tonnellate alla fine della settimana 1 e soddisfa 10 tonnellate della domanda
della settimana 2 nella settimana 3. Dimostrare che & ottimo trovando, con le condi-
zioni degli scarti complementari, una soluzione duale ammissibile con lo stesso valore
della funzione obiettivo. Qual ¢ il valore ottimo?

A J

Soluzione

1. T dati del modello sono i seguenti:

Simbolo Tipo Significato

n Z>>  numero di settimane

dy Q>0 domanda della settimana ¢ (tonnellate)

Dt Q>0 capacita produttiva della settimana ¢ (tonnellate)

ct Qs¢ costo di produzione di una tonnellata nella settima-
na t (euro)

hy Qs¢ costo di immagazzinare una tonnellata dalla setti-

mana ¢ alla settimana t + 1 (euro)
gt Q=0 penale per una tonnellata di domanda non soddi-
sfatta alla fine della settimana ¢ (euro)

Introduciamo le seguenti n + 2 (n — 1) variabili non negative:
z; = tonnellate prodotte nella settimana , vt e {1,2,...,n},

s; = tonnellate in scorta alla fine della settimana ¢
Vte {1,2,...,n—1}.
b; = tonnellate in ritardo alla fine della settimana ¢

In ogni settimana, il prodotto disponibile (la produzione piu la scorta della settimana
precedente) & usato per la domanda della settimana e per la domanda in ritardo della
settimana precedente, e cid che avanza va in scorta; con le variabili precedenti, il
bilancio delle scorte della settimana t &: x; + s¢_1 — by_1 — s¢ + by = d;. Nella prima
settimana non ci sono scorta né domanda in ritardo della settimana precedente, e
nell’'ultima settimana non resta nulla in scorta e nessuna domanda viene rimandata.
Con queste variabili, un modello LP per il problema ¢ il seguente:
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n n—1 n—1

min Z ¢ Ty + Z he s¢ + Z gi by (16.7a)
t=1 t=1 t=1

soggetto a x7 — 81 + by = d, (16.7b)

T+ Si—1 —bi1 —se+ b =d, Vte{2,3,...,n—1}, (16.7c)

Ty + Sp_1—bn_1=dn, (16.7d)

¢ < py, Vte {1,2,...,n}, (16.7e)

x¢ > 0, vt e{1,2,...,n}, (16.7f)

)

)

sy > 0, vte{l,2,...,n—1}, (16.7g
by > 0, vte{1,2,...,n—1}. (

(N J/

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:
e la funzione obiettivo lineare (16.7a) minimizza il costo totale di produzione, di
immagazzinamento e di ritardo;

e il vincolo lineare (16.7b) ¢ il bilancio delle scorte della prima settimana (un
vincolo lineare);

e i vincoli lineari (16.7c) sono i bilanci delle scorte delle settimane intermedie:
collegano ogni settimana alla precedente (n — 2 vincoli lineari);

e il vincolo lineare (16.7d) ¢ il bilancio delle scorte dell’ultima settimana, in cui
tutta la domanda in ritardo viene soddisfatta (un vincolo lineare);

e i vincoli lineari (16.7e) garantiscono che la produzione non superi la capacita (n
vincoli lineari);

e i vincoli lineari (16.7f), (16.7g) e (16.7h) definiscono le variabili del modello LP.

Una soluzione con s; > 0 e by > 0 nella stessa settimana ¢ ammissibile ma mai
conveniente: diminuendo entrambe della stessa quantita i bilanci restano invariati e
il costo diminuisce, poiché h; > 0 e g > 0.

Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

2. Il modello LP (16.7) per l'istanza ¢ il seguente:
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min 10xy + 12xz9 + 1123+ 281 + 289 + 3b1 + 3bs

soggetto a T — 8 + b = 30
T9 + 81— s9— b+ by = 50

T3 +  $9 — by = 20

40
30
40
0

IN

I

IA

L2

IN

T3

v

x1, z2, x3,  S1,  S2, by, by

3. Per esempio, producendo in ogni settimana la sua domanda, fino alla capacita, e
soddisfacendo nella settimana 3 la parte della domanda della settimana 2 che eccede
la capacita:

Z1=30, T2=30, T3=40, 5, =0, 5 =0, by =0, by =20
otteniamo una soluzione ammissibile: i tre bilanci diventano 30 = 30, 30 + 20 = 50 e

40 — 20 = 20, e le capacita sono rispettate. Il valore della funzione obiettivo di questa
soluzione ammissibile é:

10-30+12-30+11-40+2-04+2-04+3-04+3-20 = 1160

di conseguenza 1160 ¢ un upper bound sul valore ottimo del modello LP (16.7).
Quindi, per questa istanza, abbiamo:

2(LP) < 1160

4. Usando

e una variabile duale libera uy per il vincolo (16.7b)
e una variabile duale libera p; per ogni vincolo (16.7c) (t € {2,3,...,n —1})
e una variabile duale libera p,, per il vincolo (16.7d)

e una variabile duale non positiva m; per ogni vincolo (16.7e) (¢t € {1,2,...,n})

il duale del modello LP (16.7) ¢ il seguente:

n n
max Z dy it + Zpt T (16.8a)
t=1 t=1
soggetto a iy + m < ¢, vVt e {1,2,...,n}, (16.8b)
i e € P, vt e {1,2,...,n—1}, (16.8¢)
pe — pt1 < ge, Vte {1,2,...,n—1}, (16.8d)
p = 0, vt e {1,2,...,n}, (16.8¢)
™ <0, vte{1,2,...,n}. (16.8f)

Il modello duale (16.8) per l'istanza ¢ il seguente:
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max 30ty + 50 g + 20 u3 + 407 + 30wy + 40

soggetto a 1 + m < 10
2 + m < 12

M3 + w3 < 11

—p1+ 2 < 2

- p2t ps < 2

Bl — 2 < 3

M2 —  H43 < 3

Hi, K2, M3 = 0

m, T2, m < 0

Per esempio, ponendo:
m =7 =73 =0,

e ponendo p; uguale al costo di produzione della settimana ¢:
M1 = 107 IDES 127 13 = 117

i vincoli (16.8b) sono soddisfatti all'uguaglianza, e sono soddisfatti anche i vincoli
(16.8¢c) e (16.8d), poiché¢ —10+12=2<2, —-12+11=-1<2,10—-12=-2<3
e 12 — 11 = 1 < 3. Quindi abbiamo una soluzione duale ammissibile. Il valore della
funzione obiettivo di questa soluzione duale ammissibile é:

30-10+50-12+20-11+40-0+30-0+40-0 = 1120

Di conseguenza, 1120 ¢ un lower bound sul valore ottimo del modello LP: ¢ il costo di
produrre la domanda di ogni settimana nella stessa settimana, ignorando le capacita.
Quindi, per questa istanza, abbiamo:

1120 < z( LP) < 1160

5. Il piano della domanda ¢ la soluzione
F1 =40, Ty =30, #3=230, § =10, 5 =0, b =0, by = 10,

che ¢ ammissibile: i tre bilanci diventano 40—10 = 30, 30410410 = 50 e 30—10 = 20,
e le capacita sono rispettate. Il suo valore é 10-40+12-30411-30+2-10+3-10 = 1140.

Le condizioni degli scarti complementari danno:

e la capacita della settimana 3 non é satura (30 < 40), quindi 73 = 0;
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e le variabili 1, Z2, Z3, 51 e by sono positive, quindi i corrispondenti vincoli duali
sono soddisfatti all’'uguaglianza:

1 +m =10
po + g =12
pz =11
—p1 + p2 =2
(p2 — pz =3

Otteniamo fig = 11, jis = 14, i1 = 12, 71 = —2 e Ty = —2. [ restanti vincoli duali, di
so e by, sono soddisfatti: —14+ 11 = -3 <2 e 12 — 14 = —2 < 3; inoltre 71, 7o < 0.
Quindi la soluzione duale

pr =12, po =14, g3 =11, m =-2, ma=-2, ©3=0
¢ ammissibile, e il suo valore é:
30-12+50-14+20-11440-(—2) +30- (—2) + 40 - 0 = 1140.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e

z( LP ) = 1140.

- J

Esercizio 16.6 — Obiettivo min-max (1)

Un’azienda di stampa deve stampare r € Z>; lavori (per esempio, le copie di un libro o di

un catalogo) su s € Z>; macchine da stampa, che iniziano a lavorare nello stesso momento.
Ogni lavoro puo essere suddiviso fra pitt macchine: ogni macchina stampa una frazione
delle copie del lavoro. Per ogni macchina ¢ € {1,2,...,s} e ogni lavoro j € {1,2,...,7}, il
valore t;; € Q¢ ¢ il numero di ore di cui la macchina ¢ avrebbe bisogno per stampare da
sola l'intero lavoro j; stampare una frazione del lavoro richiede la stessa frazione di questo
tempo. L’azienda vuole suddividere i lavori fra le macchine in modo da minimizzare 'istante
in cui 'ultima macchina termina il proprio lavoro (il makespan).

Domande

1. Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e le corrispondenti variabili decisionali. Individuare e commen-
tare la funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per
trovare una soluzione ottima del modello?

2. Consideriamo ora un’istanza del problema con s = 2 macchine e r = 3 lavori, e i
seguenti tempi di lavorazione:
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-

. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP dell’istanza e, di conseguenza, un

. Scrivere il modello duale del modello LP e il modello duale per l'istanza. Trovare

. Consideriamo la soluzione in cui la macchina 1 stampa % del lavoro 2 e 'intero lavoro

Scrivere il modello LP per questa istanza.
upper bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.

una soluzione ammissibile del modello duale dell’istanza e, di conseguenza, un lower
bound sul valore ottimo del modello LP per l'istanza.

3, mentre la macchina 2 stampa l’intero lavoro 1 e % del lavoro 2. Dimostrare che
é ottima trovando, con le condizioni degli scarti complementari, una soluzione duale
ammissibile con lo stesso valore della funzione obiettivo. Qual ¢ il valore ottimo?

J

Soluzione

1. I dati del modello sono i seguenti:

Simbolo Tipo Significato

s L1 numero di macchine
r Z>1  numero di lavori
. . ).
Lij Qs=¢  ore necessarie alla macchina i per stampare I'intero
lavoro j

Introduciamo le seguenti s r variabili non negative:

x;; = frazione del lavoro j stampata dalla macchina i,
Vie{1,2,...,s}, Vj€{1,2,...,r}
Il tempo di lavoro della macchina i & Z;Zl tij Tij, e il makespan ¢ il massimo di queste

s funzioni lineari: la funzione obiettivo

T
min  max g 5 T85s
ie{1,2,...,s} = I

non € lineare. La linearizziamo introducendo una variabile libera aggiuntiva:
w = makespan (ore).

Con queste variabili, un modello LP per il problema ¢ il seguente:

Autore: Fabio Furini
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min w
S
soggetto a Zl’z‘j =1, Vie{l1,2,...,r},
i=1
,
w—ZtijwijZO, ViE{l,Q,...,S},
j=1

l‘z]ZO, Vi€{1727"'78}7 Vj€{1,2,...,7"},

>

(.

(16.9a)

(16.9b)

(16.9¢)

(16.9d)

(16.9¢)

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:

e la funzione obiettivo lineare (16.9a) minimizza il makespan;

(r vincoli lineari);

macchina piil carica;

2. Il modello LP (16.9) per l'istanza ¢ il seguente:

min w
soggetto a T11 + 221
T19 +  xo9
z13 +  x23
2111 — 4712 — 47313 +w
—4x91 — 12299 — 12293 + w

x11, x12, x13, Z21, €22, 23

macchina 1 e il lavoro 1 alla macchina 2:
Z11=0, T1o=1, T13=1, Tor =1, Too =0, ZTo3=0,

i tempi di lavoro delle due macchine sono 4 + 4 = 8 e 4 ore, e ponendo

w = max{8,4} =8

e i vincoli lineari (16.9b) garantiscono che ogni lavoro sia stampato completamente

e i vincoli lineari (16.9¢) garantiscono che w non sia minore del tempo di lavoro
di ogni macchina, cioé¢ non minore del loro massimo (s vincoli lineari). Poiché
w € minimizzata, in una soluzione ottima w ¢ uguale al tempo di lavoro della

e i vincoli lineari (16.9d) e (16.9¢) definiscono le variabili del modello LP.

Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

vV
o O O O = ==

v

AV IV

3. Per esempio, assegnando ogni lavoro interamente a una macchina, i lavori 2 e 3 alla
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otteniamo una soluzione ammissibile. Il suo valore della funzione obiettivo é 8, di
conseguenza 8 ¢ un upper bound sul valore ottimo del modello LP (16.9). Quindi, per
questa istanza, abbiamo:

z(LP) < 8
4. Usando

e una variabile duale libera p; per ogni vincolo (16.9b) (j € {1,2,...,r})

e una variabile duale non negativa \; per ogni vincolo (16.9¢) (i € {1,2,...,s})

il duale del modello LP (16.9) ¢ il seguente:

4 N\

T
max Z,uj (16.10a)

j=1
soggetto a p; —t;; A <0, Vie{l,2,...,s}, Vje{l,2,...,r}, (16.10b)
d =1, (16.10c)

pj Z 0, Vi e {1,2,...,r}, (16.10d)
A\ >0, Vie{1,2,...,s}. (16.10¢)

(N J

11 vincolo (16.10¢) corrisponde alla variabile libera w, ed & un’uguaglianza. Le variabili
duali \; sono pesi non negativi delle macchine con somma 1, e i vincoli (16.10b)
impongono p; < min; t;; ;.

Il modello duale (16.10) per l'istanza ¢ il seguente:

max  p1 -+ p2 + p3

soggetto a -2\ <0
p2 -4\ <0

tg — 4 <0

M1 — 44X <0

H2 — 12X <0

ua — 12X < 0

M+ A =1

M1, M2, M3 =0

A1, A2 >0

Per esempio, dando lo stesso peso alle due macchine:

=1 Ty=

)

[N
D=
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e ponendo:
fir=min{2-3,4-3} =1, fp=min{4-3, 123} =2,
fis=min{4-3,12- 3} =2

otteniamo una soluzione duale ammissibile. Il valore della funzione obiettivo di questa
soluzione duale ammissibile é:

p1+pe+ps=1+2+2=5

Di conseguenza, 5 é un lower bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi, per
questa istanza, abbiamo:
5 < z(LP) <8

Questo lower bound ha un significato semplice: il makespan é almeno il tempo di

lavoro medio delle due macchine, che é almeno la meta della somma, sui lavori, del

tempo di lavorazione piti breve di ciascun lavoro, cioé % (2+4+4)=5.

5. La soluzione della domanda ¢&
in=0, Fip=2, F13=1, Ga1=1, Top =14, T3 =0
11 =Y, Ti2=7, T1z3=1, T2a1=1, Ta2=7, T23=VY,

in cui i tempi di lavoro delle due macchine sono 4 - % +4-1=7e4-1+12- i =T ore:
con w = 7 & ammissibile, con valore 7.

Le variabili 12, 213, 21, T22 € W sono positive, quindi, per le condizioni degli scarti
complementari, i corrispondenti vincoli duali sono soddisfatti all’'uguaglianza:

po =4 A1
ps =4\
1 =4 A
p2 =12 Ao
A+ =1
Dalla prima e dalla quarta equazione, A\ = 3 Ay, quindi Ay = % e\ = %; allora

1 =1, ig = 3 e i3 = 3. I restanti vincoli duali, di z1; e 223, sono soddisfatti:

1*2'%:*%§063712'%:O§0; inoltre 5\1,5\220. Quindi la soluzione duale
~ & & Yy 3 o1
=1, pe=3, p3=3, M=%, A=73

¢ ammissibile, e il suo valore ¢ 1 + 3 + 3 = 7. La soluzione primale e quella duale
hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita forte entrambe sono ottime, e

2(LP)="T.

Nella soluzione ottima le due macchine terminano nello stesso momento: se una delle
due terminasse prima, parte del lavoro dell’altra potrebbe esserle spostata.
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Esercizio 16.7 — Valori assoluti (1)

AN

Un negozio ha registrato le vendite di un prodotto in quattro settimane consecutive: 3, 4, 8
e 9 centinaia di unita nelle settimane 1, 2, 3 e 4, rispettivamente. Per prevedere le vendite
delle settimane successive, il negozio vuole descrivere le vendite con una retta di tendenza,
cioé con una funzione lineare a + bt della settimana ¢, dove 'intercetta a e la pendenza b
possono essere numeri reali qualsiasi. Nella settimana ¢, lo scostamento della retta dalle
vendite registrate y; ¢ |y, —a — bt|. L’obiettivo del negozio & determinare i valori di a e b
che minimizzano la somma degli scostamenti nelle quattro settimane.

Domande

1.

. Trovare una soluzione ammissibile del modello LLP e, di conseguenza, un upper bound

. Scrivere il modello duale del modello LP. Trovare una soluzione ammissibile del

. Dimostrare che la retta di tendenza 1 + 2¢ é ottima, trovando con le condizioni de-

Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema. Individuare le
decisioni da prendere e definire le corrispondenti variabili decisionali. Descrivere la
funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale algoritmo si pud usare per trovare
una soluzione ottima del modello?

sul suo valore ottimo.

modello duale e, di conseguenza, un lower bound sul valore ottimo del modello LP.

gli scarti complementari una soluzione duale ammissibile con lo stesso valore della
funzione obiettivo. Qual ¢ il valore ottimo?

J/

Soluzione

1.

Le decisioni sono l'intercetta e la pendenza della retta. Introduciamo le seguenti due
variabili decisionali libere:

a = intercetta della retta di tendenza

b = pendenza della retta di tendenza
The objective function
min |[3—a—b|+|4—a—2b|+|8—a—3b|+|9—a—4b]|

non ¢ lineare. Ogni valore assoluto ha un coefficiente positivo in una funzione obiettivo
da minimizzare, quindi si puo linearizzare: introduciamo le seguenti quattro variabili
decisionali non negative:

e; = scostamento della retta nella settimana ¢, vt € {1,2,3,4},

e imponiamo e; > yy—a—btee; > —(y—a—bt), cioé es;+a+tb > y e ep—a—tb > —y;.
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare (LP) per il problema ¢é il
seguente:

Autore: Fabio Furini
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min e + ez + e3+ ey
soggetto a e +a+ b > 3
) + a+2b > 4
es + a+3b > 8
es+ a+4b > 9
e1 —a— b > -3
€9 —a—2b > —4
e3 —a—3b > -8
eq— a—4b > -9
ey, e, €3, €4 > 0
a, b= 0

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:

e la funzione obiettivo lineare minimizza la somma degli scostamenti;

e i primi quattro vincoli lineari impongono che ogni scostamento e; non sia minore
diy; —a —bt;

e i quattro vincoli lineari successivi impongono che ogni scostamento e; non sia
minore di —(y; — a — bt); insieme ai precedenti, impongono e; > |y —a — bt |,
e poiché gli scostamenti sono minimizzati, in una soluzione ottima ogni e; &

esattamente uguale al valore assoluto;

e gli ultimi vincoli definiscono le variabili del modello: gli scostamenti sono non
negativi, mentre l'intercetta e la pendenza sono libere.

Il modello LP si puo risolvere all’ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

2. Ogni scelta di a e b da una soluzione ammissibile, ponendo ogni e; uguale al corri-
spondente valore assoluto. Per esempio, la retta 2t (a = 0, b= 2) assume i valori 2,
4, 6 e 8 nelle quattro settimane, quindi

a=0, b=2, e1=13-2|=1, e =1[4—-4|=0, e3=1[8-6/=2, &, =19-8| =1

é una soluzione ammissibile. Il valore della funzione obiettivo di questa soluzione
ammissibile é:
1+0+24+1=4

di conseguenza 4 é un upper bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi, abbiamo:

2(LP) < 4
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3. Usando una variabile duale non negativa a; per ciascuno dei primi quattro vincoli e
una variabile duale non negativa [3; per ciascuno dei quattro vincoli successivi (t €
{1,2,3,4}), il duale del modello LP ¢ il seguente:

max 3a; +4as +8asg+9as —361 —48, — 883 — 95,

soggetto a  ag + B <1
Q2 + B <1

as + B3 <1

Qy + B4 <1

ar+ a+ a3+ as— Pi— Po— P3— Pa =0
ar+2as+3ag+4as— P1—202—303—4B4 =0

a, @, a3 a4, P1, B2, B3, B =20

I primi quattro vincoli corrispondono alle variabili non negative e;, mentre gli ultimi
due vincoli sono uguaglianze, poiché corrispondono alle variabili libere a e b.

Per esempio, ponendo:

, ag =0, 0_43:%7 ay =0, Blzoa 6_2:17 63:07 /34:0

N[ =

a] =

otteniamo una soluzione duale ammissibile: i primi quattro vincoli diventano % <1,
1§1,%g1e0§1,eledueuguaglianzediventano%—i—%—lee%4—%—2:0.
11 valore della funzione obiettivo di questa soluzione duale ammissibile é:

1 1 —
3-148.14.1=

[\S][SV]

Di conseguenza, % ¢ un lower bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi,
abbiamo:
3 < 2(LP) <4

4. La retta 14 2t assume i valori 3, 5, 7 e 9 nelle quattro settimane, quindi corrisponde
alla soluzione ammissibile

a=1, b=2, é =0, é&=1, é&3=1, &, =0,
il cui valore e 0+1+4+14+0=2.
Le condizioni degli scarti complementari danno:

e il vincolo e2 +a+2b > 4 non ¢ attivo (1+1+4 =6 > 4), quindi &g = 0; il
vincolo e3 —a —3b > —8 non ¢ attivo (1 —1—6 = —6 > —8), quindi 83 = 0;

e le variabili €5 e €3 sono positive, quindi i corrispondenti vincoli duali sono
soddisfatti all’uguaglianza: as + B =1 e as+ B3 =1, cioé fo =1 e a3 = 1;
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|

e le due uguaglianze del modello duale diventano:

ar—pr+as—pr=0
a; —f1+4(ag — py) = -1
la cui soluzione ¢ oy — 1 = 3 e g — B4 = —3.

Scegliamo, per esempio, 1 = %, Bl =0,a4=0c¢ 54 = %, che soddisfano ay + 5; < 1
e le condizioni di segno. La soluzione duale

, =0, ag=1, a4=0, 51:07 /32:17 53:07 34:%

W=

a) =
é quindi ammissibile, e il suo valore é:
1 1_
3-3+8-1-4-1-9-3=2.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e
z( LP ) =2.

J/

Esercizio 16.8 — Copertura (1)

Il pronto soccorso di un ospedale divide la giornata in sei periodi di quattro ore: il periodo 1
dalle 0 alle 4, il periodo 2 dalle 4 alle 8, il periodo 3 dalle 8 alle 12, il periodo 4 dalle 12 alle
16, il periodo 5 dalle 16 alle 20 e il periodo 6 dalle 20 alle 24. Il numero minimo di infermieri
necessari nei sei periodi €, rispettivamente, 4, 8, 10, 7, 12 e 4. Ogni infermiere lavora un
turno di otto ore consecutive, che inizia all’inizio di uno dei sei periodi: il turno che inizia
all’inizio del periodo 6 prosegue nel periodo 1 del giorno seguente. Il costo di un infermiere
é di 400 euro a turno, tranne che per i turni di notte che iniziano all’inizio dei periodi 1 e
6, che costano 500 euro. L’obiettivo dell’ospedale ¢ determinare quanti infermieri iniziano
il turno all’inizio di ciascun periodo, in modo da coprire il fabbisogno di tutti i periodi a
costo minimo.

Domande

1.

. Trovare una soluzione ammissibile del modello LP e, di conseguenza, un upper bound

. Scrivere il modello duale del modello LP. Trovare una soluzione ammissibile del

Scrivere un modello di programmazione lineare (LP) per il problema, misurando i costi
in centinaia di euro. Individuare le decisioni da prendere e definire le corrispondenti
variabili decisionali. Descrivere la funzione obiettivo e i vincoli del modello. Quale
algoritmo si pud usare per trovare una soluzione ottima del modello?

sul suo valore ottimo.

modello duale e, di conseguenza, un lower bound sul valore ottimo del modello LP.

Dimostrare che il piano in cui 4, 10, 0, 8, 4 e 0 infermieri iniziano il turno all’inizio dei
periodi 1,2,...,6, rispettivamente, é ottimo, trovando con le condizioni degli scarti
complementari una soluzione duale ammissibile con lo stesso valore della funzione
obiettivo. Qual ¢ il valore ottimo?
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Soluzione

Attenzione

Assumiamo che il numero di infermieri di ciascun turno possa essere frazionario, cioé che
sia misurato in equivalenti a tempo pieno (per esempio, due infermieri che lavorano a
giorni alterni contano come un infermiere). Senza questa ipotesi le variabili dovrebbero
essere intere, e il modello non sarebbe un modello LP.

1. Introduciamo le seguenti sei variabili decisionali non negative:
x) = infermieri il cui turno inizia nel periodo k, Vk e {1,2,...,6}.

Nel periodo t gli infermieri in servizio sono quelli che hanno iniziato il turno all’inizio
del periodo t e quelli che lo hanno iniziato all’inizio del periodo precedente, che per il
periodo 1 ¢é il periodo 6. Con queste variabili, un modello di programmazione lineare
(LP) per il problema ¢ il seguente:

min S5x; +4xg+4x3+4xs+4x5 + Sag
soggetto a  x + x5 > 4
1+ X9 > 8
To + T3 > 10
T3+ x4 > 7
T4+ 5 > 12
5+ wg > 4
Zi, T2, T3, T4, Ts, z¢ > 0

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello LP:

e la funzione obiettivo lineare minimizza il costo totale degli infermieri, in centinaia
di euro;

e i sei vincoli lineari sono wincoli di copertura: per ogni periodo, gli infermieri in
servizio sono almeno il numero minimo richiesto;

e J'ultimo vincolo definisce le variabili del modello.

Il modello LP si puo risolvere all’'ottimo, per esempio, con ’algoritmo del simplesso.

2. Per esempio, possiamo usare solo i turni che iniziano all’inizio dei periodi dispari,
ciascuno con il fabbisogno maggiore fra i due periodi che copre:

1 = max{4,8} =8, Z3 =max{10,7} =10, Z5 = max{12,4} =12,

To =74 =T =0.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

34

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Questa é una soluzione ammissibile: gli infermieri in servizio nei sei periodi sono 8§,
8, 10, 10, 12 e 12. 11 valore della funzione obiettivo di questa soluzione ammissibile é:

5:8+4-10+4-12=128

di conseguenza 128 ¢ un upper bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi,
abbiamo:
z(LP) < 128

. Usando una variabile duale non negativa y; per il vincolo di copertura del periodo ¢
(te{1,2,...,6}), il duale del modello LP ¢ il seguente:

max 4y +8y2 +10y3 + Tys + 12y5 + 4 ye

soggetto a Y1+ Yo <5
Y2+ Y3 < 4

Y3+ Y4 < 4

ya +  Ys < 4

ys + Yo < 4

h + Y6 < O

yi, Y2, Y3, Y4, Ys, ye = 0

Ogni vincolo duale corrisponde a un turno: la somma delle variabili duali dei due
periodi coperti dal turno non puo superare il suo costo. La variabile duale y; si puo
interpretare come il prezzo di un infermiere nel periodo t.

Per esempio, ripartendo in parti uguali fra i due periodi coperti il costo minimo di un
turno:

N=YP=U3=Ys=Us="UYs =2
otteniamo una soluzione duale ammissibile, poiché ogni vincolo duale diventa 4 < 4
oppure 4 < 5. Il valore della funzione obiettivo di questa soluzione duale ammissibile
€:

(44+8+10+7+12+4)-2=90

Di conseguenza, 90 é un lower bound sul valore ottimo del modello LP. Quindi,
abbiamo:
90 < z(LP) < 128

. Il piano della domanda ¢ la soluzione
1 =4, T2=10, 23=0, 24=8, T5=4, T =0,

in cui gli infermieri in servizio nei sei periodi sono 4, 14, 10, 8, 12 e 4: ¢ ammissibile,
eil suo valore ¢ 5-44+4-10+4-8+4-4 = 108.

Le condizioni degli scarti complementari danno:
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e i vincoli di copertura dei periodi 2 e 4 non sono attivi (14 > 8 e 8 > 7), quindi
Y2 =0e ys =0;

e le variabili 1, 2, 4 e &5 sono positive, quindi i corrispondenti vincoli duali
sono soddisfatti all’'uguaglianza:

Y1 +y2 =295
y2+ys=4
yat+ys =4
Ys +y6 =4

Otteniamo 71 = 5, y3 =4, 5 = 4 e yg = 0. I restanti vincoli duali, di z3 e zg, sono
soddisfatti: 4+0=4<4e5+0=>5<5. Quindi la soluzione duale

é ammissibile, e il suo valore é:
4.-54+10-4+12-4 =108.

La soluzione primale e quella duale hanno lo stesso valore: per il teorema di dualita
forte entrambe sono ottime, e
z( LP ) =108,

cioé il costo minimo ¢ di 10800 euro al giorno. In questa istanza la soluzione ottima
é intera, quindi € anche un piano ottimo con numeri interi di infermieri.
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