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Capitolo 11

Algoritmo del simplesso rivisto

11.1 Problemi con due variabili

Esercizio 11.1 — Algoritmo del simplesso rivisto (P0)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 1 vincolo:

max 2z + 4xo

AN
W

soggettoa 2x1 + 3xo

v
o

x1, X2

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 3 variabili e m = 1 vincolo:

max 2z + 4xo

soggettoa 2x7 + 3z + x3 = 4

v
o

Zy, x2, €3

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo

problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

- J
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Programmazione lineare

Soluzione

Abbiamo:

2
A=(2 31 b=(4) c=(4] z=|=
0

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3} e
N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

-0 (2)-0)
e Iterazione 1

Con B = {3} e N = {1, 2}, abbiamo:

25 = (13) Ag=(1) cs=(0) b=(4)

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Al_gl, primo sistema di equazioni lineari:

{W?» =0 ™= (0)

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (0) (4) =0

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

-6 9-0E - 9- 09 - Y

c1 c2 T A TwAs C1 C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.
Operazione di pivot
Poiché ¢y > m Ay, z1 & la colonna pivot e abbiamo A; = (2)

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl Ay,
secondo sistema di equazioni lineari:
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Programmazione lineare

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

fotenzl {t <2 quindi tp, =2
x3>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z; = 2. Il valore di x3
diventa zero e xg é la riga pivot.

e Iterazione 2
Con B= {1} e N = {2, 3}, abbiamo:

z5= (1) Ag=(2) cs=(2) b=(2)

xN_<Z> Ay =(3 1) cN_<é>

Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

Test di ottimalita

{271'1 = 2 m=(1)

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (1) (4) =4

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 A

d=( -6 V=@ - @Y -0 )

c2  c3 w Ay wA3 c2 C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.
Operazione di pivot
Poiché ¢y > m Asg, 29 & la colonna pivot e abbiamo Ay = (3)

Risolviamo  Ap d = Ay  per calcolare d = Ag 1A,,
secondo sistema di equazioni lineari:

{2a, = 3 dz(i)

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

3
2-t-520 p< indi t, =
<= quindi m=3

x1>0

4
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = 3 11 valore di a1

diventa zero e x; é la riga pivot.
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Programmazione lineare

e Iterazione 3

Con B={2} e N = {1, 3}, abbiamo:

wp = (z2) Ap=(3) cg=(4) b= <3>

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

(30 =4 ==(2)

1
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = <§> (4) = —6

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢)\, — 7 Ay

e n-(e n-ga- (39 -(2 -

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

= (o) = (2) © av=(2) =)

16
é una soluzione ottima del problema LP e z = 3 é il valore ottimo.
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Programmazione lineare

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 N

Wl

x2

\_ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

16
il valore ottimo z( LP) ¢ 3

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
(. J

Esercizio 11.2 — Algoritmo del simplesso rivisto (P1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 1 vincolo:

max r1 + 8z

IN

soggettoa 3x1 + 6x9 16

v
o

Ty, €2
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Programmazione lineare

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 3 variabili e m = 1 vincolo:

max r1 + 8x9

soggettoa 3x; + 6x2 + x3 = 16

v
o

x1, €2, 3

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo

problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

. J

Soluzione

Abbiamo:

1
A=(3 6 1) b=(16) c=|8| == a2
0

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3} e
N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

(@) =(6) e (7)=(g)
e Iterazione 1

Con B = {3} e N ={1, 2}, abbiamo:

TR = (:Eg) Ap = (1) cp = (0) b= (16)

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Al_gl, primo sistema di equazioni lineari:
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Programmazione lineare

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0) (16) =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = c) — 7 A

40906 9L 9= 09 0

c1  c2 T A mAs [SR)

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.
Operazione di pivot
Poiché ¢y > ™ A1, x1 é la colonna pivot e abbiamo A = (3)

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:

{d3 = 3 d=(3)

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

_t. 16
\_16 ! ,_/3 20 {t < E quindi ¢, = —
23>0 3 3

16
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x; = 3 11 valore di x3

diventa zero e x3 é la riga pivot.

e Iterazione 2

Con B = {1} e N = {2, 3}, abbiamo:

TR = (1’1) A = (3) ci

|
—
—_
S—
(<]
|
VRS
—_
w| 5
~__

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

(m =1 ==(})

16
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = <1> (16) = —

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay
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Programmazione lineare

s (o e ) ()

c2 c3
w Ay A3 C2 C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.
Operazione di pivot
Poiché ¢y > 7 Asg, x2 é la colonna pivot e abbiamo Ay = (6)

Risolviamo  Ap d = Ay, per calcolare d = Ap LA,,
secondo sistema di equazioni lineari:

{3d1 = 6 d=(2)

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t¢ d > 0:

1
§6—t-220 <8 indi ty = o
— uimndil = —
x1>0

. . . . . 8 .
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = 3 Il valore di z;

diventa zero e x; ¢ la riga pivot.

e Iterazione 3

Con B = {2} e N = {1, 3}, abbiamo:

Il
—
(=2
SN—
0

oM
Il
—
oo
SN—
(<]
Il
7 N\
wl
~__

zp = (12) Ag

TN = (i;) Ay=(3 1) ey= <(1)>

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

(om =8 ==()

4
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (g) (16) = %

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

e=0 0-(3)e =g 0- (¢« 3 -(= )

c1  c3
wA wA3 ci C3
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Programmazione lineare

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

an=(e) = (5) © av=(2) = ()

64
é una soluzione ottima del problema LP e z = 3 é il valore ottimo.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
TroSso:

[ T T T T T \

z2

x1

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

64
il valore ottimo z( LP) ¢ —.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
(. J

Esercizio 11.3 — Algoritmo del simplesso rivisto (P2)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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max r1 + 3 X9
soggettoa —4x; + 102 < 35
3x1 + xrg < 12
1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max r1 + 3 X9
soggettoa —4x; + 10xe2 + x3 = 35
3z + ) + x4 = 12
Iy, x2, 3, Ty > 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

. J

Soluzione

Abbiamo:

410 1 0 35
A_<3 1 0 1) b_<12> €=

e Inizializzazione

S O W
8
w

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4} e
N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

@)=Ga) < ()-0)

e Iterazione 1
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Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, abbiamo:

() () () 5 )
a=(5) a=(5 ) = ()

Risolviamo w A = c’B per calcolare ™ = ¢y Agl, primo sistema di equazioni lineari:

Test di ottimalita

3 = 0
m=(0 0)
m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0 O) <?;> =0

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

d=(1 3)—(0 0)<34 110>:(1 - (00 = 3

—— N N~

@i c2 wA w A C1 Cc2

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

—4
Poiché ¢4 > m A1, x1 é la colonna pivot e abbiamo A = ( 3 )

Risolviamo  Ap d = A; per calcolare d = Agl Ay,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = -4 B
= (5)
di = 3

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

35—t-(—4)>0 35
2320 4 quindi t,, =4
x4>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé 1 = 4. Il valore di x4
diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,, d,
quindi abbiamo:

x5 =35 —4-(—4) =51
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e Iterazione 2

Con B={1, 3} e N ={2, 4}, abbiamo:

= (2) 0= (5 0) wo= () 2= (3)

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

—4m; 4+ 3wy = 1 1
i (0 3>
T = 0
. . . . e 1 35
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z =7 b= ( 0 3 19 =4

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ap:

o0 ()t 696

Ay w™Ay Cc2 Cq

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

10
Poiché ¢y > m Asg, 29 é la colonna pivot e abbiamo Ay = ( 1 )

Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ag tAa,,
secondo sistema di equazioni lineari:

1
—4d; + d3 = 10 =
a=|3
3d; = 1 %
3
Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:
4—t¢- é >0
_ t <12 9
120 indi #., = =
51 —t- — > o
S = 9
N———
x3>0
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9
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = 7 Il valore di xg

diventa zero e x3 ¢ la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,, d,
quindi abbiamo:

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, abbiamo:

-4 10 1\ -
= () 4= (5 7) @=(3) 5-

| © N ot

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

—4m 4+ 3my = 1 411
=5 )
10m + T = 3

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = i E S =
17 17 12
16

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

oo (3 B0 w0 (-4 )

c3 ¢4

TV _
wA3 ™Ay Cc3 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

e o= ()=o)

é una soluzione ottima del problema LP e z = 16 ¢ il valore ottimo.

8

oM

Il
N
8 8
(V) —_
~_

Il

N © N Ot
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

e )

N|©

[SIEN]

€2

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢é 16.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
(. J

Esercizio 11.4 — Algoritmo del simplesso rivisto (P3)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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max 2x1 + 4x9

soggettoa —x1 + T < 2
8xr1 4+ 229 < 19
x1, g > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max 2x1 + 4xo

soggettoa —x1 + To + x3 = 2
8xr1 + 2x9 + x4 = 19
T, 2, x3, T4 Z 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo

problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

AN J

Soluzione

Abbiamo:
-1 1 1 0 2
A_(8 2 0 1) b_<19> €=

e Inizializzazione

S O = N
8
w

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4} e
N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

T3 _ 2 I _ 0
ry)  \19 za) \O
e Iterazione 1
Con B={3, 4} e N ={1, 2}, abbiamo:

3 () o< ()
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Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3 = 0
= (0 0)
m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = (0 O) < 129) =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

R R R

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

—1
Poiché ¢y > m A1, x1 é la colonna pivot e abbiamo A = ( g )

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Ag,l A,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = -1 ~
= (3)
dy = 8

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

2—t-(=1)>0
—_—

- 19
320 19 quindi ¢, = —
19—-¢t-8>0 t< <

x4>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x; = 3 11 valore di x4

diventa zero e x4 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,
quindi abbiamo:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

17

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

e Iterazione 2

Con B={1, 3} e N ={2, 4}, abbiamo:

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

—T1 + 87‘1’3 = 2 1
i (0 4)
1 E 0
. . . . C e 1 2
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (0 4) (19> =
19
4

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

=6 0-(03)G1)=62-G1) -G -3

c2  c4
T Ay Ay Cy C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
Poiché ¢y > 7 Asg, 9 é la colonna pivot e abbiamo Ay = ( 2>

Risolviamo  Ap d = Ay per calcolare d = Ap 1A,,
secondo sistema di equazioni lineari:

—dy + d3 = 1

O | =

8d; = 2

19 1
T o=t 19
t< —
210 -2 indi 7
35 5 . 7 quindi ¢, = =
= _¢t.Z>
Z < —
8 4 =9
x3>0
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7
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = 7 Il valore di xg

diventa zero e x3 é la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,,, d,

quindi abbiamo:
19 71 3

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, abbiamo:

8

o]

Il
Y
8 8
~
b
[0

Il
7 N
oo |

—_
[N
N~
o

o]

|
T\
NN
N~
[,
Il

[NCRIEN [ R GV)

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

—171 + 871'2 = 2 <14 3>
T = — —

M o4 21 = 4 5 5

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (154 2) (129> =
17

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

=0 9-(5 56 V)=-2-(5 §)-(5 )

c3 ¢4

TV _
wA3 ™Ay c3 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

8
o
I
Ry
8 8
N =
N——
I
N~ N w
¢}
8
=
I
AR
8 8
A w
N———
I
Y
o O
N——

é una soluzione ottima del problema LP e z = 17 ¢é il valore ottimo.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a N

[SIEN]

Z2

z1

\ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 17.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei
tre vertici.

Esercizio 11.5 — Algoritmo del simplesso rivisto (P4)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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max 5x; + 3z

soggetto a 2x; + ro < 14
1 + 8z < 32
x1, x2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max 5x; + 3z

soggetto a 2x; + r9 + x3 = 14
r1 + 8ux9 + x4 = 32
1, T2, s, zg > 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

A J

Soluzione

Abbiamo:

5 I

/211 0\ , (14 |3 e
A_(1 8 0 1> b (32) ol T |as
0 Ty

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4}
e N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

()=() « ()=o)

e Iterazione 1
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Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, siha:

o= () 4e= (o %) = () 5= ()

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3 = 0
7= (0 0)
m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = (0 O) <21:21> =0

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ay

=t -0l )y 09 =€y

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

2
Poiché ¢; > m A1, x1 é la colonna pivot e si ha A; = (1)

Risolviamo  Ap d = A; per calcolare d = Agl Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds =
=)
di = 1

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

14—t-2>0

—_—— t<7
x3>0

32—-t-1>0 t< 32

x4>0

quindi t, =7

Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = 7. Il valore di x3
diventa zero e x3 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

x4 =32—-7-1=25
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e Iterazione 2

Con B={1, 4} e N ={2, 3}, siha:

zp = (Z) Ap = G (1)> cp = @ b= (275>

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

2m + m = 5 5
(5 o)

m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = <; 0) <;;L> =35

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ap:

=6 0-(59)( 0)=69-(3) -6 -3)

™ A2 ™ A3 c2 c3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
Poiché co > m Asg, 19 é la colonna pivot e si ha Ay = (8)

Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ag tAa,,
secondo sistema di equazioni lineari:

1
2dy = 1 4 B
di + dy = 8 E
2
Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b —t d > 0:
1
7—t-§20
NI t<14
z1>0 ndi ¢t 10
15 . 10 quindi ¢, = —
25 —t-— > -V
2~ bs 3
N—_———
x>0
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10
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = 3 Il valore di x4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,

quindi si ha:
. 10 1 16
€r1 = _—— e = —
! 3 2 3

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, si ha:

w= (1) a0= (7 §) eo=(3) o={
o= (32) av=(5 1) ov=(o)

Verifica di ottimalita

o
Il

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

2m 4+ T = 5 37 1
15 15

1 T 87’(’2 = 3

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = 3—7 i 14 =
15 15 32
110

3
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢j, — 7 A

00 (5 )6 -0 (E H-(F Y

Cc3 Cq VT
wA;3 ™Ay c3 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

16

w—xl—gew—xg—o
B_xg_g N_x4_0

3

110
¢ una soluzione ottima del problema LP e z = = ¢ il valore della soluzione ottima.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

[ T Yo T T \

\J 110
5x1 +3x2 =35 “‘\5581 +3x0 = —
e 3

x2

N J

Una soluzione ottima &( LP) é:

110
il valore ottimo z(LP) é —.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
. J

Esercizio 11.6 — Algoritmo del simplesso rivisto (P5)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 2x; -+ 3 To

soggettoa 6x; + 21z < T7
8z1 + 3z < 36
T, x2 > 0
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Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max 2x; -+ 3 T2

soggettoa 6x1 + 2lza + x3 = 77
8r1 + 3 T2 + x4, = 36
1, T2, 3, za > 0

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

- J

Soluzione

Abbiamo:
6 21 1 O 77
A‘(s 3 0 1) b_<36> €=

e Inizializzazione

O O W N
8
w

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4}
e N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

T3 o 77 I o 0
ry)  \36 z2) \O
e Iterazione 1
Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, siha:
EE (1 0 (0N ¢ [T
w0=(32) 40=(5 1) @=(g) ¥~ ()
6 21 2
=) = 5) =)

Verifica di ottimalita
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Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3 = 0
T = (O 0)
m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0 O) <;(§> =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢)\ — 7 A

mey-eols)-ga- 0y -e

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

Poiché ¢4 > m A1, x1 é la colonna pivot e si ha A7 = <g>

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl A,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = 6
=3
dg = 8

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

T7T—t-6>0 tS%

z320 quindi ¢, = =
36—t-8>0 9
SvTv o= t< o

2420 2

9
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z1 = 3 Il valore di x4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b —t,, d,
quindi si ha:

9
553:77—5-6:50

e Iterazione 2

Con B={1, 3} e N ={2, 4}, siha:

| ©
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Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

67T1 = 87‘(‘3 = 2 1
= (0 3)

™1 = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = (O 111) (;g) =9

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

o 0-(0 3 Y-ea (-6 )

Ay w™Ay Cc2 Cq

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

21
Poiché co > 7 Asg, x9 é la colonna pivot e si ha As = < 5 >

Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ag tAa,,
secondo sistema di equazioni lineari:

6d, + d3 = 21

8d = 3

| ot ool co

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

9 3
2 t.2>0
28 t <12
x12075 3 quindi tng
—t-— > e
50 1 >0 t§3
x3>0

8
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xg = = Il valore di x3

diventa zero e x3 ¢é la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b —t,, d,
quindi si ha:
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e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, si ha:

6 21 2\
() 4a=(s 5) =) o=

Wl oo NI

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

6m 4+ 8my = 2 3 4
=l )
21m; 4+ 3m = 3

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = i i i =
25 25 36
15

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

=005 %)0 )00 5)-(5 =)

C3 Cq

Vv _
wA3 ™Ay c3 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

e aw= ()=o)

é una soluzione ottima del problema LP e z = 15 ¢é il valore della soluzione ottima.

8

(oM

Il
N

8 8
V) —
~__

Il

Wl oo N

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

a N

2

&)
I |-
wj© [

N /

Una soluzione ottima &( LP) ¢&:

il valore ottimo z( LP) ¢é 15.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
|\ J

Esercizio 11.7 — Algoritmo del simplesso rivisto (P6)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max r + T2
soggettoa 4xz; 4+ 1bxzy < 70
1221 + 3z < 52
1, To > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
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di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max r1 + 9
soggettoa 4x; 4+ 1bxe + 3 = 70
1221 + 3To + x4 = 52
Iy, z2, T3, Ty = 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

& J

Soluzione

Abbiamo:

1 il

(4 15 10\ , (0 |1 |
A_<12 3 0 1) b_<52) “Tlo| T as
0 Ty

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4}
e N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

T3 o 70 I o 0
ry)  \52 ra)  \O
e Iterazione 1
Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, siha:
(3 (1 0 _(0\ ; (70
w0=(2) 40=(5 1) ==() 5= (%)
(™ (4 15 (1
w=(5) av=(n 5) =)

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:
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3 = 0
7= (0 0)
m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0 O) <;(2)> =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — 7 Ay

d=(1 1)-(0 0)(142 135>=(1 1)— (0 0) =(1 1)

—— e N

c1 c2 wA wA2 [

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot
oy R . . 4
Poiché ¢y > m Ay, x1 é la colonna pivot e si ha A; = 19

Risolviamo  Ap d = A; per calcolare d = Agl Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds - 4
U= <142)
dy = 12

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

70—-t-4>0 t<§
z3>0 -2 . 13
quindi ¢, = —

52 —t-12>0 t<13

N——— S —

x4>0 3

13
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x; = 3 I1 valore di z4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

13 158

— 70— 2.4 ="

x3 =170 3 3

e Iterazione 2
Con B={1, 3} eN ={2, 4},siha:

13
o (1 _410_16_3
E=\z 57 \12 o) P \o) " |18
3
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e (2) -3 ) =)

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7w Ap = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

4m + 1273 = 1 1
(0 )
T = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = <0 112> (;g) =
13

3
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

- B Y a-f 26 8

Cc2 C4

TV _
wAy Ay Ca C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
Poiché co > m Asg, x2 & la colonna pivot e si ha Ay = < 35>

Risolviamo  Agp d = Ay per calcolare d = Ap 1A,,
secondo sistema di equazioni lineari:

4dy + dy = 15 1
d=| 4
12dq = 3 14
Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:
13 1
3t 720 52
t< —
z1>0 - 3 .. _ 1
quindi  t,, = —
14> 0 pe 9 =
- 21
x3>0

79
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xg = o1 Il valore di z3

diventa zero e x3 ¢é la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b —t,, d,
quindi si ha:
13 79 1 95

R TR R
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e Iterazione 3
Con B={1, 2} e N ={3, 4}, si ha:
95

. 4 15 N - [328
xB_(y;;) “ _<12 3) CB_<1> b=119

21

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

47'('1 + 12 T2 = 1 B ( 3 11 >
150 + 3m = 1 e
Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile 2z = @« b =

3 11 70\ _ 601
56 168/ \52) 84

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = c)\, — 7 A

005 )6 D00 (G B)-(h )

c3 C4

T A3 T Ay C3 Cq

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile
95
on e (T1) _ | 28 em:CL‘s:O
8 i) Q N Ty 0
21

601
é una soluzione ottima del problema LP e z = Ty ¢ il valore della soluzione ottima.

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

a N

z2

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

_9%
- 28’

79

xgzﬁ

601
il valore ottimo z( LP) ¢ T

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei
tre vertici.

Esercizio 11.8 — Algoritmo del simplesso rivisto (P7)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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max 3x1 -+ To

soggetto a r1 + 4z < 12
2x1 + Ty < 5
x1, x2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max 3z1 -+ To

soggetto a r1 + 4dxe 4+ z3 = 12
2x1 + w2 + 14 = 5
1, T2, s, za > 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

A J

Soluzione

Abbiamo:

3 I

/1410y, (12y |1 e
A_(z 10 1> b_(5> "o T2
0 Ty

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4}
e N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

)=() ¢ ()=0)

e Iterazione 1
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Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, siha:
() () o) 5 (2
e () 4= 9) =)

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7w = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

T3 = 0
7= (0 0)
m = 0

12
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (0 O) ( 5 ) =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

d=(31)-(0 0)@ i‘):(s 1)— (0 0) =33 1)

Y—— = =

c1 Cc2 T A Ay c1 C2

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

Poiché ¢; > w A, x; € la colonna pivot e si ha A; = (;)

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl A,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = 1
=)
dy = 2

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

12—¢t-1>0 £ <12 -
x3>0 . .
quindi ¢, = =
5-t-2>0 s <D "2
—_———— =73
x>0
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5
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z1 = 3 Il valore di x4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,

quindi si ha:
5 19
r3=12—--1=—
2 2

Iterazione 2

Con B={1, 3} e N ={2, 4}, siha:

5
x 1 1 3\ - 92
wn= (1) 4n=(5 o) =) 2=
2
T 4 0 1
av=(72) av=(7 1) ev=(o)

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

m™m + 2w = 3 3
s

1 = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = <0 g) (152> =
15

2
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢j, — 7 A

(6 e ()
& @ —_—— —_——
wAy WAy Cc2 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

5

w—xl—iew—m—o
B_xg_g N_x4_0

2

15
¢ una soluzione ottima del problema LP e z = o) é il valore della soluzione ottima.

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

a N

<o

x2

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

15
il valore ottimo z( LP ) ¢ —.

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

due vertici.

Esercizio 11.9 — Algoritmo del simplesso rivisto (P8)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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max r1 + 2x9

soggettoa —x1 + 2z < 2
1 + z2 < 3
1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max 1 + 2x9

soggettoa —x1 + 2z + a3 = 2
1+ X9 + 14 = 3
Z1, 2, 3, za > 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

A J

Soluzione

Abbiamo:

1 I

1210y, /2y |2 |2
A_(1 10 1) b_<3) “Tlo| T |as
0 Ty

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4}
e N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

(=)« ()=

e Iterazione 1
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Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, siha:

an=(2) an=(y 1) ea=(0) - (2)
o= (0) av= (7 5) o= ()

Verifica di ottimalita

Risolviamo w A = c’B per calcolare ™ = ¢y Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3 = 0
m=(0 0)
m = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0 O) <§> =0

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

=660y ,)=0n- 00 0y

c1 c2 wA wA c1  C2

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot
Y R . . =ll
Poiché ¢4 > m A1, x1 é la colonna pivot e si ha A = 1

Risolviamo  Ap d = A; per calcolare d = Agl Ay,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = -1 B
(1)
dy = 1

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b— ¢ d > 0:

2—t-(=1)>0
| ——

t> -2
2320 quindi ¢, =3
3—t-1>0
\ = t<3
x>0

Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = 3. 1l valore di x4
diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

1’3:2—3'(—1):5
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e Iterazione 2

Con B={1, 3} e N ={2, 4},siha:
() () ()40
() w23 - )

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

-m + m3 = 1
m=(0 1)
™ = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = (0 1) (Z) =3

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ay

d=(2 0)—(0 1)@ ?):w_ ey =0

c2 ¢4 T Ay Ay c2 C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

2
Poiché ca > ™ Ag, x2 € la colonna pivot e si ha Ay = <1>

Risolviamo  Agp d = Ay  per calcolare d = Ag 1A,,
secondo sistema di equazioni lineari:

—di + d3 = 2 1
()
dy = 1

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b — ¢ d > 0:

3—t-1>0 t<3

2120 quindi ¢, = §
5—-t-3>0 s < 3
~—_———— =3

x3>0
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5
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé zo = 3" Il valore di x3

diventa zero e x3 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

5) 4

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, si ha:

o) 20 2) e (D) 5=
we= (7)) Ao 1) =)

Verifica di ottimalita

W ot W

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

=\3 3
2T 4+ wy = 2
. ) ) . C e = 1 4 2 14
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = 3 =3 3 = 3

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

0 0-G 36 )-en- 636 )

c3 ¢4 — —
wA3 wAy C3 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile
e xy=("3) = 0
N = Ty o 0

14
¢ una soluzione ottima del problema LP e z = 3 é il valore della soluzione ottima.

8

(oM

Il
N

8 8
[\&) —
~__

Il
Wl ot W
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

a )

Wl

z2
—

\_ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

14
il valore ottimo z( LP ) é —.

3

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei
tre vertici.

Esercizio 11.10 — Algoritmo del simplesso rivisto (P9)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 2x1 -+ To

soggetto a —x1 + To < 1
61 + 4x9 < 39
Ty, o > 0
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Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:

max 2x1 + T

soggetto a —x1 + T2 + x3 = 1
61 + 4dwzo + x4 = 39
€1, €2, Z3, Ty > 0

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

- J

Soluzione

Abbiamo:

2 T

/1110y, (1 e e
A_(6 401) b (39) ““lo| T |
0 T4

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4}
e N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

T3 o 1 I o 0
) \39 z2) \O
e Iterazione 1
Con B=1{3, 4} e N ={1, 2}, siha:
(73 (1 0 (0 & (1
w0= (1) 40=(5 1) @=(5) ¥~ ()
-1 1 2
aw=(5) av=(5 ) o=()

Verifica di ottimalita
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Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

™3 = 0
= (0 0)
m, = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = (0 O) <319> =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — 7 Ay

d=(2 1)-(0 0)<_61 i>_(2 1)— (0 0) =(2 1)

—— N N~

c1 ca wA wA c1  C2

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot
C R . . -1
Poiché ¢; > m A1, x1 é la colonna pivot e si ha A1 = 6

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl Ay,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = -1 B
= ()
dy = 6

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b —¢ d > 0:

—t-(=1) >
1;(/1)__(3 t>—1 1
2320 quindi  t,, = —
30—¢-6>0 ;< 13
N——— >
x4>0 2

13
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x; = EX Il valore di z4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

Iterazione 2

Con B={1, 3} e N ={2, 4}, si ha:

8
(o]
Il
N
8 8
w =
~__
pS
(o]
|
7N
o |
—
O =
"
@)
(o]
Il
N
O N
"~
(<]
Il
s
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TN

Il
RN
8 8
BN
N———
Il
N\
~ =
= O
N———
g}
=
|
N
S =
N———

Verifica di ottimalita

Risolviamo w Ap = c’B per calcolare ™ = ¢y Agl, primo sistema di equazioni lineari:

—-m 4+ 6m3 = 2 1
-

1 = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = <0 ;) < 319> =13

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

d=(1 0)—<0 ;> (i ?)ZU_ (g 21%) :<_51’) _51)’)

c2  Ca — —
Ay wAy C2 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

13
T — T . ? e ma— i) o 0
5= x3) E M= za) \O
2
é una soluzione ottima del problema LP e Z = 13 ¢é il valore della soluzione ottima.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

a )

[N}

x2

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

47


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 13.

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei
due vertici.

Esercizio 11.11 — Algoritmo del simplesso rivisto (P10)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 3 vincoli:

max o5x1 + 2x9

soggettoa —x1 + 3z < 12
1 + 2x9 < 12

31 — 2x9 < 8

Ty, r2 = 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 5 variabili e m = 3 vincoli:

max bdx; + 29

soggettoa —x1 + 3z + 23 = 12
r1 + 229 + x4 = 12

3r1 — 2z + x5 = 8

x1, z2, x3, 24, s > 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.
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Soluzione

Abbiamo:

5 I

-1 3 1 0 0 12 2 )

A= 1 2 010 b=112 c= 1|0 T = | x3
3 -2 0 01 8 0 T4

0 5

e Inizializzazione

Poiché ¢ un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4,5} e
N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

T3 12

1 0
Tq | = 12 [§] =

) 0
Is5 8

e Iterazione 1

Con B=1{3, 4, 5} e N ={1, 2}, abbiamo:

T3 1 00 0 12
xp=|zs| Ag=|0 1 0| eg=|(0] b= |12
Ts5 0 0 1 0 8

-1 3 5
T
TN = <x1) Ayv=1|1 2 cy = <2>
2 3 -2
Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3 = 0
T4 = 0 m=(0 0 0)
m = 0
12
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = (0 0 0) 12| =
8

0

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay
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e Iterazione 2

d=( 2—-(0 001 2

—(62)- (00) =0 2

c1 c2 T A A c1 C2

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

-1
Poiché ¢y > m Ay, x1 & la colonna pivot e abbiamo A; = | 1
3
Risolviamo  Ap d = A1 per calcolare d = Agl A,
secondo sistema di equazioni lineari:
ds = -1
-1
dy = 1 d=1|1
ds = 3
Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:
12—t-(-1)>0
t>—12
x3>0
LZ-idoy t <12 quindi ¢, = =
x4>0
8—t-3>0 t < 8
%/—/ - 3
x5>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = —. Il valore di x5

diventa zero e x5 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,
quindi abbiamo:

8 44

— 12— S (1) =22

= 3 (D=3
8 28
_9-2.1=2=
= 3 3

Autore: Fabio Furini
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Con B={1, 3, 4} e N ={2, 5}, abbiamo:

rg=|23| A=

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

—-m + w3 + 3™ = 5
5
il = 0 T = (0 0 3)
T3 = 0
Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile 2z = @« b =
12

4
(o0 2) [12) -2
8
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ay

¢ =(2 0)—(0 0 g)

-¢9-(-5 3)-(5 )

€2 Cs

wAy wAs5 C2 Cs

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

3
Poiché co > 7 Ay, x9 & la colonna pivot e abbiamo Ay = | 2
-2
Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ag LA,,

secondo sistema di equazioni lineari:
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2

—d; + d3 = 3 9
7

dq + dy = 2 d= —
3

8

3d = -9 °
' 3

8 2
——t-|—=]12>0
()=
t>—4
u 7
= . L 44 7
3 ¢ 320 t< — quindi ¢, = =
7 2
28 "8 7
t< —
3 320 72
\ x42>0

7
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioe zo = 3 Il valore di x4

diventa zero e x4 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,

quindi abbiamo:

e Iterazione 3

Con B={1, 2, 3} e N ={4, 5}, abbiamo:

)

I —1 3 1 5) B 7

rp = T2 AB = 1 2 0 cp = 2 b — 5
2

8
=
I
N
8 8
(S TN
N———
b
=
I
=
—
()
=
I
N
o O
N——

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

Autore: Fabio Furini
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—m + m™ + 3w = 5
3m + 2m — 2m3 = 2 =0 2 1)
T = 0
12
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z =7 b = (0 2 1) 12
8

32

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay
0 0
d=0 0—-(0 2 1)1 0
01

=0 0)— (2 1) =(-2 -1)
—— N—— ———
c4 C5 T Ay wA; C4 Cs

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

8
oM
|
8 8
I
I
] By CTEN RS
o
8
=
I
N
8 8
(SIS
N—
I
N\
o o
N———

¢ una soluzione ottima del problema LP e z = 32 ¢ il valore ottimo.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a O

(NI

€2

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 32.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
. J

Esercizio 11.12 — Prima fase dell’algoritmo del simplesso rivisto (P21)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 3 vincoli:
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max 1 + 2 xo
soggettoa — x1 — Ty < =2
4 1 — 2 x9 < 7
r1 + 5 2 < 21
1, To = 0

Domande

1. Risolvere la prima fase dell’algoritmo del simplesso usando la regola di Bland per
scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

2. A partire dalla soluzione di base ammissibile ottenuta nella domanda precedente,
risolvere questo problema LP usando 'algoritmo del simplesso rivisto e la regola di
Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

- J

Soluzione

1. Scriviamo il problema ausiliario:

max — o
soggetto a — xg — T — r9 + 23 = =2
— To + 4 1 — 2 x9 + x4 = 7
— x0 + r1 + 5 x9 + x5 = 21
To, 1, T2, T3, T4, z5s > 0

Ora ci sono n 4+ m + 1 = 6 variabili e m = 3 vincoli. Abbiamo:

—1 T
-1 -1 -1 1 0 0 -2 0 )
A=|-1 4 201 0| b=|7]| =] z=]|™
0 I3
-1 1 5 001 21 0 T4
0 xIs
e Inizializzazione
Consideriamo B = {3, 4, 5} e N ={0, 1, 2}, abbiamo:

T3 1 00 0 -2

xp=|as| Ag=10 1 0] eg=[(0] b= 7

Ts5 0 0 1 0 21
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o -1 -1 -1 -1
Ty = | 11 Ayv=|-1 4 =2 ey=1]0
) —1 1 5) 0

Prima operazione di pivot

La variabile zg entra in base e x3 esce dalla base, poiché x3 é la variabile di
scarto associata al termine noto piu negativo (che & anche l'unico negativo).
Abbiamo xg = —b; = 2.

Le altre variabili in base z; con j € B assumono i valori ; = b; — by, quindi
abbiamo:

za=7T—(-2)=9
x5 =21 — (~2) = 23

o
Le nuove variabili in base sono i = | x4 |. La soluzione di base ammissibile &
Z5
2
b=|9
23

e Iterazione 1

Con B={0, 4, 5} e N ={1, 2, 3}, abbiamo:

o -1 0 0 =1l 2
R = | 24 Ag=1-1 1 0 cg=10 b=19
5 -1 0 1 0 23

T1 -1 -1 1 0

xny=[xz2] Av=|4 -2 0] exy=10

T3 1 5 0 0

Test di ottimalita

q g - _ / -1
Risolviamo 7 Ap = cg per calcolare = cg Ag,
primo sistema di equazioni lineari:

— 1w — wW4 — 75 = —1
7 = 0 m=(1 0 0)
T = 0
Calcoliamo 112 valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b =
(1 0 0 —7 = -2
21
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Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

-1
4
1

d=(0 0 0)—(1 0 0)

-1 1
-2 0
5 0
(11 -1)

=0 00— (-1 -1 1) =

-~

cp c2 c3 wA] ™Ay wA3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi
pivot.

Operazione di pivot

b —t,, d, quindi abbiamo:

9 1
—2_Z.(1)==

. 5 (1) =53
9 97
—23_2.(2) =
Ts5 7 (2) 7

-1
Poiché ¢y > A1, x1 é la colonna pivot e abbiamo A1 = | 4
1
Risolviamo Ap d = A; per calcolare d = AglAl,
secondo sistema di equazioni lineari:
— dy = -1
1
— do + dy = 4 d=1|5
2
— dy + ds = 1
Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:
(2-t-(1)>0
N———
20>0 t<2
4. > 9
W t< 2 quindi  t, = =
24>0 5
23_t.(2)>0 t< ¥
N———
x5>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé 1 = % 11 valore di
x4 diventa zero e x4 é la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori

Vv
C1 C2 c3

eseguiamo un’operazione di
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e Iterazione 2

Con B=1{0, 1, 5} e N ={2, 3, 4}, abbiamo:

1
) -1 -1 0 —1 5
= | 21 Ag=[|-1 4 0 cg=10 b= %
T5 -1 1 1 0 97
5
T9 -1 1 0 0
zny=|z3|] Av=1-2 0 1] exy=|{0
T4 5 0 0 0
Test di ottimalita
Risolviamo Ap = ciz per calcolare = ci AEI,
primo sistema di equazioni lineari:
— my - m — 7w = —1
- 1w + 4m = 0 W:(% % 0)
5 = 0
Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile z = @« b =
=2
4 1 _ 1
G5 0(7)=-5
21

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 A

-1 1 0
d=000)-(: £ 0201
5 0 0
00 0- (34 =@ -4 b
¢ 3 c4 WAy, wAs wAy 2 o e

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di

pivot.

Operazione di pivot

-1
Poiché ¢y > m Asg, x5 ¢ la colonna pivot e abbiamo Ay = [ —2
5

Risolviamo Ap d = A; per calcolare d = AglAg,
secondo sistema di equazioni lineari:
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- do — = -1 6
5

— dy + 4d; = =2 d= —%
32

— dy + di + ds = 5 5

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b — ¢ d > 0:

(1 6
el =20
=)

x0>0 t<l

5=+ (-5) .

——t-{—=] >0 . 1

5 5 t>-9 quindi tng
>0

o7 732 t< 5

— —t-|=1>0

7+ (5)

\ 15§0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = %. Il valore di
xo diventa zero e xg € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori

b —t,, d, quindi abbiamo:

ge= 201 (32} 55
5 6\5/) 3

e Iterazione 3
Con B={1, 2, 5} e N ={0, 3, 4}, abbiamo:

11
I -1 -1 0 0 6
wp= (22| Ag=(4 -2 0| eg=|0]| b= 4%
xIs 1 5 1 0 55
3
o 110 ~1
xy = | x3 Ay=1[-1 0 1 cy=120
x4 -1 0 0 0
Test di ottimalita
Risolviamo 7 Ap = ciz per calcolare = ci Agl,

primo sistema di equazioni lineari:

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

59


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

— m + 4m + T =
- m — 2m + 5m =
5 =

Calcoliamo il valore della soluzione di

0 m=(0 0 0)

0

base ammissibile z

—2
000 7]=0
21
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ap:

-1 1
d=(-100)-( 00 [-101
-1 0
=(-100- (000 =(-100
co c3 c4 wAy wA3 ™Ay Co c3 C4

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

T1 % o 0
— | 1 =10

9 = 6 e I3 =

I5 % T4 0

¢ una soluzione ottima del problema LP ausiliario e Z = 0 ¢é il valore ottimo.

Attenzione

Una soluzione di base ottima del problema ausiliario di valore zero (in cui la
variabile ausiliaria ¢ una variabile fuori base) corrisponde a una soluzione di
base ammissibile del problema LP originale.

Eliminando la variabile ausiliaria xg dalle variabili fuori base, otteniamo B =
{1, 2, 5} e N ={3, 4} e la soluzione di base ammissibile del problema LP

originale:
11
I 6
I3 0
x9 = % (§] =
Ty 0
55
xI5 3

2. Eseguiamo I’algoritmo del simplesso rivisto sul problema LP originale. Abbiamo:

1 -1 10 0 —92 1 1

2 )

A= 4 -2 0 1 0 b= 7 c=10 x=|z3
0 T4

1 5 00 1 21 0 o
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e Iterazione 1

Con B={1, 2, 5} e N ={3, 4}, abbiamo:

=
[

1 -1 -1 0 1 3
g = | z29 Ag=14 -2 0 cg=|2 b= é
z5 1 5 1 0 2
10
I3 0
TN = Ayv=|0 1| ecy=
Xy 0
0 0
Test di ottimalita
Risolviamo 7 Ap = ciz per calcolare = ci Agl,
primo sistema di equazioni lineari:
- m 4+ 4m + ap =
— m — 2m 4+ bmwy = 2 71':(—% —% 0)
s = 0

—2
_ 13
smmb=(3 4 o)1)=
21
Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — m A
1 0
d=(0 - (-3 - 0o 1
0 0
=0 0)-(=3 —§) =G 3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di
pivot.

Operazione di pivot

1
Poiché c3 > m Ag, x3 é la colonna pivot e abbiamo A3 = | 0
0

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 61


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Risolviamo Ap d = Az per calcolare d = AglAg,
secondo sistema di equazioni lineari:
— d1 — d2 = 1 1
3
4d; — 2dy =0 d=|[-2
11
d + 5d2 + ds = 0 3
Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:
11 1
——t-[—-=])>0
s ()2
2120 t >-4
1 2
——t-(—-5)=20 o
6 2 t >-1 quindi t,=5
x2>0
55 11 t <5
——t-[— ] >0 -
s (s)
x5>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x3 = 5. Il valore di
x5 diventa zero e x5 é la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori

b—t,, d, quindi abbiamo:

e Iterazione 2
Con B={1, 2, 3} e N ={4, 5}, abbiamo:

T1 -1 -1 1
xR = | 9 A= 4 -2 0 cp =
T3 1 5 0
00

T4
Ty = Ay
Ts5

Test di ottimalita

7

1 2
. 7

2| =1
0 5
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Risolviamo Ap = ci  per
primo sistema di equazioni lineari:
- m + 4m + m = 1
— m — 27 2 + 5% 3 =
7T]_ =

Calcoliamo il wvalore della soluzione di

—2
0% #)|7]=%
21

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ap:

¢=(0 0-(0 3 )
=0 0)- (5 1)
S—— SN——
c4  cCp T Ay Tw As

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

7
T1 5
Ty 0
wQ = % e =
xIs 0
T3 5

¢ una soluzione ottima del problema LP e z =

/ !
calcolare cg Ay,

0 0
10
01
(-2 —11)
N————

% ¢ il valore ottimo.
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Soluzione grafica:
La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. In viola la soluzione di base ammissibile ottenuta dalla prima fase, (%, %), in blu
quella ottima, (%, %) In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate
ai valori % e % assunti nei due vertici.
f
21
5
7
2
g 2
1
6
\_
(& J

Esercizio 11.13 — Algoritmo del simplesso rivisto (B1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 25x; + 16x9

soggettoa H0x1 + 3lze < 250
-3z + 20 < 4
x1, T2 2 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 4 variabili e m = 2 vincoli:
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max 25xy + 16z9

soggettoa H0x1 + 3laxa + 3 = 250
—3z1 —+ 219 + x4 = 4
T1, T2, 3, T4 = 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo

problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

A J

Soluzione

Abbiamo:

25 T

/50 31 1 0\ , (250\ |16 e
A_<—3 2 0 1) b_<4> Tlo| T |as
0 Xq

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3,4} e
N = {1,2} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

3\ 250 1\ 0
xy) \ 4 xa) \O
e Iterazione 1
Con B={3, 4} e N ={1, 2}, abbiamo:
(3 (10 _(0\ & (250
= () 4n=(p 1) @=(o) 5=(%)
R T Av— 50 31 o — 25
N=\ay) N7 \3 2) N7 s

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

T3 = 0
= (0 0)
m = 0

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

65

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0 O) <2ZO> =0

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ay

¢ =(25 16)— (0 0) C% 321>:(25 16)— (0 0) = (25 16)
c1 2 T A Ay C1 C2

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

Poiché ¢y > m Ay, z1 & la colonna pivot e abbiamo A = (5(;))

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = AEI Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:

ds = 50
1= (%)
dy = -3

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

250 —t-50 >0
N———

t<5
x3>0 . .
uindi ¢, =5
4—t-(-3)>0 is 4 b "
— =
x>0 3

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = 5. Il valore di x3
diventa zero e x3 ¢ la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,, d,
quindi abbiamo:

x4=4-5-(-3)=19

e Iterazione 2

Con B={1, 4} e N ={2, 3}, abbiamo:

o= () 40= (% 1) == (3) 5-(3)
o= () 4=z o) o= ()

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:
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50

37y

T4

125

¢ = (16 0)—(3

o) (2

Operazione di pivot

Risolviamo  Ap d =
secondo sistema di equazioni lineari:
50 d;y
—3d1 + dy

31
5—1t-— >0
50 —

r1>0

193
19—-t-— >0
50 —

x4>0

quindi abbiamo:

r1 =

e Iterazione 3

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7 b

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 A

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

. . . 31
Poiché co > 7 Asg, 9 é la colonna pivot e abbiamo Ay = ( >

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b—t d > 0:

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t¢,,, cioé xo =

diventa zero e x4 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,

25

= (16 0)—

c2 c3

y (5 3)-G =)

™ A2 ™ A3 C2 c3

2
As per calcolare d = AglAg,
d= 15903
pr— 2 R
50
250
T o 950
quindi ¢, = —
950 193
t< —
— 193

. Il valore di x4
193

_ 950 31 _ 376
193 50 193

Autore: Fabio Furini
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Con B={1, 2} e N ={3, 4}, abbiamo:
376

(= _ (50 31 _(25) ;_[193
= \gy) A=\ 3 2) 7 i) P | 050

193

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

50 1 — 37T2 = 25 B < 08 25 )
31m + 2mp = 16 28 L
Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile 2z = @« b =

98 25 250\ 24600
193 193 4 ) 193

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

1
¢ = (0 0) _ (98 25) ( O) = (0 0) _ (98 25) = <_98 _25)
193 193 01 — 193 193 193 193

c3  C4

™ A3 Iy A4 C3 Cq

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

376
o= ()= om] © ==()-0)
) 950 T4 0
193
. . . _ 24600 . :
é una soluzione ottima del problema LP e z = 193 ¢ il valore ottimo.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 N

950
193

x2

0 1 376 5
193

z1

\_ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

376 950
193’ - 193

24600
il val tti LP)é ——.
il valore ottimo z( LP) ¢ 5

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei
tre vertici.
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11.2 Problemi con tre variabili

Esercizio 11.14 — Algoritmo del simplesso rivisto (P41)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 4 vincoli:

max 2x1 + x2 + 3z3

soggetto a Ty + x2 + r3 < 4
T2 < 2

3 < 3

3x1 + a3 < 6

x1, x2, x3 = 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 7 variabili e m = 4 vincoli:

max 2x; + zo + 3zx3

soggetto a T1 + x99 + x3 + 14 =4
T + x5 = 2

T3 + z =3

31 + x3 + x7 =6

1, T3, 3, T4, Ts, Zg, x7 > 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo

problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

- J
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Soluzione

Abbiamo:

T
T2
T3
T4

w o O
oS O ==
—_ = O
oo o
o O = O
o= o o
o O O
S W N >

T5
L6

(¢}

Il
ER=N=R=NTH
8
Il

g

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4,5,6,7} e
N ={1,2,3} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

= 4 o 0
Is5 2

= e zo |l =10
Te 3 T 0
T7 6 3

e Iterazione 1

Con B={4, 5, 6, 7} e N ={1, 2, 3}, abbiamo:

4 100 0 0 4
s lo1o00 ol oL ]2
zs=1, | 4= [0 01 of &= o] 7|3

©n 000 1 0 6

i 11 1
1
1
mN:§2 AN:8026N21
3 301

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7w = cj Al_gl, primo sistema di equazioni lineari:

.
o = 0

5 = 0
=0 0 0 0)

6 = 0

m = 0
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Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = @« b =
4
2

00 0O =0

( |2
6

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

d=(213—-(0 0 0 0

W o O
S O = =

=2 13- (000 =(21 3)

c1 c2 c3 T A WAy A3 C1 Cy C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
iz X : . 0
Poiché ¢; > m A1, x1 é la colonna pivot e abbiamo A = 0
3
Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:
(
dy = 1
1
ds = 0 0
d= 0
d = 0
0 3
d; = 3

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

4—¢-1>0

—_————
x>0

6—-t-3>0

—_— t <2

xr7>0

t<4
quindi ¢, =2

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z; = 2. 1l valore di x7
diventa zero e x7 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,

Autore: Fabio Furini
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quindi abbiamo:
ry=4-2-1=2

r5=2—-2-0=2

e =3—-2-0=3

e Iterazione 2

Con B={1, 4, 5, 6} e N ={2, 3, T}, abbiamo:

1 1100 2 9
| oo 10 ol 2 |2
zs=1 .| 48=10 00 1| B~ o] ° |2
6 300 0 0 3
110
1
vz 100
Ty = | 23 AN:OIOCN:3
Y 01 1 0

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

B! + 3mg = 2
1 = 0
2
™ = (0 0 0 3>
T4 = 0
5 = 0
\
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile 2z = &« b =
4
2 2
- — 4
<O 0 0 3> 3
6

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

O O = =
—_ = O
_ o O O

=(1 3 0)-— <0 g g) :(1 g —§>

/

™ A2 T A3 T A7 C2 C3 c7
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Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
o Tz N . . 1
Poiché ¢y > 7 Asg, 29 & la colonna pivot e abbiamo Ay = 0
0
Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Agl Ao,
secondo sistema di equazioni lineari:
di + dy = 1
0
ds = 1 1
d= 1
dgs = 0
6 0
3d;y = 0

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b—t d > 0:

2—t-1>0
N————— t <2
) ‘“210 0 quindi ¢, =2
—t-1>
N = t<2
x5>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x5 = 2. 1l valore di x4
diventa zero e x4 é la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,,, d,

quindi abbiamo:
r1=2-2-0=2

z5=2—-2-1=0

6=3—-2-0=3
e Iterazione 3

Con B={1, 2, 5, 6} e N ={3, 4, 7}, abbiamo:

1 1100 9 9
o 0110 i b
TE= | 4 5= 1000 1| 7 |o 0
6 300 0 0 3
110
g
3 00 0
zny= 24| An= cy=10
: 100 .
7 101
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Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

™1 ar 371'6 =’
T+ my = 1 1
o = 0
5 = 0
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile 2 = @« b =
4
1 2
- =6
<1 0 0 3) 3
6

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay
_ 1
d=(30 O)—(l 00 3)

=(3 0 0)— (;l 1 ;) :(2 -1 —§>

c3 c4 c7 — —"
w A3 wAy w™A7 c3 C4 C7

_— = O =
—_ o O O

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
Yy X . . 0
Poiché c3 > m Ag, x3 é la colonna pivot e abbiamo A3 = 1
1
Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Apg 1A,
secondo sistema di equazioni lineari:
(4 + d = 1 !
1 2 = 3
dy + ds = 0 2
d= 3
ds = 1 ¢z
3
3 d1 = 1 1

Autore: Fabio Furini
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Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z3 = 3. Il valore di x»
diventa zero e 9 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,

quindi abbiamo:

e Iterazione 4

( 1
2—t~§ZO
—_———
$1220 t<6
2—t-=>0
_ 3 t<3
z2>0 0 quindi ¢, =3
0—t-<—>20 t>0
3
2520 t<3
\
3—t-1>0
—_———
x>0

1
r1=2-3--=1

3
LL’5=0—3~< >=2

z6=3—-3-1=0

Con B={1, 3, 5, 6}eN ={2, 4, T}, abbiamo:

L1
L3

B
L5

Le

TN =

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

p
1

1

3

1100 2

0010 3|
Ap — _

5=1o 10 1| = |0 ©

3100 0
110

i) 1
100

i“ AN_OOOCN_S
7 00 1

SN W =

+ 37['6 = 2
5+ e = 3 7
7= (2

= 0

5 = 0

Autore: Fabio Furini
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Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile z = & =
4

7 1 2

— = =11

(50035
6

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — 7 Ay

1 1 0
7 1 1 00
¢ = (1 — (2 _Z

d=(1 0 0 (200 2>000

0 0 1
—aog- (1T Y -(2 1Y
o 2T \2 2 T2 3 "2 2
2T Ay mAL T Ar & & or

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

0
C R . . 0
Poiché ¢; > m A7, x7 é la colonna pivot e abbiamo A7 = 0
1
Risolviamo  Ap d = A7 per calcolare d = A51A7,
secondo sistema di equazioni lineari:
di + ds = 0 5
ds = 0 _1
d=| 2
ds + dg = 0 0
3d d = 1 L
{ 1 + as = 2
Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:
1
1—¢- 3 >0
—_——
120 t<2
1
3—t- > >0 .
2 t>—6 quindi ¢, =0
7
0-t-520 t<0
—_——
x>0
SAPIENZA
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Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z7 = 0. Il valore di xg
rimane zero e xg € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,,, d,

quindi abbiamo:

1
21=1-0-5=1

1
$3:3—0-(—2> =3

25=2—-0-0=2

e Iterazione 5

Con B={1, 3, 5, 7} e N ={2, 4, 6}, abbiamo:

e 1100 2 1
3 0010 3| -~ |3
TE= | 4 B= 1010 0| o 9
o 310 1 0 0
110
1
vz 100
Ty = | 24 AN:OOlcNZO
9 00 0 0

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

;

1 + 37 = 2
T + ™ + 7m = 3
=2 0 1 0)
3 = 0
m = 0
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile 2z = &« b =
4
2
2 01 0 =11
( )|
6

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay
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110
o B 1 00
_(100)(2010)001
000
=1 00- (221 =(-1 -2 -1
~— ~ ~ N————
c2 ¢4 g WAy ™AL T Ag C2 C4 Cp

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

1
21 3 ) 0
CCB — 3 — e m./\/ — m4 = O
Is 2 0
X
7 0 6

é una soluzione ottima del problema LP e zZ = 11 ¢ il valore ottimo.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in

TOSSO:

a N

x3
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Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 11.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

Esercizio 11.15 — Algoritmo del simplesso rivisto (P42)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:

max 3x1 + 232 + 4ux3
soggetto a Tr1 + To + 2x3 < 4
211 + 3z3 < 5
2z7 + 1y + 313 < 7
x1, x2, xzg > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 6 variabili e m = 3 vincoli:

max 3x1 + 2x9 + 4x3

soggettoa x1 + X2 + 2x3 + x4 =4
21 + 33 + x5 =5
2x1 + x9 + 3x3 + xg = 7
x1, x2, xr3, T4, T35, T = 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo

problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.

g J
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Soluzione

Abbiamo:

3 I
2 T

112100 4 .y
A=[2 03 01 0| b=|5 c:oazzf’
21300 1 7 4
0 xIs
0 Te

e Inizializzazione

Poiché ¢ un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4,5,6} e
N = {1,2,3} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

%0 4 T 0
z5 | = |5 e zo ]l =10
ZT6 7 I3 0

e Iterazione 1

Con B={4, 5, 6} eN ={1, 2, 3}, abbiamo:

%0 1 0 0 0 4
g = | x5 Ag=10 1 0 cg=10 b= |5
Zg 0 0 1 0 7

1 1 1 2 3

xy = | 220 Ayv=1[2 0 3| exv=12

T3 2 1 3 4

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

T4 = 0
5 = 0 ™= (0 0 O)
m = 0
4
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7 b = (0 0 O) 51 =0
7

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay
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|
Il
—~
w
[\

11 2
4)—-(0 0 0)(2 0 3
2 13

Il
—~
w
\)

4)— (000 =(3 2 4)

-~

Vv
c1 c2 c3 wA WAy A3 ¢C1 Cy C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot
1
Poiché ¢y > m Ay, x1 é la colonna pivot e abbiamo A; = | 2
2

Risolviamo  Ap d = A1 per calcolare d = Agl A,
secondo sistema di equazioni lineari:

dy = 1

dg = 2

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

4—-t-1>0 (
————
x4>0
5—1t-22>0 t<
x5>0
7T—t-2>0
————— tS

z6>0 N

t<4

quindi ¢, = =

N N Ot

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = —. Il valore di x5

diventa zero e x5 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,
quindi abbiamo:

5 3

—q_2.1=2

A 2 2
5

e Iterazione 2
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Con B={1, 4, 6} e N ={2, 3, 5}, abbiamo:

5
x1 110 3 2
T6 2 0 1 0 2
2
Z9 1 20 2
zy=|z3] Av=|0 3 1| exv=1[4
x5 1 30 0

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢ per calcolare w = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

m + 2my + 27w = 3
3
m = 0 7l'=<0 3 0>
me = 0

4
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = (0 % 0) 5] =
7

15
2
Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

=2 4 0)- (o % ;) =<2 —% —2’)
c2 c3 cs N— S—

w Ay w™A3 wA; Cc2 Cc3 C5

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
Poiché ¢y > 7 Asg, x9 é la colonna pivot e abbiamo Ay = | 0
1

Risolviamo  Ap d = Ay per calcolare d = Agl A,

secondo sistema di equazioni lineari:

Autore: Fabio Furini
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di + du = 1
2d; = 0 d=
2d; + dg = 1

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

3
5—1&-120 3
— t<g . 3
420 quindi ¢, = 3
2-1-1>0 t<2
N——— -
x>0

3
Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x9 = 5 Il valore di x4

diventa zero e x4 € la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b —t,, d,

quindi abbiamo:

5 3 5
n=5-59=3
3 1

= — — o 1 e

Te 2 B )

e Iterazione 3
Con B={1, 2, 6} e N ={3, 4, 5}, abbiamo:

5
21 110 3\ §
= | 2 Ag=1(2 0 0 cg= 1|2 b= 5
Tg 2 11 0 1
2
T3 2 10 4
zny=|z4] Ay=13 0 1| eny=1{0
x5 300 0

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

m + 2m + 27w = 3
1
T + e = 2 7T:<2 5 0>
6 = 0

Autore: Fabio Furini
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4
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = «w b = <2 ; 0> 5] =
7

21
2
Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

2
d=(40 0)(2 E o) 3
2 3

=(4 0 0)- (121 2 ;) :<—2 —2 —;)

c3 C4 Cj — Y
T A3 ™Ay mA;s c3 C4 Cs

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

®
T ; T3 0
xg=|z2 | = 3 e zny=|xzq4 | =10
Te 1 xIs 0

2

é una soluzione ottima del problema LP e z = 5 é il valore ottimo.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

wlot

3

x1

8

[\]
N
Nt
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Una soluzione ottima &( LP) é:

21
il valore ottimo z(LP) ¢ —.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

Esercizio 11.16 — Algoritmo del simplesso rivisto (P43)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:

max x1 + 2x9 + Tx3

soggettoa 1z + 2z3 < 2
To + 2x23 < 2
T, X2, T3 2 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 5 variabili e m = 2 vincoli:

max x1 + 2x9 + Tx3

soggetto a  x + 223 4+ x4 = 2
To + 2z3 + x5 = 2
X, x2, z3, T4, €5 > 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, usando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga pivot.
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Soluzione

Abbiamo:

1 X1
2 X9

1 0 10 2
A—<0 1 0 1) b—(2> c= |7 x = | x3
0 T4
0 xIs

e Inizializzazione

Poiché ¢ un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4,5} e
N = {1,2,3} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

z1

Xq 2 L
- = 9 e x| =10
> 0
e Iterazione 1

Con B=1{4, 5} e N ={1, 2, 3}, abbiamo:

ws=(01) 4s=(o 1) e=(o) =)

1
= 10 2
zny=|x22| Ay = cy =12
01 2
T3 7

Test di ottimalita

Risolviamo v Ap = c’B per calcolare m = c’B Agl, primo sistema di equazioni lineari:

Ty = 0
= (0 0)
s = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = w b = (0 O) (;) =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

d=(1 2 7)—(0 o)(é ’ 3)

=1 27- (000 =027

TV
cit c2 ¢33 wA; WAy A3 ci C2 C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.
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Operazione di pivot

Poiché ¢ > Ay, z1 & la M e abbiamo A1 = ((1)>

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Al_;]L A,
secondo sistema di equazioni lineari:

dy = 1
=0
ds = 0

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

{w {t <2 quindi ¢, =2

x>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = 2. Il valore di x4
diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,, d,
quindi abbiamo:

r5=2—-2-0=2

e Iterazione 2

Con B={1, 5} e N ={2, 3, 4}, abbiamo:
[ (1 0 (1N & (2
=) 4= (o 1) o= (o) *-(2)

2 021 2
zny=|z3]| Ay = 1 2 0 cy=17
Ty 0

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

1 = 1
™= (1 0)
s = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = b

|
—
—
S
S—
N\
[CI )
N~~~
|
O]

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — 7 Ap:
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d=(2 7 0)-(1 0)(2 . é)

=2 70- (021 =(225 -1)
N——— N——— N————
co €3 c4 wAy wA3 WAy Ca C3 C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

0
Poiché co >  As, x2 € la colonna pivot e abbiamo Ay = (1>

Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ag tAa,,
secondo sistema di equazioni lineari:

d - 0
a=3)
ds = 1

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

{u};@ fi<2  qundi tn=2

x52>0

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé zo = 2. Il valore di x5
diventa zero e x5 ¢ la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,, d,
quindi abbiamo:

r1=2-2-0=2

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4, 5}, abbiamo:
e /10 N L (2
w= () 40=o 1) =) #-()

3 2 1 0 7
xny=|zs| Anx= 5 0 1 cy=10
Ts 0

Test di ottimalita

Risolviamo 7w Ap = ¢ per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

1 = 1
m=(1 2)
9 = 2
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Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (1 2) <§> =6

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

_ 210
d=(700-(1 2)<2 . 1)
=7 00— (612 =(1 -1 -2
N—— N—— N————
c3 ¢4 ¢ wAs wAy TAs C3 C4 Cs

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot
o Tz N . . 2
Poiché c3 > m Ag, x3 é la colonna pivot e abbiamo A3 = 5

Risolviamo  Ap d = Az per calcolare d = Ag 1A,
secondo sistema di equazioni lineari:

dy = 2
=3
dy = 2

Dobbiamo trovare il valore massimo di ¢ tale che b —t d > 0:

2—1t-2>0

~———
x1>0

2—1t-2>0

———— tSl

x2>0

t<1
quindi ¢, =1

Di conseguenza, il valore della colonna pivot diventa t,,, cio¢ z3 = 1. Il valore di x1
diventa zero e z; ¢ la riga pivot. Le altre variabili in base assumono i valori b — t,, d,
quindi abbiamo:

To=2—-1-2=0
Iterazione 4

Con B=1{2, 3}eN ={1, 4, 5}, abbiamo:
e 002y (2\ . (0
=) 4= (1 3) == (1) o= ()

T 1
1 10
xy = | 24 AN:<0 0 1) cy=10

I5 0

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

90


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Test di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

T = 2

(5 ?)
2m9 + 2wy = 7
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = <

2
;20T
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 A

d=(1 0 0)—(2 2)(3 (1) ?)
=(1 0 0)-— (‘; g 2) :<—; —% —2)

Cq C5

T Aq 7r‘:44 T As
Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile
x 0

xR = = e TN = |24 0

T3 1 0

T5
¢ una soluzione ottima del problema LP e Z =7 ¢ il valore ottimo.

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

e )

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) é 7.

In viola il primo, il secondo e il terzo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’al-
goritmo del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

Esercizio 11.17 — Algoritmo del simplesso rivisto (P44)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:
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max 1 + 2x0 + 3x3

soggetto a r1 + 229 — 223 < 1
2x1 — ro — 3xz3 < 4

r1 + 229 + Hxzg < 2

Z1, T2, zg > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 6 variabili e m = 3 vincoli:

max T1 + 2x9 + 3x3

soggettoa 1 + 272 — 273 + 24 =1
2z — w2 — 3w + w5 =4
T1 + 2x9 + Sz + x5 = 2
x1, T2, r3, X1, T3 w6 = 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

. J

Soluzione

Abbiamo:

S O O W
8
N

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4, 5,6}
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e N ={1,2,3} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

T4 1 T 0
Is =14 e xTo =10
T 2 T3 0
e Iterazione 1
Con B=1{4, 5, 6} e N ={1, 2, 3},siha:
T4 1 00 0 1
= | 5 Ag=10 1 0 cg=10 b=
T6 0 01 0 2
1 1 2 -2 1
ey =|z2] Av=[2 -1 -3] ex=|2
€T3 1 2 ) 3

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

Ty = 0
s = 0 w=(0 0 0)
m = 0
1
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7 b = (0 0 O) 41 =0
2

Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay

1 2 -2
d=(123—-0 002 -1 -3

1 2 5
=(1 23— (000 =023

g
cit c2 c3 WA wA; A3 Ci C2 ¢C3
Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

1
Poiché ¢y > m Ay, x1 & la colonna pivot e si ha A; = | 2
1
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Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = AEI Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:

dy = 1
1
d5 = 2 d = 2
1

dgs = 1

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—t d > 0:

1—-t-1>0
————
x4>0
4—-t-2>0
—_——
x5>0
2—t-1>0 t<2

—_———
x>0

t<2 quindi ¢, =1

Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = 1. Il valore di x4
diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

r5=4—1-2=2

z=2—-1-1=1

e Iterazione 2

Con B={1, 5, 6}eN ={2, 3, 4}, si ha:

) 1 00 1 1
xg=|x5| Ag=[2 1 0| eg=|0]|] b=
T 1 01 0 1
T2 7 =2 1 2
Ty = | x3 Ay=|-1 -3 0] ev=13
T4 2 5 0 0

Verifica di ottimalita

Risolviamo w Ap = c’B per calcolare 7w = c}g Agl, primo sistema di equazioni lineari:

m + 2w + mg = 1
5 = 0 m=(1 0 0)
6 = 0

Autore: Fabio Furini
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1
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = « b = (1 0 O) 41 =1
2

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — 7 Ay

2 -2 1
d=(230-(100[-1 =30
2 5 0

=23 0- (2 -21) =(0 5 -1)

J/

VT
c2 €3 (4 wAy wA3 ™Ay C2 C3 C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

-2
Poiché c3 > w Agz, x3 é la colonna pivot e si ha A3 = | —3
5

Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ag 1A,
secondo sistema di equazioni lineari:

dq = =2
2d; + ds = -3 d= 1

dq + dg = 5

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

1-t-(-2)>0 1
—_— t> —=
z1>0 R/
2-t1=20 t<2 quindi tp, = -
x5>0

1-t-7>0
= t<

z62>0

,
| =

1
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x3 = = Il valore di xg

diventa zero e x¢ & la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b —t,, d,
quindi si ha:
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e Iterazione 3

Con B={1, 3, 5} e N ={2, 4, 6}, si ha:

9
- 1 -2 0 1 I
T = | 23 AB: 2 -3 1 cp = B: ?
e 1 5 0 0 5
7
- 2 1 0 2
xy = | 24 Ay=|-1 0 0| ey=10
- 2 0 1 0

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

™ 4+ 273 + T = 1
2 5
—27'('1 — 371'3 + 57T5 = 3 ™ = <7 0 7>
3 = 0
2 5 L
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = w b = <7 0 7) 4| =
2
12
7

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay
10
=(2 0 0)-— <3o§> -1 0 0
0 1

=(2 0 0)— <2 > <0 )

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

9
I I i) 0
mB:l'g:?@wj\/:.’IJ;L:O
xT5 13 L6 0
7
é una soluzione ottima del problema LP e Z = — ¢ il valore della soluzione ottima

Autore: Fabio Furini
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e Soluzioni ottime multiple
La soluzione ottima non ¢ unica: nella base finale la variabile non di base x5 ha costo

9 1 9 1
ridotto ¢ = 0, e ogni punto dello spigolo che congiunge <7, 0, 7) e (0, T 7) é

ottimo, con valore —.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

-~

[SA{1\]

z3

o NI

x1

N /

~|©

Una soluzione ottima &( LP) é:

12
il valore ottimo z( LP ) ¢ —.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).

Esercizio 11.18 — Algoritmo del simplesso rivisto (P45)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:
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max 4x; — 13x9 + Tuxg3
soggettoa 3x1 + 2x9 4+ Hxz3 < 5
1 — 3z + dSz3 < 3
Ty, T2, zg > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 5 variabili e m = 2 vincoli:

max 4xpy — 13x9 + Tux3
soggettoa 3x; + 2x9 4+ Hxz + 14 = 5
ry — 3x2 + OSux3 + x5 = 3
x1, x2, x3, x4, r5 > 0

Domande

Eseguire ’algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

A J

Soluzione

Abbiamo:

4 T

A—3 4 9 10 b—5 c= _713 T = ?
~\1 -3 50 1 —\3 - B
0 Tq

0 xIs

e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4,5}
e N = {1,2,3} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

-0 = (a)-(:
= e zo | =10
xIs 3 0

T3
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e Iterazione 1

Con B={4, 5} e N ={1, 2, 3}, siha:

aom () 2= (1O ea= (%) 5= ()

I 4
3 2 5
N =|x2| Ay= <1 3 5> cy=|-13
I3 7

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare m = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

v = 0
m=(0 0)
s = 0

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z = 7w b = (0 O) <§> =0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

¢=(4 -13 7)-(0 0) G —23 g)

=4 -13 7)— (0 0 0) =(4 -13 7
~~ S———
c1 c3 c3 T A WAy A3 Ci C2 ¢C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

3
Poiché ¢; > w Ay, x1 € la colonna pivot e si ha A; = <1>

Risolviamo  Ap d = A, per calcolare d = Agl Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:

dy = 3
(1)
ds = 1

Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

5—¢.3>0 5
—_———— t< =

420 3 quindi t,, = =
3—t-1>0 t<3

x5>0
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5
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé z1 = 3" Il valore di x4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:
5 4

Iterazione 2

Con B={1, 5} e N ={2, 3, 4}, si ha:

5
£ (3 0 AN E)
w0=(z) 20= (1 1) = (o) o=
3

€To 9 5 1 —13

= |xz3] Ay= cy = 7

-3 5 0
Ty 0

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3m + w5 = 4 4
ey

s = 0

2
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = & b = <§ 0) (5> = 20

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢, — 7 Ap:

¢d=(-13 7 0)—<§ 0> (_23 i (1]>

o (824 (L1
« 72 \3 3 3 3 3 3

co c3 ¢4

wAy wA3 ™Ay Cc2 Cc3 C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

Poiché c3 > m Ag, x3 é la colonna pivot e si ha Ag = (2)

Risolviamo  Ap d = Az per calcolare d = Ag 1A,
secondo sistema di equazioni lineari:

Autore: Fabio Furini
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5
3d; = 4 3
10
di + ds = 5 -~
1 5 3
Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:
e t- o >0
3 3 t<1
x1>0 indi - 2
4 10 9 quindl &, = 5
——t-—2>0 t< 2
3 3 =5
x5>0

2
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x3 = 5 Il valore di x5

diventa zero e x5 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

e Iterazione 3

Con B={1, 3} e N ={2, 4, 5},si ha:

1
. T i 3 5 . 4 r

w= () 40= (1 5) - () o=
5

"2 2 10 13

= x4 Ay= cy = 0

-3 0 1
Is5 0

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

3m  + 3 = 4 13 1
(% ©)
571'1 = 571'3 = 7

Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile z =7 b = (13 110> (g) =
34

b}
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢\, — 7 Ay
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i 13 1\/2 10
‘= (-13 0 0)— (=2 —
@=1 ) <1o 10><—3 0 1)

(13 oo (2 B L)y_( s L1
« 7 \10 10 10 10 10 10
2o 7T Ao 7r744 T Asg Ca C4 Cp

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

T 1 xI9 0
= = T 0
5 5

34
é una soluzione ottima del problema LP e z = = é il valore della soluzione ottima.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

4 N

Z2

2
5

[\l [y

T1

\ /

wlot

Una soluzione ottima &( LP) é:

4
il valore ottimo z( LP) ¢ %

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).
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Esercizio 11.19 — Algoritmo del simplesso rivisto (P46)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:

max bxy + 6z + 10z3
soggettoa 9z + 222 + 223 < 11
21 + 6z + 6x3 < 16
41 + 229 + Txzz < 10
T1, 2, r3 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente problema LP in forma standard
di massimo con n + m = 6 variabili e m = 3 vincoli:

max 5x1 + 6xo + 10x3

soggettoa 9x1 + 220 + 223 + 24 = 11
221 + 629 + 6x3 + x5 = 16
4x1 + 229 + Tuxs + z¢ = 10
x1, x2, xr3, T4, Tz, T = 0

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso rivisto per trovare una soluzione ottima di questo
problema LP, utilizzando la regola di Bland per scegliere la colonna pivot e la riga
pivot.

- J

Soluzione

Abbiamo:

5 T
6 T9

92 210 0 11 "
A=(26 60 10| b=(16] c=]| z= |3
42700 1 10 .
0 xIs5
0 Te
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e Inizializzazione

Poiché si tratta di un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in
forma canonica con b > 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4, 5,6}
e N ={1,2,3} ¢ associata alla seguente soluzione di base ammissibile:

Ty 11 X 0
x5 = 16 e xTo =10
L6 10 I3 0

e Iterazione 1

Con B={4, 5, 6}eN ={1, 2, 3},siha:

T4 1 00 0 11
xp=|x5| Ag=|0 1 0| eg=|(0]| b= |16
T 0 0 1 0 10

T1 9 2 2 5

zny=|x2] Av=1|(2 6 6] cxy=1]6

T3 4 2 7 10

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

T4 = 0
5 = 0 m=(0 0 0)
mg = 0
11
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile Z = 7w b = (O 0 0) 16 | =
10

0

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢\, — 7 Ay

9 2 2
d=( 6 100—(0 0 0)[2 6 6
4 2 7

=(5 6 100— (0 00 =( 6 10)
~ e
c1 ¢y c3 T A WAy A3 Ci C2 C3

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot
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9
Poiché ¢y > 7 A1, x1 é la colonna pivot e si ha A; = | 2
4
Risolviamo  Ap d = A; per calcolare d = Agl Aq,
secondo sistema di equazioni lineari:
dy = 9
9
d5 = 2 d == 2
4
d¢ = 4
Dobbiamo trovare il massimo t tale che b—t d > 0:
11—-t-9>0 11
—_—— A
x4>0
¢, 11
w t<8 il gy = —
x5>0
10—¢-4>0 p<?
2020 \ 2

11
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x1 = 9 Il valore di x4

diventa zero e x4 ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b — t,, d,
quindi si ha:

11 122
—16— — .2 = 2%
o 9 9
11 46
10— — 4=
U 9 9

e Iterazione 2

Con B={1, 5, 6}e N ={2, 3, 4}, si ha:

11
2 90 0 5 132
xp=|z5| Ag=[2 1 0| eg=[0] b= -
Te 4 0 1 0 46
9
o 2 21
zny=|x23] Ay=]|6 6 0| epy=1{10
T4 2 7 0 0

Verifica di ottimalita
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Risolviamo 7 Ap = ¢} per calcolare ™ = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

9m + 27w 4+ 4mg = 5
5
5 = 0 ™ = (9 0 0)
mw = 0
Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile 2z = &« b =
11
55

10

Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

¢=(6 10 0)—(3 0 0)

N DD DN
~N O N
o O =

|

:(6 10 0)_<10 10 5>:<4 80 _5>
— 9 9 9 9 9 9

c2 c3 C4

TV _ v _
w Ay wA3 ™Ay c2 C3 C4

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

2
Poiché co > 7 Asg, x9 é la colonna pivot e si ha Ay = | 6
2
Risolviamo  Ap d = As per calcolare d = Ap 1A,,
secondo sistema di equazioni lineari:
2
9d;y = 2 9
50
2dy + ds = 6 d= 9
4dq + dg = 2 %
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Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:

— —t-=>0
9 9 — ¢ 11
——
21>0 tS?
122 ; 50>0 61 61
9 v9_ tgg quindi tm:%
6 90 23
> t< —
9 ¢ 9—0 \ ~— 5
| S ——
x>0

61
Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé xo = % 11 valore di x5

diventa zero e x5 ¢é la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b —t,, d,
quindi si ha:

e Iterazione 3

Con B={1, 2, 6} e N ={3, 4, 5}, siha:

17
& 9 2 0 5\ éf
w5 = a2 | As=[2 6 0] es=(6] b=|
. 42 1 0
12
5
- 2 1 0 10
zny=|xz4] Ay=(6 0 1| exy=1]0
- 70 0 0

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

91 4+ 2w 4+ 4mg = 5
9 22
2m + 6m 4+ 2mg = 6 71'=<25 %5 0)
m = 0
Calcoliamo il wvalore della soluzione di base ammissibile 2 = @« b =
11
9 22 451
% 25 °)\1°) =%
10
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Calcoliamo i costi ridotti ¢ = ¢), — 7 Ay

d=(10 0 0)—

=(10 0 0)—

——

Cc3 Cq C5

Non tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi eseguiamo un’operazione di pivot.

Operazione di pivot

2
Poiché c3 > w Ag, x3 é la colonna pivot e si ha A3 = |6
7

Risolviamo

Ay d =

secondo sistema di equazioni lineari:

2 1 0
<9 2 o) 6 0 1
25 25 70 0
TENEE
25 25 25 25
rA; m™As ™ As & e1 e

Az per calcolare d = Agl As,

9d; + 2ds = 2
2d7 + 64ds = 6 d=|1
4dy 4+ 2dy + dg = T
Dobbiamo trovare il massimo ¢ tale che b—¢ d > 0:
61
% t-1>0 61
—_— t< —
12 —_ 25 quindi t,, = 12
™ =
Z_t5>0 < 12 &
L =25
x>0

Di conseguenza il valore della colonna pivot diventa t,,, cioé x3 = % Il valore di x¢

diventa zero e x¢ ¢ la riga pivot. Le altre variabili di base assumono i valori b —t,, d,

quindi si ha:

e Iterazione 4

17 12 17
1= 55 25 7 25
61 12 49
2755 25 T 25

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

109


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/
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Con B={1, 2, 3} e N ={4, 5, 6},siha:

17
T 9 2 2 D B 4213
= | z2 Ag=12 6 6 cg=1| 6 b= =
x3 4 27 10 12
25
T4 1 00 0
zny=|z5] Ay=]0 1 0] eny=1{0
T6 0 0 1 0

Verifica di ottimalita

Risolviamo 7 Ag = ¢ per calcolare 7 = cj Agl, primo sistema di equazioni lineari:

9m1 4+ 2m + 4wy = 5
2 + 6 + 2 = 6 T = L L
m 2 L ~\25 25 5
2m 4+ 6m 4+ Twmy = 10
Calcoliamo il valore della soluzione di base ammissibile 2z = &« b =
11
(1 18 4) 6] = 49
25 25 5 10 25
Calcoliamo i costi ridotti € = ¢, — 7 Ay
1 00
¢d=(0 0 0)—(215 % :) 010
0 01
1 1 4 1 1 4
:(0 0 0)< 18 ) :<_ _18 _>
— 25 25 5 25 25 5
c4 ¢c5 Cg ~~
wAy w™wAs T Ag C4 C5 Cs

Tutti i costi ridotti sono non positivi, quindi la soluzione di base ammissibile

17
T 1213 T4 0
= |x2 | = % e zny=|z5] =10
T3 19 T 0

25

499
é una soluzione ottima del problema LP e z = o5 ¢ il valore della soluzione ottima.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro colorato in rosso:

‘ N

~|5

x3

=
cnlw

N J

Una soluzione ottima &( LP) é:
. 17T 49 12
1To5 T o T as

499
il valore ottimo z(LP) ¢ 25

In viola il primo, il secondo e il terzo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’al-
goritmo del simplesso rivisto (prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu).
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Capitolo 12

Algoritmo del simplesso duale rivisto

Esercizio 12.1 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P11)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max —2 x1 — 4 z9
soggettoa — x1 — o < =2
I — xT9 S 0
T, To > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con 'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice
minimo.
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Soluzione

Abbiamo:

—2 1
-1 -1 1 0 -2 —4 o
A= b= c= Tr =
1 -1 0 1 0 0 T3
0 T4

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3, 4} e
N = {1, 2} ¢ duale ammissibile, poich¢ Az = I e cg = 0 danno

¢ =cdy= (-2 —4)<o.
La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l'algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Con B={3, 4} e N ={1, 2}, abbiamo:

T3 1 0 0
R = A = Ccp =
T4 01 0
I -1 -1
TN = Ay = cd = (—2 —4)
) 1 —1

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

bg = =2 B =9
b=
by = 0 0
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché bs = —2 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

Poiché b3 < 0, z3 ¢ la riga pivot e abbiamo e3 =
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Risolviamo u Ap = e5 per calcolare u = el Agl ,

secondo sistema di equazioni lineari:

us = 1
u = (1 0)
u = 0

Calcoliamo la riga di A associata a x3, ag; = u A;:

—1 —1
~—~ ~—~
asi as2

I candidati sono le variabili fuori base con az; < 0, e il test dei rapporti da:

. -2 —4
min , — =2

-1 -1

~—

=) =14

quindi x1 é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 2 as;:

—2 —2
~—~ ~—~
C2 c3

La nuova base ¢ B = {1, 4}.

e Iterazione 2

Con B={1, 4} e N ={2, 3}, abbiamo:

T -1 0 -2
TR = Ap = cp =
T4 1 1 0
i) -1 1
TN = Ay = ¢ = (—2 —2)
T3 -1 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—by = =2 B 2
b=
b1 +b4 = 0 -2
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —2 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.
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Operazione di pivot duale

0
Poiché by < 0, x4 é la riga pivot e abbiamo e4 =
1
Risolviamo — u Ap = e, per calcolare u = e, Azl
secondo sistema di equazioni lineari:
—u; Fug = 0
u=(1 1)
Uy = 1

Calcoliamo la riga di A associata a x4, ds; = u A;:

-2 1
N~~~ Y
a42 a43

I candidati sono le variabili fuori base con a4; < 0, e il test dei rapporti da:

quindi z9 é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 ay;:

-3 —1
~~ ~~
c3 C4

La nuova base ¢ B = {1, 2}.

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, abbiamo:

a8 -1 -1 —2
xp = Ap = cg =
T2 1 -1 —4
I3 1 0
Ty = Ay = ¢ = (-3 -1)
T4 0 1

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:
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Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: ¢ ottima.

Calcoliamo il valore ottimo z = cj b= (—2 —4) =—6
Una soluzione ottima di questo problema LP ¢

i1 =1, #a=1 e z(LP)=—6.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

Q
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7/
{SJ\
N 2 N
8
L[~
{2
SN
%\\
N
1* AN ~ |
SO~
\\9@1
S ¥ x
SO q@
\\\9§
\\\\6
Soe
0 ==
| RS
0 1

\_ i /

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

fl:l, .’Z‘QZl (§ Z(LP):—G
La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢é il poliedro

ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali:
T, T3.
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- )
1
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Una soluzione ottima del problema LP duale é:

#1=3, #@a=1 e z( DLP))=—6.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.2 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P12)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max — X1 — 2 X9
soggettoa — x1 — T < -3
rT — 2 x5 < -1
1, To > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non ¢ primale
ammissibile.

Domande

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 117


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Eseguire 'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con 'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice

minimo.
Abbiamo:
—1 I
-1 -1 1 0 -3 —2 9
1 -2 0 1 —1 0 T3
0 Ty

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3, 4} e
N = {1, 2} ¢ duale ammissibile, poiché¢ Az = I e cg = 0 danno

d=cdy=(-1 -2)<o.
La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l’algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Con B={3, 4} e N ={1, 2}, abbiamo:

I3 1 0 0
TR = Ap = cB =
Xq 0 1 0
I -1 -1
TN = Ay = ¢ = (—1 —2)
xI9 1 —2

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

bs = -3 ~ -3
b=
by = -1 -1
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché b3 = —3 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.
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Operazione di pivot duale

1
Poiché b3 < 0, x5 ¢ la riga pivot e abbiamo es =
0
Risolviamo  u Ap = e5; per calcolare u = es AL
secondo sistema di equazioni lineari:
us = 1
u = (1 0)
U4 = 0

Calcoliamo la riga di A associata a x3, ag; = u A;:

-1 -1
~ ~
a3l as2

I candidati sono le variabili fuori base con az; < 0, e il test dei rapporti da:

. -1 =2
min , — = 1,

-1 -1

~—

=1 =2

quindi z; é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga az; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 as;:

-1 —1
~~ ~~
C2 c3

La nuova base ¢ B = {1, 4}.

e Iterazione 2

Con B= {1, 4} e N ={2, 3}, abbiamo:

I -1 0 —1
T = Ap = cB =
Ty 1 1 0
o -1 1
TN = Ay = ¢ = (—1 —1)
T3 -2 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:
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—b1 = -3 ~ 3
b=
by +by = -1 —4
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by =—-4< 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

0
Poiché by < 0, x4 é la riga pivot e abbiamo ey =
1
Risolviamo  u Ap = e, per calcolare u = e AEI,
secondo sistema di equazioni lineari:
—up Hug = 0
u=(1 1)
uy = 1

Calcoliamo la riga di A associata a x4, a4 = u Aj:

-3 1
~—~ ~—
a42 a43

I candidati sono le variabili fuori base con a4; < 0, e il test dei rapporti da:

. -1 1
min{ — = -,
-3 3

~—~

quindi x5 é la colonna pivot.

B 5 5 o o 5 B _ an _ _ 1 - .
Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a4; gia calcolata, ¢; <— ¢; — 3 aq;:

4 1

3 3
~ ~

c3 C4

La nuova base ¢ B = {1, 2}.

e Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, abbiamo:

T1 -1 -1 =1l
AB = Cpn
T 1 =2 =2

B
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- I3 P B 1 0 (4 1
Ty = N = ¢=(-3 —3)
T4 0 1

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—b1 —by = -3

O~ wlot

by —-2by, = -1

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: & ottima.

5
— 3
Calcoliamo il valore ottimo z = c}s b= (—1 —2) = —?
4
3
Una soluzione ottima di questo problema LP ¢é
5 4 13
flz 1'2:* € Z(LP):—f

g,

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile ¢ illimitata.
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:

) 4 13
I)~31:* jZZ* (§ Z(LP):*?

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢ il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali:

T, T2

4 T i

2

[en)
—
Wb |-

\ i /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

.
™ = 5, T2 =

1
3’ 3’

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.3 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P13)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 3 vincoli:
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max — X1 — 3 I9
soggettoa — x1 — 2 g < —6
xry — 4 x9 < —6
2 1 — 2 xy < 3
1, Ty > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non ¢ primale
ammissibile.

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con 'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice

minimo.
. J

Soluzione

Abbiamo:

—1 T

-1 -2 1 0 0 —6 -3 )
A=|1 -4 01 0 b=| -6 c=10 T = |x3
2 =2 0 01 3 0 T4

0 T5

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3, 4, 5} e
N = {1, 2} ¢ duale ammissibile, poiché Az =TI e cg = 0 danno

d=cy=(-1 -3)<o0.

La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l’algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1
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Con B=1{3, 4, 5} e N ={1, 2}, abbiamo:
3 1 00 0

rp = | X4 Alg: 010 CR = 0

s 001 0
-1 -2
— i A = 7 =
Ty = Ny=|1 -4 &=(-1 -3)
z2
2 -2

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

b3 = —6 -6
by = —6 b=|-6
bs = 3 3
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché bs = —6 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

1
Poiché b3 < 0, z3 ¢ la riga pivot e abbiamo e3 = | 0
0
Risolviamo Ap = e5; per calcolare u = el Agl,
secondo sistema di equazioni lineari:
U3 = 1
uy = 0 u=(1 0 0)
us; = 0

—1 —2
~— ~—
asi a3z
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I candidati sono le variabili fuori base con az; < 0, e il test dei rapporti da:

min 1’ 3 = 1,
St

quindi z; é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 az;:

-1 -1
~—~ ~—~
Co c3

La nuova base ¢ B = {1, 4, 5}.

e Iterazione 2

Con B={1, 4, 5} e N ={2, 3}, abbiamo:

1 -1 0 0 —1
R = | 24 Ap = 1 10 cg=10
5 2 0 1 0
-2 1
L2
TN = Ay=|-4 0] d=(-1 -1)
x3
-2 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—by = —6 6
by +by = —6 b= | -12
20 +bs = 3 -9
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —12 < 0, quindi

eseguiamo un’operazione di pivot duale.
Operazione di pivot duale

0
Poiché by < 0, x4 ¢ la riga pivot e abbiamo e4 = | 1

0
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Risolviamo u Ap = e, per calcolare u = e Agl ,

secondo sistema di equazioni lineari:

—u1 Fug +2us = 0
Uy = 1 u=(1 1 0)
us = 0

Calcoliamo la riga di A associata a x4, a4 = u Aj:

—6 1
N~~~ \,"/
a42 a43

I candidati sono le variabili fuori base con a4; < 0, e il test dei rapporti da:

. =1l 1
min ¢ — ==
—6 6

~—~

quindi z9 é la colonna pivot.

. : . 8 g : . _ a8 _ _ 1 - .
Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a4; gia calcolata, ¢; < ¢; — g G4yt

La nuova base ¢ B={1, 2, 5}.

e Iterazione 3

Con B={1, 2, 5} e N ={3, 4}, abbiamo:

1 -1 -2 0 -1
rp = | T2 AB = 1 —4 0 Cp = -3
Ts5 2 =21 0
1 0
— s — = 7 1
TN = Ay =10 1 ¢ = (_6 _6)
Ty
0 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:
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—b1 —252 = —6 2
by —4by = —6 b= |2
2b; —2by +55 = 3 3

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: é ottima.
2

Calcoliamo il valore ottimo z = cj b= (—1 =3 0) 21 =-8

3

Una soluzione ottima di questo problema LP ¢

i1 =2 #=2 e z(LP)=-8.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica € il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:

i1 =2, i2=2 e z(LP)=-8.

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢é il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le tre variabili duali originali:
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1,72, T3.
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Una soluzione ottima del problema LP duale é:

7~'l'2:*7 7?3:0, e Z(D(LP)):—S.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.4 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P14)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 3 vincoli:
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-

max — x1 — 2 x9
soggettoa — x1 + g < 2
T — 2 x99 < 2
- 1 - T < -3
1, Ty > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non ¢ primale
ammissibile.

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con 'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice
minimo.

J

Soluzione

Abbiamo:

-1 1 1 0 0 2 =% T2
A=|1 -2 01 0 b= 2 c=| 0 T =|z3

-1 -1 0 0 1 -3 0 T4

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3, 4, 5} e
N = {1, 2} ¢ duale ammissibile, poiché Az =TI e cg = 0 danno

d=dy=(-1 -2)<o.

La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l’algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Autore: Fabio Furini
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Con B=1{3, 4, 5} e N ={1, 2}, abbiamo:

3 100 0
rp = | X4 Alg: 010 CR = 0
s 001 0
-1 1
— i — 7 =
Ty = Ay=|1 =2 d=(-1 -2)
z2
-1 -1

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

bs = 2 )
by = 2 b= 2
bs = -3 —3
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché b5 = —3 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

0
Poiché bs < 0, z5 ¢ la riga pivot e abbiamo e5 = | 0
1
Risolviamo Ap = el per calcolare u = e Agl,
secondo sistema di equazioni lineari:
U3 = 0
uy = 0 u=(0 0 1)
us; = 1

—1 —1
~— ~—
asi as2
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I candidati sono le variabili fuori base con as; < 0, e il test dei rapporti da:

. -1 =2
min , — = 1,

-1 -1

~—

=1l =)

quindi x1 é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 as;:

-1 -1
~~ ~~
C2 Cs

La nuova base ¢ B={1, 3, 4}.

e Iterazione 2

Con B={1, 3, 4} e N ={2, 5}, abbiamo:

1 -1 10 -1
R = | 3 Ap = 1 0 1 cg=1]0
T4 -1 0 0 0
1 0
L2
TN = Ay=1-2 0| d=(-1 -1
Ts5
-1 1

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—by  +b3 = 2 3
by +by = 2 b=| 5
—by = -3 -1
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —1 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.
Operazione di pivot duale

0
Poiché by < 0, x4 ¢ la riga pivot e abbiamo ey = | 0

1
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/

secondo sistema di equazioni lineari:

—u; Huz —ug = 0
uy = 0 u=(0 1 1)
us = 1

Calcoliamo la riga di A associata a 4, a4 = u Aj:

-3 1
N~~~ \,"/
a42 a4s5

I candidati sono le variabili fuori base con a4; < 0, e il test dei rapporti da:

. =1l 1
min ¢ — =
-3 3

~—~

quindi z9 é la colonna pivot.

. : . 8 g : . _ a8 _ _ 1 - .
Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a4; gia calcolata, ¢; < ¢; — 3 G4yt

1 4
3 3
~ ~
C4 Cs
La nuova base ¢ B={1, 2, 3}.
e Iterazione 3
Con B={1, 2, 3} e N ={4, 5}, abbiamo:
T -1 1 1 -1
rp = | T2 AB = 1 -2 0 Cp = —2
T3 -1 -1 0 0
00
T4
TN = Ay=11 0 ¢ = (—% —%)
x5
01

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

Risolviamo  u Ap = e, per calcolare u = e Agl ,
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—by by by = 2 g
b —25 = 2 b=| 1
by —by - -3 3

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: é ottima.

8
3
Calcoliamo il valore ottimo z =cg b= (-1 -2 0) % = —13—0
13
3
Una soluzione ottima di questo problema LP ¢
- 8 1 10
=3, f2=35 e Z(LP):_E'

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica € il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

o )
4,
SS
17
1
3
0
l

=
Wl |
wloo |—

S~

(=}

\_ i /

Una soluzione ottima del problema LP primale é:
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La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo é il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le tre variabili duali originali:
T, T2, T3.

a N

[N

T3

o

\_

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

Fa= 2 o D@P))=-2

= o s 1
m1 = To = —
1 ) 2 3’ 3

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.5 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P15)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max —3 x1 — 2 X9
soggettoa — x1 — ro < —4
—x1 — 3 x3 < -6
T, To = 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.
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Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con I'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice

minimo.
Abbiamo:
-3 I
-1 -1 1 0 —4 —2 T2
A= b= c= T =
-1 -3 0 1 —6 0 T3
0 T4

e Inizializzazione

Poiché ¢ un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3, 4} e
N = {1, 2} ¢ duale ammissibile, poich¢ Ag =TI e cg = 0 danno

d=cy=(-3 -2)<o.
La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l’algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Con B=1{3, 4} e N'={1, 2}, abbiamo:

T3 1 0 0
Ty 01 0
I -1 -1
TN = Ap = c = (—3 —2)
T2 -1 -3

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:
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Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —4 < 0, quindi eseguiamo
un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

1
Poiché b3 < 0, x3 é la riga pivot e abbiamo e3 =
0
Risolviamo  u Ap = e5 per calcolare u = el Agl,
secondo sistema di equazioni lineari:
us = 1
u = (1 0)
Uyg = 0

Calcoliamo la riga di A associata a 3, az; = u Aj:

—1 —1
~—~ ~—~
asi as2

I candidati sono le variabili fuori base con az; < 0, e il test dei rapporti da:

. -3 -2
min¢ —, =2

-1 -1

L

=3 =p)

quindi zs é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 2 az;:

—1 —2
~~ ~~
c1 c3

La nuova base ¢ B = {2, 4}.

e Iterazione 2

Con B=1{2, 4} e N ={1, 3}, abbiamo:

T2 -1 0 —2
rp = AB = Ccp =
T4 -3 1 0
T -1 1
TN = Ay = ¢ = (—1 —2)
T3 -1 0

Test di ammissibilita
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Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—by = —4 4
—3by +by = —6 6

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: é ottima.

4
Calcoliamo il valore ottimo z = c’B b= (—2 O) = -8
6

Una soluzione ottima di questo problema LP é

1'1:0, 532:4 € Z(LP):—S.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica é il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

a4 M

€2

\_

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢ il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali:
71, mo. Il vincolo —m — w9 > —3 & ridondante.
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2

\_

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

71 =2, #2=0, e z(D(LP))=-8.

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.6 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P16)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max - 1 — 2 x5
soggettoa —2 x; — T < —4
-1 — 3 x3 < —6
1, To > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Eseguire 'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con 'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice
minimo.
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Soluzione

Abbiamo:

—1 1
-2 -1 10 —4 —2 T2
-1 -3 0 1 —6 0 3
0 T4

e Inizializzazione

Poiché é un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {3, 4} e
N = {1, 2} ¢ duale ammissibile, poich¢ Az = I e cg = 0 danno

d=cdy=(-1 -2)<o.
La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l'algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Con B={3, 4} e N ={1, 2}, abbiamo:

T3 1 0 0
R = A = Ccp =
T4 01 0
I -2 -1
TN = Ay = ¢ = (—1 —2)
xI9 -1 -3

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

bg = —4 B —4
b=
b4 = —6 —6
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché bs = —4 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

Poiché b3 < 0, z3 ¢ la riga pivot e abbiamo e3 =

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 139


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Risolviamo u Ap = e5 per calcolare u = el Agl ,

secondo sistema di equazioni lineari:

us = 1
u = (1 0)
Uyg = 0

Calcoliamo la riga di A associata a x3, az; = u Aj:

—2 —1
~—~ ~—~
asi as2

I candidati sono le variabili fuori base con az; < 0, e il test dei rapporti da:

. -1 -2 1
min , — = -,
=27 =l 2
~—
—1 =2
2

quindi z1 é la colonna pivot.

. . . .. . . _ as _ _ 1 - .
Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; <— ¢; — 5 as;:

3 1

La nuova base ¢ B = {1, 4}.

e Iterazione 2

Con B={1, 4} e N ={2, 3}, abbiamo:

il -2 0 —1
TE = Ap = cg =
Ty -1 1 0
T2 -1 1 ., 5 L
Ty = Ay = d=(-5 —-3)
T3 -3 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Ag1 b, primo sistema di equazioni lineari:

—2b = —4 2

o
Il

—by —H_)4 = —6 —4
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Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —4 < 0, quindi eseguiamo
un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

0
Poiché by < 0, x4 é la riga pivot e abbiamo ey =
1
Risolviamo  u Ap = e, per calcolare wu = e Agl,
secondo sistema di equazioni lineari:
—2 Uul —U4 = 0
_ (1
u=(-3 1)
ug = 1

5 1

2 2
~ ~

a42 a43

quindi zs é la colonna pivot.

Q o 2 g o o Q _ 2 _ _ D= .
Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a4; gia calcolata, ¢; < ¢; — £ au;:

1 3
5 5
~ ~
c3 Ca

La nuova base ¢ B = {1, 2}.

Iterazione 3

Con B={1, 2} e N ={3, 4}, abbiamo:

I -2 -1 -1
xrE = Ap = cg =

i) -1 -3 —2

T3 1 0

T4 0 1

Autore: Fabio Furini
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Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—2b; —by = —4

by —-3by = —6

o
Il

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: & ottima.

6
- 5
Calcoliamo il valore ottimo z = ¢z b= (-1 —2) = —%
8
B
Una soluzione ottima di questo problema LP ¢é
6 8 22
.flz i’QZ* € Z(LP):—f.

5’ 5

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

- )

T2

S
Ao |—
(=]

\_ i /

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

6 8 22
.’Z‘lzf j’QZ* (S} Z(LP)Z—F.
La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢é il poliedro

ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali:
T, 7T2.
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2

=)
= -
[y -

\_ i J

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

1 3 22
7T1:5, 77'2:5, (§] Z(D(LP)):—f

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.7 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P51)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:

max —2 x3 — 1)
soggetto a Ty - ro — 3 zz3 < =5
-3 1 - 2 10 + 2 23 < =2
ry, x2, zg = 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale

ammissibile.

Domande
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Eseguire 'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con 'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice
minimo.

AN J

Soluzione

Abbiamo:

-2 X

—1 T
1 -1 -3 10 -5

A= b= c=1]0 x=|x3
-3 -2 2 01 —2

0 T4

0 xIs

e Inizializzazione

Poiché ¢ un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4, 5} e
N = {1, 2, 3} ¢ duale ammissibile, poich¢ Ag =TI e cg = 0 danno

d=dy=(-2 -1 0)<o.

La soluzione di base associata non é ammissibile, e quindi si usa l’algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Con B={4, 5} e N ={1, 2, 3}, abbiamo:

x4 10 0
TR = Ap = Cp =
x5 0 1 0
Z1
1 -1 -3
zny=|x2| An= ¢ = (—2 -1 0)
-3 -2 2
Z3

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:
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Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —5 < 0, quindi eseguiamo
un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

1
Poiché by < 0, x4 é la riga pivot e abbiamo e4 =
0
Risolviamo  u Ap = e, per calcolare wu = e Agl,
secondo sistema di equazioni lineari:
U4 = 1
u = (1 0)
us = 0

Calcoliamo la riga di A associata a x4, a4 = u Aj:

1 -1 -3
~- ~~ ~-
a1 42 a3

. -1 0
min ' 3 =0,
~—
-1 =0

quindi zg é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a4; gia calcolata, ¢; < ¢; — 0 aa;:

—2 —1 0
~ ~ —~
Cc1 Cc2 Cq

La nuova base ¢ B = {3, 5}.

e Iterazione 2

Con B={3, 5} e N ={1, 2, 4}, abbiamo:

T3 -3 0 0
936: AB: CB:
Ts5 2 1 0
I
1 -1 1
zy=|z2| Ax= d=(-2 -1 0)
-3 -2 0
L4

Test di ammissibilita
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Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

7 _ 5
—3b3 = -5 ) 5
b=
2bs +bs = -2 *%
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché bs = —1—36 < 0, quindi
eseguiamo un’operazione di pivot duale.
Operazione di pivot duale
~ 0
Poiché b5 < 0, x5 é la riga pivot e abbiamo e5 =
1
Risolviamo u Ap = el per calcolare u = er gl,

secondo sistema di equazioni lineari:

—3uz 4+2us = 0
(2
u=(3 1)

u; = 1

Calcoliamo la riga di A associata a xs, as; = u Aj:

_r 8 2

3 3 3

~ ~ ~
asl as2 as4

I candidati sono le variabili fuori base con as; < 0, e il test dei rapporti da:

-2 -1 | 3
min g —, —3 =3
3 3
~—

-6 _3
7 8

quindi x3 é la colonna pivot.

2 g q 2 .q g 2 _ as _ _ 3
Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 3 as;:

8
I
8 4 8
c1 C4 Cs

La nuova base ¢ B = {2, 3}.
o Iterazione 3
Con B={2, 3}eN ={1, 4, 5}, abbiamo:
To -1 -3 —1

TR = Ap = cg =
I3 —2 2 0
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x1
1 1 0
ov =) av=( )@= -4 )
T5

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—by -3 53 = =5 2
—2 I_)Q +2 1_93 = -2 1

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: ¢ ottima.

Calcoliamo il valore ottimo z = C’B b= (—1 O) = -2

Una soluzione ottima di questo problema LP ¢
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

- T R

€3

\

Una soluzione ottima del problema LP primale é:
5120, 532:2, :i3:1 e Z(LP):—2

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo & il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali:
T, T2.
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Wit

(SIS

2
®lw
[

\ i /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

1 3
7?1:1, ﬁ2:§ (§ Z(D(LP)):—2

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
duale rivisto (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Esercizio 12.8 — Algoritmo del simplesso duale rivisto (P53)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:

max — x1 — 2 x93 — 4 x3
soggettoa — x1 — T2 < =2
— X9 — I3 S -3
— 1 — r3 < =2
T1, Z2, r3 > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.
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Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso duale rivisto per trovare una soluzione ottima di
questo problema LP, risolvendo a ogni iterazione i due sistemi di equazioni lineari.
Come riga pivot scegliere la variabile in base con I'indice minimo tra quelle con b, < 0
e, nel test dei rapporti per la colonna pivot, risolvere i pareggi scegliendo l'indice

minimo.
. J

Soluzione

Abbiamo:

—1 T

—2 T2
-1 -1 0 1 0 0 -2

—4 T3

A=]10 -1 -1 0 1 O b=1|-3 Cl= B =

0 Ty
-1 0 -1 0 0 1 -2

0 5

0 T

e Inizializzazione

Poiché ¢ un problema LP in forma standard ottenuto da un problema LP in forma
canonica con ¢ < 0 aggiungendo le variabili di scarto, la partizione B = {4, 5, 6} e
N = {1, 2, 3} ¢ duale ammissibile, poich¢ Ag = I e cg = 0 danno

d=cy=(-1 -2 —4)<o.

La soluzione di base associata non € ammissibile, e quindi si usa l'algoritmo del
simplesso duale.

e Iterazione 1

Con B={4, 5, 6} e N ={1, 2, 3}, abbiamo:

T4 1 00 0

6 001 0
1 -1 -1 0

zy=|z2| Av=|0 -1 -1] d=(-1 -2 —4)
3 -1 0 -1

Test di ammissibilita
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Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

by = =% —9
bs = -3 b=|-3
by = -2 .
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché by = —2 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

1
Poiché by < 0, z4 ¢ la riga pivot e abbiamo e4 = | 0
0
Risolviamo  u Agp = e, per calcolare wu = ey Ag',
secondo sistema di equazioni lineari:
Uy = 1
us = 0 u=(1 0 0)
ug = 0

-1 -1 0
~ ~ ~
a41 a42 a43

. -1 -2
min 4 1 = 1,

~— =~

=1 =2

quindi z; é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a4; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 aa;:

—1 —4 —1
\TY—/ \-3,/ \fy’/
c2 Cc3 Cq

La nuova base ¢ B= {1, 5, 6}.

Autore: Fabio Furini
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e Iterazione 2

Con B={1, 5, 6}e N ={2, 3, 4}, abbiamo:

1 -1 0 0 -1
rp = | Ts AB: 0 1 0 cp = 0
6 -1 0 1 0
) -1 0 1
oy=|as| Ay=|-1 -1 0| d=(-1 -4 -1)
4 0 -1 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Al_Sl b, primo sistema di equazioni lineari:

—by = —2 2
bs = -3 b= |-3
—by +bg = —2 0
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché b5 = —3 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale

0
Poiché bs < 0, x5 & la riga pivot e abbiamo e5 = | 1
0
Risolviamo u Ap = el per calcolare u = e Agl,
secondo sistema di equazioni lineari:
—uq —ug = 0
us = 1 u=(0 1 0)
ug = 0

Calcoliamo la riga di A associata a xs, as; = u Aj:

-1 -1 0
~— ~— ~~
as2 as3 as4
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I candidati sono le variabili fuori base con as; < 0, e il test dei rapporti da:

. -1 —4
min , — = 1,

-1 -1

~—

=1l =1

quindi x5 é la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga as; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 as;:

-3 —1 —1
~—~ ~—~ ~~
C3 C4 Cs

La nuova base ¢ B={1, 2, 6}.

e Iterazione 3

Con B={1, 2, 6} e N ={3, 4, 5}, abbiamo:

1 -1 -1 0 —1
= | xo Ag=]10 -1 0| eg=1]-2
6 -1 0 1 0
3 0 10
zy=|zs| Av=|[-10 1| &=(-3 -1 -1
5 -1 .00

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

—-by —by = =2 -1
—by = -3 b= 3
—by +bg = -2 -3
Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché b; = —1 < 0, quindi eseguiamo

un’operazione di pivot duale.
Operazione di pivot duale

1
Poiché b; < 0, x; ¢ la riga pivot e abbiamo e; = | 0

0
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Risolviamo u Ap = ey per calcolare u = e} Agl ,

secondo sistema di equazioni lineari:

—Uu1 —Uug = 1
—up —ug = 0 u=(-1 1 0)
ug = 0

Calcoliamo la riga di A associata a 1, a1, = u Aj:

-1 =l 1
~— ~— ~~
ai3 aiq ais

I candidati sono le variabili fuori base con ai; < 0, e il test dei rapporti da:

. -3 -1
min¢ —, = 1,

=17 =1

~—

=9 =1

quindi z4 ¢ la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga a1, gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 ay;:

—1 —2 —2
c1 C3 Cs

La nuova base ¢ B={2, 4, 6}.

e Iterazione 4

Con B={2, 4, 6} e N ={1, 3, 5}, abbiamo:

T2 -110 -2
ry = | T4 AB’: -1 0 0 cp = 0
6 0 0 1 0
) -1 0 0
oy=|as| Ay=|0 -1 1| d=(-1 -2 -2
5 -1 -1 0

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

Autore: Fabio Furini
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Non tutte le variabili in base sono non negative, poiché bg = —2 < 0, quindi eseguiamo
un’operazione di pivot duale.

Operazione di pivot duale
0
Poiché bg < 0, z6 ¢ la riga pivot e abbiamo eg = | 0
1

. . o / _ / -1
Risolviamo u Ap = e; per calcolare wu = eg Ag,

secondo sistema di equazioni lineari:

—Uu9 —U4q = 0

Uus =0 u=(0 0 1)

quindi z; € la colonna pivot.

Aggiorniamo i costi ridotti con la riga ag; gia calcolata, ¢; < ¢; — 1 ag;:

—1 —2 —1
—~ —~ —~

C3 Cs Co

La nuova base ¢ B = {1, 2, 4}.

e Iterazione 5
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Con B={1, 2, 4} e N ={3, 5, 6}, abbiamo:

) -1 -1 1 —1
x = | zo A= 0 -1 0| ecg=1]-2
T4 -1 0 0 0
T3 0 0 0
zy=|as| Av=|-11 0| &=(-1 -2 -1)
T -1 0 1

Test di ammissibilita

Risolviamo Ag b = b per calcolare b = Agl b, primo sistema di equazioni lineari:

by by +by = -2 2
*[_)2 = -3 B — 3
by - _9 3

Tutte le variabili in base sono non negative, quindi la base é primale ammissibile e
duale ammissibile: & ottima.

2
Calcoliamo il valore ottimo z = c% b= (—1 -2 0) 31 =-8

3

Una soluzione ottima di questo problema LP ¢

F1=2 #3=3, i3=0 e z(LP)=-8.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile ¢ illimitata: disegniamo solo le sue facce, tagliate in 1 = 4,
To =5 e xz=0>.

4 =) N

€3

plw N

o

Una soluzione ottima del problema LP primale é:
.i'1:2, 1‘2:3, 533:0 [§] Z(LP):—8.

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢é il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le tre variabili duali originali:
1, o, 3. 1l vincolo —mgy — m3 > —4 é ridondante.
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~

T2 s
\ 2 1 1 /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

71=0, me=2, 13=1, e z(D(LP))=-8.

In viola i quattro vertici (0,0,0) — (1,0,0) — (1,1,0) — (0,2,0) esplorati dalla
precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso duale rivisto (prima di raggiungere
quello ottimo (0,2,1), rappresentato in blu). I valori della funzione obiettivo duale sono
0—-2—-5——-6— =8
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Capitolo 13

I1 metodo primale-duale

Esercizio 13.1 — Il metodo primale-duale (PD1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma standard di minimo con n = 3 variabili
non negative e m = 2 vincoli lineari di uguaglianza:

mn 2 x1 4+ 2 x99 + 2 x3

soggetto a T+ z9 + 2 xz3 = 5
1T + 2 mzy + T3 = 4
X1, X2, T3 Z 0

Il suo vettore dei termini noti &€ non negativo e il suo vettore dei costi é non negativo, quindi
7 = (0 0) ¢ una soluzione ammissibile del suo problema duale.

Domande

Eseguire il metodo primale-duale a partire da w = (0 0)’, mostrando a ogni iterazione

I'insieme ammesso, il valore ottimo del primale ristretto e il passo duale.

A J

Soluzione

e Iterazione 1
Con 7 = (0 0)' gli scarti duali s; = ¢; — A7 sono
s1 =2, So = 2, s3 = 2,
quindi I'insieme ammesso ¢ J = ().

Il primale ristretto RP(J) ha solo le m variabili artificiali, perché nessuna variabile
originale ¢ ammessa. Il suo valore ottimo ¢

§(J)=9>0.
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-

La soluzione ottima di DRP(J) é y = (1 1), e per le colonne non ammesse abbiamo

Yy =2, by = 3, 5y = 3.

Passo duale. I candidati sono le colonne non ammesse con A;-y > 0:

realizzato da j* = 2,3. La nuova soluzione duale &

2 2 2
00 +=-(11)=(: 2)
con valore obiettivo duale b'm = 6.

Iterazione 2

Con 7 = (2 2) gli scarti duali s; = ¢; — Al sono
2
81257 82:07 83:07

quindi I'insieme ammesso ¢ J = {2, 3}.

I1 primale ristretto RP(J) ha le variabili z2, x3 e le m variabili artificiali. Il suo
valore ottimo ¢

£(J) =0,

quindi il metodo si arresta. Una soluzione ottima di questo problema LP é

con valore ottimo ¢’z = 6. Una soluzione ottima del problema duale & & = (% %)’ )

o 0 J ~ o o o o o o
con valore obiettivo b'w = 6: i due valori coincidono, in accordo con il teorema della

dualita forte.
J

Esercizio 13.2 — Il metodo primale-duale (PD?2)

Consideriamo il seguente problema LP in forma standard di minimo con n = 3 variabili
non negative e m = 2 vincoli lineari di uguaglianza:

min 2 x; 4+ 2 x9 4+ 2 x3

soggetto a r1 + T2 + r3 = 4
1 + 2 z2 + r3g = 9
X1, X2, T3 Z 0

Autore: Fabio Furini
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Il suo vettore dei termini noti € non negativo e il suo vettore dei costi é non negativo, quindi
7 = (0 0) ¢ una soluzione ammissibile del suo problema duale.

Domande

Eseguire il metodo primale-duale a partire da w = (0 0)’, mostrando a ogni iterazione

I'insieme ammesso, il valore ottimo del primale ristretto e il passo duale.

AN J

Soluzione

e Iterazione 1

Con 7 = (0 0)' gli scarti duali 5; = ¢; — A7 sono
81:2, 82:2, 53:2,
quindi l'insieme ammesso ¢ J = 0.

Il primale ristretto RP(J) ha solo le m variabili artificiali, perché nessuna variabile
originale & ammessa. Il suo valore ottimo &

E&J)=9>0.
La soluzione ottima di DRP(J) é y = (1 1), e per le colonne non ammesse abbiamo

lly:2v /2y:37 gy:z

Passo duale. I candidati sono le colonne non ammesse con A;-y > 0:

) 2 2 2 2
6 = min -, =, = =-,
2 3 2 3
=~ =~
=1 =2/3 =1
realizzato da j* = 2. La nuova soluzione duale ¢
2 2 2
~00+=-11)=( =),
T (0 0+ (11 =( 3)
con valore obiettivo duale b'mw = 6.
e Iterazione 2
Con m = (2 2) gli scarti duali s; = ¢; — Al sono
2 2
slzga s2 =0, 83237

quindi 'insieme ammesso & J = {2}.

Il primale ristretto RP(J) ha le variabili x2 e le m variabili artificiali. Il suo valore
ottimo ¢

ET) =3 >0

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 161


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

\\

La soluzione ottima di DRP(J) ¢ y = (1 — 3)’, e per le colonne non ammesse
abbiamo

;o1 poo 1
11/—2, 3?/—2-

Passo duale. I candidati sono le colonne non ammesse con Agy > 0:

2

0 = min —/3, —2/3 :%,
172" 1/2 3
~—
=4/3 =4/3

realizzato da j* = 1,3. La nuova soluzione duale &

2 2, 4 1, ,
— (= = —(1 —=2)=(20
con valore obiettivo duale b'w = 8.
Iterazione 3
Con 7 = (2 0) gli scarti duali 5; = ¢; — A7 sono
81:07 82207 83207

quindi I'insieme ammesso ¢ J = {1, 2, 3}.

Il primale ristretto RP(J) ha le variabili 1, z2, 3 e le m variabili artificiali. Il suo
valore ottimo é

§(J) =0,

quindi il metodo si arresta. Una soluzione ottima di questo problema LP é
f1:3, .%2:1, (1?3:0

con valore ottimo ¢/Z = 8. Una soluzione ottima del problema duale ¢ # = (2 0),
con valore obiettivo b'7 = 8: i due valori coincidono, in accordo con il teorema della
dualita forte.

J/

Esercizio 13.3 — Il metodo primale-duale (PD3)

Consideriamo il seguente problema LP in forma standard di minimo con n = 3 variabili
non negative e m = 2 vincoli lineari di uguaglianza:

min 2 x1 + 3 zo + 4 x3

soggetto a g, 4+ 2 x2 + 2 3 = 6
2 1 4+ 2 x + r3 = 2
x1, T2, rg > 0

Autore: Fabio Furini
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Il suo vettore dei termini noti € non negativo e il suo vettore dei costi é non negativo, quindi
7 = (0 0) ¢ una soluzione ammissibile del suo problema duale.

Domande

Eseguire il metodo primale-duale a partire da w = (0 0)’, mostrando a ogni iterazione

I'insieme ammesso, il valore ottimo del primale ristretto e il passo duale.

AN J

Soluzione

e Iterazione 1

Con 7 = (0 0)' gli scarti duali 5; = ¢; — A7 sono
81:2, 82:3, 83:4,
quindi I'insieme ammesso ¢ J = ().

Il primale ristretto RP(J) ha solo le m variabili artificiali, perché nessuna variabile
originale ¢ ammessa. Il suo valore ottimo ¢

&(J)=8>0.
La soluzione ottima di DRP(J) é y = (1 1), e per le colonne non ammesse abbiamo

Yy =3, by =4, 5y = 3.

Passo duale. I candidati sono le colonne non ammesse con A;-y > 0:

. 2 3 4 2
f = min -, -, = =
3 4 3 3
N~~~
=2/3 =3/4 =4/3
realizzato da j* = 1. La nuova soluzione duale &
2 2 2
~00+=-11)=( =),
T 0+ (1) =( 3)
con valore obiettivo duale b'mr = 1—36.
e Iterazione 2
Con 7 = (3 2) gli scarti duali s; = ¢; — A sono
1
81:07 82237 83_27

quindi I'insieme ammesso ¢ J = {1}.

Il primale ristretto RP(J) ha le variabili z; e le m variabili artificiali. Il suo valore
ottimo ¢

£&(J)=5>0.
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La soluzione ottima di DRP(J) ¢ y = (1 — 3)’, e per le colonne non ammesse
abbiamo

3
g = 1 ! = —o
2y ) 3Y 92

Passo duale. I candidati sono le colonne non ammesse con A;y > 0:

1 2 1
6 = min ﬁ, — 3 = -,
17 3/2 3

A

=1/3 —4/3

realizzato da j* = 2. La nuova soluzione duale é
2 2 1 1 1

3 g)/‘i‘*'(l -5)=0 3),

7 ( 3

con valore obiettivo duale b'mw = 7.
e Iterazione 3

Con 7 = (1 1Y gli scarti duali s; = ¢; — A’ sono
2) 8 i = Cj g

3
81:07 82:07 83257
quindi l'insieme ammesso ¢ J = {1, 2}.

I1 primale ristretto RP(J) ha le variabili 21, z e le m variabili artificiali. Il suo
valore ottimo &

§J)=4>0.

La soluzione ottima di DRP(J) ¢ y = (1 — 1), e per le colonne non ammesse
abbiamo

hy=1.

Passo duale. I candidati sono le colonne non ammesse con A;-y > 0:

: 3/2 3
0 = min L = -,
1 2

~—

=3/2

realizzato da j* = 3. La nuova soluzione duale &

me( S0 - =(C -1,

con valore obiettivo duale b'm = 13.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 164


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

e Iterazione 4

Con 7 = (3 — 1) gli scarti duali s; = ¢; — A sono
3
81:57 82_07 83_07

quindi I'insieme ammesso ¢ J = {2, 3}.

I1 primale ristretto RP(J) ha le variabili z2, x3 e le m variabili artificiali. Il suo
valore ottimo ¢

E§J)=2>0.

La soluzione ottima di DRP(J) ¢ y = (1 — 2)’, e per le colonne non ammesse
abbiamo

Ily = _37
che é non positivo, e non ci sono altre colonne non ammesse. Di conseguenza 6
puo crescere senza limite: il problema duale ¢ illimitato e questo problema LP &

inammissibile.
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Capitolo 14

Analisi di1 sensitivita

Esercizio 14.1 — Analisi di sensitivita (S1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 4 x1 + 3 xo
soggettoa 2 xz; + zo < 10
1 + Ty < 8
1, 2 > 0

Aggiungendo m = 2 variabili di scarto, ’algoritmo del simplesso determina la base ottima
B={1, 2} e N ={3, 4}, con il dizionario associato:

xr, = 2 - 3 + T4
To = 6 + x3 — 2z4
e abbiamo
ano (P! 1 2)
= e T =
Bl 2
Domande

1. Determinare l'intervallo dei valori di ¢; per cui la base B = {1, 2} resta ottima, e
dire come cambiano la soluzione ottima e il valore ottimo all’interno di tale intervallo.

2. Determinare lo stesso intervallo per cs.

3. Determinare il nuovo valore ottimo quando ¢; aumenta da 4 a 5.
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Soluzione

e La variabile 1 ¢ in base, quindi una variazione ¢; — 4 4+ § modifica tutti i costi
ridotti. La riga di 1 nella matrice A & (1 — 1), con un elemento positivo, che da un

lower bound su J, e un elemento negativo, che da un upper bound:

a13 a4
1 2
==t=-1 ==2=2
cioé¢ —1 < < 2 e quindi
Cc1 € [3, 6].

- 2
Per ogni valore di ¢; in questo intervallo la soluzione ottima resta &( LP ) = < 6)’

mentre il valore ottimo diventa 26 + 6 - 1 = 26 + 2.

e Anche la variabile x5 ¢ in base. La riga di 29 in A & (=1 2), e quindi

C:
= << =2
Q24 a23
—2 =il
:T:_l :jzl
cioé¢ —1 < <1 e quindi
Cy € [2, 4].

Per ogni valore di ¢y in questo intervallo la soluzione ottima non cambia, mentre il
valore ottimo diventa 26 + 6 - o = 26 + 6.

e Con ¢; = 5 abbiamo 6 = 1, che appartiene all’intervallo [—1,2] determinato nella
prima domanda. Di conseguenza, la soluzione ottima non cambia e il nuovo valore
ottimo &

2(LP)=26+1-2=28,

come conferma 5-2 +3-6 = 28.

Esercizio 14.2 — Analisi di sensitivita (52)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 4 x1 + 3 xo
soggettoa 2 x; + zo < 10
T+ rg < 8
x1, zg =2 0
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Aggiungendo m = 2 variabili di scarto, 'algoritmo del simplesso determina la base ottima
B={1, 2} e N ={3, 4}, con il dizionario associato:

r = 2 — r3 + x4
) = 6 —+ T3 - 2 T4
z = 26 — x3 — 2xy4
e abbiamo
a7 1 2)
e e T = .
B 12
Domande

1. Scrivere i prezzi ombra dei due vincoli lineari e spiegarne il significato.
2. Determinare I'intervallo dei valori di b per cui la base B = {1, 2} resta ottima.
3. Determinare lo stesso intervallo per by, e calcolare il nuovo valore ottimo quando by

aumenta da 8 a 9.

(& J

Soluzione

e I prezzi ombra sono le componenti del vettore riga 7 = cj Agl = (1 2), cio¢

m =1 e Ty = 2.

Il prezzo ombra m; € 'aumento del valore ottimo per ogni aumento unitario di b;,
finché la base ottima resta ottima. Entrambi i vincoli sono attivi nella soluzione
ottima, perché entrambe le variabili di scarto sono fuori base con valore 0. Entrambi
i prezzi ombra sono strettamente positivi, quindi aumentare uno qualsiasi dei due
termini noti aumenta il valore ottimo. Un vincolo attivo pud anche avere prezzo
ombra nullo, in presenza di degenerazione duale: qui cid non accade, perché m =1 e
T = 2.

e Una variazione b; — 10 + 0 modifica i valori delle variabili in base di ¢ volte la
prima colonna di Az', cheé (1 —1)":

246>0
—  —2<§<6 = b €[8 16].
6-0>0

e La seconda colonna di Agl ¢ (=1 2), quindi
2—-0>0

—  —3<46<2 =  byel[5, 10].
6+25>0
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Con by = 9 abbiamo § = 1, che appartiene all’intervallo [—3, 2], quindi il nuovo valore
ottimo &
2(LP)=26+0m =26+1-2=28.

La nuova soluzione ottima ¢ ;1 =2—1=1e Iy =6+2 =8, einfatti4-1+3-8 = 28.
. J

Esercizio 14.3 — Analisi di sensitivita (53)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 4 x1 + 3 x9

soggettoa 2 x1 + zo < 10
Ty + rg < 8
x1, zg =2 0

Aggiungendo m = 2 variabili di scarto, ’algoritmo del simplesso determina la base ottima
B={1, 2} e N ={3, 4}, con il dizionario associato:

xr1 = 2 - 3 + X4
ro = 6 + x3 — 2x4
z = 26 — x3 — 2x;4
e abbiamo
a7 1 2)
= e T = )
B 12
Domande

1. Al problema LP si aggiunge una nuova variabile non negativa x,, con coefficiente di
1 . . . .
costo ¢, = 7 e colonna A, = ( 2> . Calcolarne il costo ridotto rispetto alla base ottima

B = {1, 2} e dire se la base ¢ ancora ottima.

2. In caso contrario, far ripartire ’algoritmo del simplesso da quella base e determinare

la nuova soluzione ottima e il nuovo valore ottimo.
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Soluzione

e ]l costo ridotto della nuova variabile é

1
Gh=C—mA, =7—(1 2)<2>:7—5=2>0.

Di conseguenza, la base B = {1, 2} non é piu duale ammissibile e non é& ottima per

il nuovo problema LP: conviene produrre la nuova variabile.

e Facciamo ripartire 1'algoritmo del simplesso dalla base B = {1, 2}, che ¢ ancora
primale ammissibile, con x, come colonna pivot. La sua colonna nel dizionario é

_ 1 -1 1 -1
A, =Az' A, = = :
=azta=(1 ) 0)-()
L’unico elemento positivo € quello della variabile in base x2, quindi

e la riga pivot & xg, che esce dalla base. Dopo questa sola operazione di pivot tutti i
costi ridotti diventano non positivi, e la nuova soluzione ottima &

con valore ottimo
2(LP)=4-443-0+7-2=230.

Esercizio 14.4 — Analisi di sensitivita (54)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 4 x1 + 3 xo
soggettoa 2 x; + zo < 10
1  + Ty < 8
1, x2 > 0

Aggiungendo m = 2 variabili di scarto, ’algoritmo del simplesso determina la base ottima
B={1, 2} e N ={3, 4}, con il dizionario associato:

xrT = 2 — 3 + X4
To = 6 + x3 — 2x4
z = 26 — x3 — 2x4
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e abbiamo

Domande

1. Al problema LP si aggiunge un nuovo vincolo lineare z1 + 229 < 10. Verificare se la

soluzione ottima &( LP) = (2) lo soddisfa.

2. Scrivere ’equazione della variabile di scarto x5 del nuovo vincolo nel dizionario della
base B = {1, 2, 5}, e dire quale algoritmo occorre usare per ripristinare l'ottimalita.

3. Eseguire un’operazione di pivot di tale algoritmo e determinare la nuova soluzione

ottima e il nuovo valore ottimo.
\\§ J

Soluzione

e La soluzione ottima del problema LP originale viola il nuovo vincolo, perché

T1+229=2412 =14 > 10.

e La variabile di scarto del nuovo vincolo & x5 = 10 —z1 —2 x9. Sostituendo le equazioni
di 1 e x5 del dizionario, otteniamo:

25 =10— (2—23+24) -2 (6+2x3—2234) = —4 — 23+ 324,

=2z =x2
cioé 65 =—4,a53=1¢e a5 = —3.
La base estesa B = {1, 2, 5} ¢ ancora duale ammissibile, perché i costi ridotti

é3 = —1 e & = —2 non cambiano, ma non ¢ primale ammissibile, perché by = —4 < 0.
Di conseguenza, usiamo ’algoritmo del simplesso duale.

e La riga pivot é x5. L’unico elemento negativo della sua riga ¢ as4 = —3, quindi il
ratio test gives
¢4  —2 2
ase -3 3

e la colonna pivot & x4. Dopo questa sola operazione di pivot duale la base diventa
primale ammissibile, e la nuova soluzione ottima &

10 3

10
5:(LP):<3> con z(Lp)=4.?+3.?=Q
3

Aggiungere un vincolo non puo allargare la regione ammissibile, quindi il valore
ottimo di un problema in forma di massimo non pud aumentare: infatti 73—0 < 26.
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Capitolo 15

La geometria della programmazione lineare

Esercizio 15.1 — La geometria della programmazione lineare (P2)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 1 + 3 x2
soggettoa —4 x1 + 10 zo < 35
3 o1 + 2 <12
1, z2 > 0

Domande
1. Determinare la dimensione della regione ammissibile F' e dire se ¢ a dimensione piena.
2. Determinare le faccette e i vertici di F'.

3. Scrivere la sua forma standard di massimo, elencare tutte le basi e dire quali di esse
sono associate a una soluzione di base ammissibile. Verificare la corrispondenza con i
vertici trovati nella domanda precedente.

A J

Soluzione

e La regione ammissibile é

05
F:{ ( 1>6R2:—4x1—|—10$2§35, 3r1 +x2 <12, x1 >0, 33220}'

1
Il punto < 1) soddisfa tutti e quattro i vincoli in senso stretto, quindi un piccolo disco

centrato in esso é contenuto in F: abbiamo dim(F') =2 e F' ¢ a dimensione piena.
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e Poiché dim(F') = 2, le sue faccette sono le facce di dimensione 1, cioé i suoi spigoli, e
i suoi vertici sono le facce di dimensione 0. Ciascuno dei quattro vincoli definisce una
faccetta, e 1 vertici sono

(o)

]

T

e Aggiungendo m = 2 variabili di scarto otteniamo la forma standard di massimo con
n + m = 4 variabili non negative e m = 2 vincoli lineari di uguaglianza. Una base
é un sottoinsieme di 2 indici su 4, e ci sono (3) = 6 sottoinsiemi di questo tipo, che
danno tutti una matrice invertibile:

B B ammissibile vertice (x1, z2)
{122 (5 3) v (3:2)

{1,3} (4, 51) v (4,0)

{14} (=% )

{2,3} (12, —85)

24 G5 v 0,3)

(3,4} (35, 12) (0,0)

Esattamente 4 delle 6 basi sono ammissibili, e corrispondono ai 4 vertici trovati nella
domanda precedente. La corrispondenza ¢ biunivoca, perché nessuna soluzione di

base ammissibile ¢ degenere.
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Esercizio 15.2 — La geometria della programmazione lineare (G2)

Consideriamo il seguente problema LP in forma standard di massimo con n = 3 variabili
non negative e m = 1 vincolo lineare di uguaglianza:

max 2 x1 + 2 x + T3

soggettoa 2 x1 + 3 o + r3 = 4

Y
o

I, x2, I3

Domande
1. Determinare la dimensione della regione ammissibile F' e dire se ¢ a dimensione piena.
2. Determinare i vertici di ' enumerando tutte le basi.

3. Determinare 'insieme delle soluzioni ottime e dire se é una faccia di F.

- /

Soluzione

e Tutti i punti di F' soddisfano il vincolo di uguaglianza 2z; 4+ 3z2 + 3 = 4, quindi
aff(F') ¢ contenuto in tale piano:

dim(F) < n—rank(A)=3—-1=2.

2 0 0
Itre punti | O |, % e [ 0 | appartengono a F' e non sono allineati, quindi dim(F') =
0 0 4

2. La regione ammissibile non é quindi a dimensione piena, come accade sempre per
la forma standard di massimo.

e Una base ¢ un sottoinsieme di m = 1 indice su n = 3, e ci sono 3 sottoinsiemi di
questo tipo, che danno tutti una matrice invertibile:

B xp ammissibile vertice

{1} @ Vv (2,0,0)
2 3 v 0,3,0)
{3} (4 v (0,0,4)

Tutte e tre le basi sono ammissibili, quindi F' ha esattamente tre vertici: é un triangolo.

e | valori obiettivo nei tre vertici sono

2-2=4, 2.— =< 1-4=4
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quindi il valore ottimo ¢ z( LP ) = 4, raggiunto in due vertici. Per 'osservazione sulle
soluzioni ottime multiple, ogni punto del segmento che li unisce ¢ ottimo:

2 0
Alol+a=x1{o] : xefo,1]
0 4

Questo insieme ¢ la faccia di F' definita dalla disuguaglianza valida 2x1+2xo+x3 < 4,
e ha dimensione 1: é uno spigolo del triangolo.

Esercizio 15.3 — La geometria della programmazione lineare (G3)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 4 vincoli:

max 1 + 2 9
soggetto a r1 o < 2
- 1 - To < =2
T, - Ty < 0
-z + zg < 0
1, To > 0

Domande
1. Determinare la regione ammissibile F' e la sua dimensione.

2. Dire quante basi della forma standard di massimo sono associate all’unico punto di
F', e spiegare perché la corrispondenza tra basi e vertici non é biunivoca.

- J

Soluzione

e | primi due vincoli impongono z1 + 9 < 2 e x1 + x2 > 2, cioé z1 + 9 = 2. Gl
ultimi due impongono 1 < x9 € T1 > T9, cioé x1 = x2. Le due uguaglianze danno

r1 =292 =1, e quindi
F={(i)} e dim(F) = 0.

L’unico punto di F' & quindi un vertice (qui il vertice ¢ la faccia G = F stessa, di

dimensione 0), ed é la soluzione ottima, con valore ottimo 2(LP)=1+2=3.

e In forma standard di massimo il problema ha n +m = 6 variabili non negative e
m = 4 vincoli lineari di uguaglianza, e una base € un sottoinsieme di 4 indici su 6. Nel
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punto ( 1) tutti e quattro i vincoli sono attivi, quindi tutte e quattro le variabili di

scarto assumono il valore 0. Poiché 1 = z9 = 1 > 0, ogni base associata a quel punto
contiene gli indici 1 e 2 delle due variabili strutturali, insieme a due delle quattro
variabili di scarto. Delle (;l) = 6 scelte, {1,2,3,4} e {1,2,5,6} danno una matrice
singolare Ap (le colonne di z; e x4 ristrette alle righe delle altre due variabili di scarto
sono linearmente dipendenti), mentre le restanti quattro sono basi:

{1,2,3,5}, {1,2,3,6}, {1,2,4,5}, {1,2,4,6},

cioé quattro basi diverse danno lo stesso vertice. In ciascuna di esse due variabili in
base assumono il valore 0: la soluzione di base ammissibile ¢ degenere.

Ogni soluzione di base ammissibile &€ un vertice, ma un vertice degenere puo essere
associato a pill basi, come in questo caso: la corrispondenza tra basi e vertici &
suriettiva, non biunivoca.
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