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Capitolo 9

Teoria della dualita

9.1 Costruzione del duale
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Esercizio 9.1 — Problema duale (P71)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 4

variabili e m = 3 vincoli:

max 4 x + o + 5 xz3 + 3 x4
soggetto a T, - To — r3 + 3 x4 < 1
5 x1 —+ ro + 3 x3 + 8 x4 < bHD
— 21 + 2 22 4+ 3 x3 — 5 x4 < 3
x1, z2, 3, xgy = 0
Il dizionario ottimo del problema LP in forma standard é:
'x2:14 - 2x1 - 4 x3 - 5 x5 — 3 x7
Tyg=5 — 1T — r3 — 225 - T7

=1 + 521 + 923 + 21 x5 + 11 zy

z=29 — Ty — 23 — 11l x5 -— 6 x7

Domande

1. Calcolare lower bound e upper bound sul valore ottimo z( LP ) del problema LP.

2. Calcolare la combinazione lineare dei tre vincoli usando i moltiplicatori w1, m e
m3. Dare le condizioni necessarie affinché il termine noto della combinazione lineare
fornisca un upper bound sul valore ottimo z( LP ) del problema LP.

3. Scrivere il problema duale del problema LP. Poi, usando il dizionario ottimo, trovare
una soluzione ottima del problema duale.

- J

Soluzione

1. Un lower bound sul valore ottimo é dato, per esempio, dalla seguente soluzione
ammissibile:

T1=0, Zo=1, z3=2, x4=1 divalore 14.

Quindi, abbiamo z(LP ) > 14.

Possiamo migliorare il lower bound usando, per esempio, la seguente soluzione
ammissibile:

T1 =5, To9=4, =z3=0, T4 =0 divalore 24.
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Quindi, abbiamo z(LP) > 24.

Un upper bound sul valore ottimo si pud ottenere, per esempio, moltiplicando il

secondo vincolo per g:

25 +5 45 +40 P 275
— a5 A = 48 T3+ T —
3 Tt g T2 3T 3% = 3

>4 x1+x2+5 T3+3 x4

- . 275
Quindi, abbiamo z(LP) < =.

Possiamo migliorare 'upper bound, per esempio, sommando il secondo e il terzo
vincolo:

41 +329+62x3+3x4 < B8
>4 x1+x2+5 x3+3 x4

Quindi, abbiamo z(LP ) < 58.

2. Moltiplicando ogni vincolo per il suo moltiplicatore otteniamo:

( T, — To — T3 + 3 x4 ) m < 1 m
( 5 x + xao + 3 w3 + 8 x4 ) my < 55 my
( — T 4+ 2 x2 + 3 T3 — D T4 ) m3 < 3 w3

La combinazione lineare dei tre vincoli genera la seguente disuguaglianza:

(m + 5wy — m3) 1 + (—m1 + T2 + 273) T2+
+(—m1 + 372 + 3m3) x3 + (3w + 8wy — 5m3) x4 <
< 7 + 55wy + 373

I1 termine noto 71 + 5572 + 373 di questa disuguaglianza ¢ un upper bound per z( LP)

se e solo se:
m™m + 5 my - T3 > 4
— T+ m 4+ 2m3 > 1
— m™m + 3 m + 3 w3 > b
3 mm + 8 m — 5 w3 > 3
1, T2, w3 > 0
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3. Il problema duale del problema LP, con m = 3 variabili non negative e n = 4 vincoli
di maggiore o uguale, ¢ il seguente:

min m + 55 m + 3 m3

soggetto a ™+ 5 w9 — w3 > 4

- m + m + 273 > 1

-—m 4+ 3 m 4+ 3 @wm > 5

3 m + 8 my — H w3 > 3

1, T2, m3 > 0

Una soluzione duale ottima ¢ data da
cj se jE€ N

i = —Cnti, Vi€{1,2,...,m} dove =
0 altrimenti

I valori ¢; sono i costi ridotti delle variabili fuori base.

Nel dizionario ottimo abbiamo N = {1, 3,5, 7}, di conseguenza:
652—11, 6620, 672—6 e 7~T1=11, 7~T2=0, 7~r3:6

é una soluzione ottima del problema duale.

9.2 Soluzione grafica del primale e del duale

Esercizio 9.2 — Problemi primale e duale (P2)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili
e m = 2 vincoli:

max 1 + 3 @
soggettoa —4 x1 + 10 zo < 35
3 1 + 2 < 12
T, Ty > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:
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min 35 m 4+ 12 mo

soggettoa —4m + 3 m > 1
10 m + T > 3
T, m > 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

N\ J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:

-

[N
|

T2

o
wlo |-
S

N i /

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

- 5 9

T1==, Ta== e 2(LP)=%1+3%3= =16

N | Ot
+
w

N ©

e Per il problema LP duale abbiamo:
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4 T

107 + 7 =3

T2

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

4 11 4 11
= iy = — D(LP)) =357 4127 =35- — +12. — =1
Mm=qg5 =15 e z2( D(LP) ) =357+ 12 713 = 35 = + = 6

e | due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 16, come afferma il teorema
della dualita forte.

. J
Esercizio 9.3 — Problemi primale e duale (P3)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili

e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 4 x9
soggettoa — x1 + ro <2
8 1 + 2 x99 < 19
1, xr2 > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min 2 m 4+ 19 m

soggettoa — m + 8 my > 2
m + 2 m > 4
T, m > 0
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Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

. J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:

-

[N
|

x2

N

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

5 562=z € z(LP):2£1+4£2=2-g+4.;:17

=g 2

e Per il problema LP duale abbiamo:

4 T

2

olw
|
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Una soluzione ottima del problema LP duale é:
14 3 14 3
T=—, Tpa=-= € z(D(LP)):27'%1-1-197?2:2-3-1—19-3:17

e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 17, come afferma il teorema
della dualita forte.

(& J

Esercizio 9.4 — Problemi primale e duale (P4)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili

e m = 2 vincoli:

max 5x1 4+ 3 x9
soggettoa 2 x1 + ro < 14
1 + 8 o < 32
1, z2 > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min 14 w; + 32 m

soggettoa 2 m + m > b
T+ 8 m > 3
1, T = 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

- J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:
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X2

“la -
-3

N

Una soluzione ottima del problema LP primale é:
6 10 110

16 10 1
57]_:?, 572:? (§] Z(LP):5$%1+3.%2:5§+3§:?

e Per il problema LP duale abbiamo:

/

2

\

37 . 1 . . 1 110

e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = %, come afferma il teorema

della dualita forte.
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Esercizio 9.5 — Problemi primale e duale (P5)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili
e m = 2 vincoli:

max 2xr1 —+ 3 x9

soggettoa 6 x1 + 21 x2 < 77
8 =1 + 3 o < 36
x1, g =2 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min 77 m 4+ 36 mo

soggettoa 6 m + 8 my > 2
21 m 4+ 3 m > 3
1, T > 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

- J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:
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—
w2

wloo

x2

o
Sy
N[O [

\ i %

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

7.8

Tog = — e 2(LP)=231+4+33=2- e

3.-=15
o3

N~

a T

2

\_ /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

3 4 3 4
L . D(LP)) =177 o =TT — +36 — =1
55" 5 © 2(D(LP) ) =777 +36 T =177 55 + 36 5F 5

T = D)

e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 15, come afferma il teorema
della dualita forte.
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Esercizio 9.6 — Problemi primale e duale (P6)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 2 vincoli:

max r + 2
soggettoa 4 x1 + 15 zy < 70
12 2y + 3 xz9 < 52
1, z2 > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min 70 m 4+ 52 mo

soggettoa 4 m + 12 m > 1
15 mm + 3 m > 1
1, T > 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

- J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:
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X2

\_

/

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

9 L 1
28’ 21

I = T2 Z(LP):i'l—i-j?Q

e Per il problema LP duale abbiamo:

95
28

79 _ 601
21 &4

-~

2

=

N

J

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

3. _u
56’ 168

f[’lz Up) (§

e [ due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) )
della dualita forte.

2( D(LP) ) =70 7, 4 52 7 = 70 -

3
2 452.
567L

11 601

168 84

601

51 » come afferma il teorema
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Esercizio 9.7 — Problemi primale e duale (P7)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili
e m = 2 vincoli:

max 3 x1 + T2
soggetto a 1 + 4 zy < 12
2 1 + zog < 5
1, r2 > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min 12 m 4+ 5 mo

soggetto a m + 2 m > 3
4 m™ + T > 1
T, m > 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

- J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:
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e 7
3, —
19 | i
7
)
0
| |
0 8 5
7 2

\_ i /

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

e Per il problema LP duale abbiamo:

4 T

3 |
2
e 1 ]
0
| A |
0 1 3
4
N m /
Una soluzione ottima del problema LP duale é:
3 3 15
m =0, ﬁ'gzi e z(D(LP)):127?1—1—57?2:12'04-5'5:

e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 22, come afferma il teorema
della dualita forte.
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Esercizio 9.8 — Problemi primale e duale (P8)

-

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili

e m = 2 vincoli:

max T
soggetto a — x1
T
X,

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min 2 m
soggetto a — m

2 m

1,

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

+ 2
+ 2
_|_

+ 3

x2

x2

IN - IA

v

AVARNAY

A\

J

e Per il problema LP primale abbiamo:

Soluzione

Autore: Fabio Furini
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wlo

€2
—
T

0
| |
0 4 3
3
\_ . /
Una soluzione ottima del problema LP primale é:
- 4 5 . . 4 5 14
l‘lzg, $2:§ (§ Z(LP):$1+2$2:§+2 gZ?
e Per il problema LP duale abbiamo:
4 T
€ 4 |
3
0
|
0 1
3
- i /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

1 4 1 4
=z, o=z e #(DIP))=2m+37m=22+3 =
e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 13—4,

della dualita forte.

14

3

come afferma il teorema
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Esercizio 9.9 — Problemi primale e duale (P9)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili
e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + T2
soggettoa — x; -+ o < 1
6 r1 + 4 x93 < 39
1, r2 > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min ™ 4+ 39 m
soggettoa — w1 + 6 w2 > 2
m + 4 m > 1
T, m > 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

- J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:

-

[
T

€2

o
SRy
|

N i J
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:

13
—?, To =0 e Z(LP):ZCZ‘1+§2:2?+0:13

e Per il problema LP duale abbiamo:

4 T

T2

W=

N i %

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

1 1
f=0, @p=3 e z(DLP))="+397=0+39 ;=13

e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 13, come afferma il teorema
della dualita forte.

. J

Esercizio 9.10 — Problemi primale e duale (P10)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili

e m = 3 vincoli:

max o5 x1 + 2 x9

soggettoa — x1 + 3 =z < 12
Ty 4+ 2 x9 < 12

3 x1 — 2 x99 < 8

Ty, r2 > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 3 variabili e n = 2 vincoli:
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3 m —+ 2 my -

71, 2,

Domande

N\

min 12 7 4+ 12 m 4+ 8

soggettoa — m + m 4+ 3

3

3

T3

T3

(A\VARAY

AV

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

J/

e Per il problema LP primale abbiamo:

-~

T v
\
\
\
\
24 |
5
4 |-
7L
2
™
8
0
|| |
0 12 8 5
5 3
x1

N

(1) — 1+ 329 =12 (2) x1+2x0 =12
(3) 31 —2x2 =38 curva di livello: 51 + 222 = 32

Una soluzione ottima del problema primale é:

- - 7
$1=5, .213225

e il valore ottimo del problema primale é:

e Per il problema LP duale abbiamo:

7
2(LP)=5& +28=5-5+2 5 =32

~

Soluzione

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

21


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

e = N

3

N

La regione ammissibile del problema duale ¢ illimitata e la soluzione ottima é il vertice

indicato in blu:
=0 =2, ww3=1

e il valore ottimo del problema duale é:

2(DLP)) =127 + 127+ 873 =12-0+12-2+8 -1 = 32

e | due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = 32, come afferma il teorema
della dualita forte.

(& J

Esercizio 9.11 — Problemi primale e duale (P11)

Consideriamo il seguente problema primale in forma canonica di massimo con n = 2 variabili

e m = 2 vincoli:

max —2 x1 — 4 xo
soggettoa — x1 — To < =2
ry T < 0
T, To = 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:
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min —2 m
soggettoa — m 4+ m > =2
- m - T > —4
T, Ty > 0

Domande

1. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema primale e una soluzione
ottima del problema duale. Calcolare i valori ottimi dei due problemi.

N\ J

Soluzione

e Per il problema LP primale abbiamo:

X1 — T2 =
o 2f 1
= 1— T2|= —2
\\\
\\\
1 r 721‘1741’2:*6 1
el
\\
\\\\
0 S
0 1
_ o J

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

F1=1, a=1 e z(LP)=-2i—-45=-2-1-4.1=-6

e Per il problema LP duale abbiamo:
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(4 )

—271‘1 = —06

2
e e N — e,

—7T1—7T2=—47

-+ e = —2 ——

N i %

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

#1 =3, 73=1 e 2(DILP))=-2#+07=-2-3+0-1=—6

e I due valori ottimi coincidono, z( LP ) = z( D(LP) ) = —6, come afferma il teorema
della dualita forte.

9.3 Scarti complementari

Esercizio 9.12 — Scarti complementari (P3)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 4 x9

soggettoa — x1 + T9 < 2
8 1 4+ 2 x99 < 19
Z1, xg = 0

Domande
1. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile
T1 =0, To=2

¢ una soluzione ottima del problema LP.
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2. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

30T

& una soluzione ottima del problema LP.

- J

Soluzione

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

1 =0, To=2
del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché
m
Zawﬁ'zzc‘] se f1_7-7>0, VJ€{1727777‘}
=1

costruiamo la seguente equazione lineare in due variabili:

1+ 2 W = 4 (Za =2>0)
2. Poiché

n

;=0 se Zaijfi’j<bi, Vi€{1,2,...,m}
j=1

calcoliamo:
-1-0 + 1-2 = 2«£2
80 4+ 2-2 = 4<19 quindi mo =10

Risolviamo quindi I’equazione precedente in una variabile e otteniamo:
=4, 1 =0

3. Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁ'izcj, Vi e{1,2,...,n}
i=1

quindi calcoliamo:

—1-4 4+ 8.0 = —4%2

1-4 + 2.0 = 4>4

quindi interrompiamo la verifica e concludiamo che la soluzione non € ottima.
e Verifichiamo se la soluzione ammissibile
_ 3
1 = 57 T2 =

del problema LP ¢ ottima.
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1. Poiché

m
Zaijﬁi =c; se T; >0, Vje{l,2,...,n}
i=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in due variabili:

— T o+ 8w = 2 (z1=2>0)
™M + 2 m = 4 (:Z‘Q = % > 0)
2. Poiché
n
=0 se Zaiji'j<bi, Vi€{1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
3 7
3 7

Risolviamo quindi il sistema precedente di due equazioni in due variabili e

otteniamo:
3 14
™ = ga

3
- _ 2
275

3. Dobbiamo verificare
m
Zaijfrizcj, Vj€{1,2,...,n}
i=1

quindi calcoliamo:

-8 4+ 2.2 = 4>4

4. Dobbiamo verificare

quindi, poiché

la soluzione & ottima.
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Soluzione grafica: la regione ammissibile del problema LP ¢ il poliedro ombreggiato
in rosso; la soluzione ;1 = 0, Zo = 2, che non é ottima, é indicata in viola e la soluzione
ottima 2, = %, To = %, di valore 17, ¢ indicata in blu, insieme alla curva di livello di
valore 17.

€2

o
NJw -
—
©

\_ i %

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢ il po-

liedro ombreggiato in rosso. La soluzione duale m; = 4, w2 = 0 ottenuta dalla prima
soluzione (in viola) viola il primo vincolo duale, mentre la soluzione duale 7 = %4,
Ty = % ottenuta dalla seconda soluzione (in blu) é ammissibile e ha valore 17, uguale
al valore della soluzione primale.

a M

T2

il
[

_ i /

- J
Esercizio 9.13 — Scarti complementari (P10)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 3 vincoli:
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max 5 x1 + 2 x9

soggettoa — x1 + 3 1y < 12
1 + 2 xy < 12

3 1 — 2 x9 < 8

1, z2 > 0

Domande

1. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

_ 8 _
xr1 = g, Xro = 0
& una soluzione ottima del problema LP.

2. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

& una soluzione ottima del problema LP.

- J

Soluzione

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

8
z = 30 T2= 0
del problema LP é ottima.

1. Poiché
m
Zaw’i_'(z:c] se i']>0, V]€{1,2,,TL}
=1

costruiamo la seguente equazione lineare in tre variabili:

- T + @ + 37 =5  (31=35>0)
2. Poiché .
;=0 se Zai]‘i’j<bi, Vi€{1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
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-1-8 + 3-0 = -2<12 quindi 7 =0
1-3 + 2.0 = $§<12 quindi 7 =0
3-8 - 2.0 = 8 ¢ 8
Risolviamo quindi I’equazione precedente in una variabile e otteniamo:
_ _ _ 5
71 =0, T =0, 71'3:5

3. Dobbiamo verificare
m
Zaijﬁ'izcj, Vi e{1,2,...,n}
=1
quindi calcoliamo:

-1-0 + 1-0 + 3- = 525

- B2

Poiché il secondo vincolo duale é violato, interrompiamo la verifica e concludiamo

3-0 4+ 2-0 - 2

wlot  wlot

che la soluzione non ¢é ottima.
e Verifichiamo se la soluzione ammissibile
T1=3, To=4
del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché
m
Zaijﬁizcj se .CZ'j>O, vj€{1>27"'7n}
=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:

— m  + M + 3 @3 = b5 (51=3>0)
3m + 2 W — 2 w3 = 2 (za=4>0)
2. Poiché
n
7 =0 se Zai]’.’fj<bi, Vi6{1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
-1-3 + 3:-4 = 9<12 quindi =0
1-3 + 2-4 = 11<12 quindi me =0
3:3 — 2-4 = 1<8 quindi Ty =

Con 71 = o = 73 = 0 le due equazioni del sistema precedente diventano 0 = 5
e 0 = 2. Poiché il sistema non ammette soluzione, interrompiamo la verifica e
concludiamo che la soluzione non € ottima.
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Soluzione grafica: la regione ammissibile é il poligono ombreggiato in rosso; le due
soluzioni verificate sopra sono indicate in viola e la soluzione ottima 1 = 5, To = %,

di valore 32, ¢ indicata in blu, insieme alla curva di livello di valore 32.

K [ \ [ \

[SIENENN
T

)

o
wloo |-
ot

1

curva di livello: 5x1 + 222 = 32

\_ J

Esercizio 9.14 — Scarti complementari (P11)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

J

m = 2 vincoli:

max —2 x1 — 4 xo
soggettoa — x1 — o < =2
ry - T < 0
T, To = 0

Domande

1. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile
1 =1, To9=1
& una soluzione ottima del problema LP.
2. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

T1 =1, To=2

¢ una soluzione ottima del problema LP.
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Soluzione

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché
m
Zaijﬁ-’izcj se .’Z']>0, Vje{1,2,...,n}
i=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in due variabili:

- 71+ T = =2 (z1=1>0)
- T - T = —4 (:E2:1>0)
2. Poiché
n
;=0 se Zaijij<bi, ViG{I,Z,...,m}
j=1
calcoliamo:
-1.1 — 11 = -2 #-2
1-1 — 1-1 = 0 £0

Risolviamo quindi il sistema precedente di due equazioni in due variabili e

otteniamo:
T =3, mp=1

3. Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁizcja Vj€{1,2,...,n}
=1

quindi calcoliamo:

13 + 1-1 = -2>-2
~1-3 — 1-1 = —-4>-4

4. Dobbiamo verificare
quindi, poiché

la soluzione é ottima.

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

del problema LP ¢ ottima.
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1. Poiché

m
Zaijﬁi =c; se T; >0, Vje{l,2,...,n}

i=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in due variabili:

- N
- N
2. Poiché
m =0 se
calcoliamo:
-1-1 — 1
1-1 — 1

Poiché il sistema precedente non ammette soluzione, interrompiamo la verifica e

Ty = =2 (i‘1=1>0)

T = —4 (f2=2>0)

n
Zaiji'j <b;, Vi e {1,2,...,m}
j=1

= -3 <2 quindi =0

= =1 <0 quindi T =10

concludiamo che la soluzione non & ottima.

Soluzione grafica: la regione ammissibile del problema LP ¢ il poliedro ombreggiato
in rosso (¢ illimitato); la soluzione Z; = 1, 3 = 2, che non ¢ ottima, ¢ indicata in
viola e la soluzione ottima Z; = 1, 9 = 1, di valore —6, é indicata in blu, insieme alla

curva di livello di valore —6.

X1 — T2 =
o 20 ° :
8 1—1}2:—2
~
~\
\\
~
~
1+ = S —21;1—4232:—6 1
ST ‘
~o |
S
\\
~
\\
~
\\
0 —
| RS
0 1
_ o J

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢é il po-
liedro ombreggiato in rosso. La soluzione duale 7; = 3, ™y = 1 ottenuta dalla prima
soluzione ¢ indicata in blu: ¢ ammissibile e ha valore —6, uguale al valore della

soluzione primale.

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

32


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

1
1
1
Nely}
|
I
€1
Y
[
1
:
o 1
& \
-, — T = —4 —— :
:
|
1+ N
1
1
—m1 + T2 = —2 —; :
:
0 I
| !
0 2 3
\_ m %

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e

m = 3 vincoli:

Domande

1.

. Calcolare 1 valori della funzione obiettivo delle due soluzioni.

. Sostituire la funzione obiettivo con la seguente:

max 1 + 2 w2 + 3 13
soggetto a 1 + 2 g — 2 23 < 1
2 1 - o — 3 z3 < 4
g, 4+ 2 x99 + 5 xz3 < 2
x1, Z2, rzg3 > 0

Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se le seguenti soluzioni
ammissibili sono soluzioni ottime del problema LP:

9 1 9 1
Iz T2=0, T3=- e I1=0, To=—, T3=_

T = -

max 7 x1+ 14 x9 + 30 x3

e verificare se le seguenti soluzioni ammissibili sono soluzioni ottime del problema LP:

9 1 2
= To =0, .ng? e 1 =0, Z9=0, ZE325

Autore: Fabio Furini
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Soluzione

1. Verifichiamo se la soluzione ammissibile

_ 9 _ 0. 7 1
€T = — €T = €T = —
1 7a 2 ) 3 7

del problema LP ¢ ottima.
(a) Poiché

m
E ai;m =cj se Tj>0,Vje {1,2,...,77,}
i=1
costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:

1@ + 27 + 17 =1 (z331=2>0)

-2 7m — 3@ 4+ 5@ = 3 (Tz=4+>0)

(b) Poiché
n
;=0 se Zaijjj<bia Vie{l,Q,...,m}

j=1
calcoliamo:
1-2 + 2.0 - 22 = 1#£1
2-2 - 1.0 - 3-7 = 2«4 quindi T =0
1-2 + 2.0 + 5-1 = 2¢2
Risolviamo quindi il sistema precedente di due equazioni in due variabili e
otteniamo:
_ 2 _ 0. = 5
m = — TTo = T = —
1= 5 ™ v M=

(c) Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁ'izcj, Vi e{1,2,...,n}

i=1
quindi calcoliamo:

1-2 + 2.0 4+ 1-3 = 1>1

2.% — 1.0 + 2.% = 2>2

_2.% — 3.0 + 5.§ = 3>3

(d) Dobbiamo verificare
7 >0, Vie{l,2,....m}

quindi, poiché

7?1—;20, T =02>0, T‘rg—gZO
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Verifichiamo se la soluzione ammissibile

I B
xr1 =V, $2_14a 1‘3_7

del problema LP é ottima.
(a) Poiché
m
Zaijﬁi =c; se T;>0,Vje€ {1,2,...,n}
i=1
costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:
2 mm — 1 m + 2 713 = 2 (f2=%>0)
-2 m - 3 ™ + 5 m = 3 (f3:%>0)
(b) Poiché
n
;=0 se Zaij:ij<b¢, Vie{1,2,...,m}

j=1
calcoliamo:
9 1 _
1-0 + 2-53 — 2-5 = 1£1
2.0 — 1-% - 3.1 - <4 quindi 7 =0
9 1 _
1-0 + 2-33 + 5.7 = 2L2
Risolviamo quindi il sistema precedente di due equazioni in due variabili e
otteniamo:
_ 2 _ 0. 7 5
T ==, =0, T3=_
1= 2 3= %

(c) Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁ'izcj, Vi e{1,2,...,n}
=1

quindi calcoliamo:

2 5
1.2 + 2.0 + 1-2 = 1>1
2 5
2.2 — 1.0 4+ 2-8 = 2>2
2 5
2.2 — 3.0 + 5.3 = 3>3
(d) Dobbiamo verificare
m; > 0, Vi€{1,2,.. ,m}
quindi, poiché
2 )
7?1—?207 7?2:020’ 7?3_?20
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2. Il valore della funzione obiettivo della prima soluzione é:

9 1 12
T 2T 3Z3 = — 0 By = =
1 + 2Ty + oX3 - + 0 + - -
e il valore della funzione obiettivo della seconda é:
_ _ _ 9 1 12
x1+2x2+3m3_0+2.ﬂ+3.?_7

Poiché le soluzioni sono entrambe ottime, i due valori devono coincidere. Inoltre,
entrambe le soluzioni soddisfano all’uguaglianza il primo e il terzo vincolo, e ogni
punto del segmento che le congiunge,

2 0
7
g =x[o[+a-N[Z]. A€ [0,1],
1 1
7 7

é una soluzione ammissibile di valore 1—72 Di conseguenza, il problema LP ha infinite
soluzioni ottime: l'intero spigolo del poliedro tra le due soluzioni é ottimo.

3. Verifichiamo se la soluzione ammissibile

_ Y 0. 7 1
xr1 = — To = rq = —
1 75 2 ) 3 7

del problema LP ¢é ottima considerando la nuova funzione obiettivo:
max 7 x1+ 14 o + 30 x3
(a) Poiché

m
Zaijﬁi =c¢; se T; >0, Vje{l,2,...,n}
i=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:

1 m + 2 m + 1 w3 = 7 (i‘1:%>0)
-2 7T - 3@ + 57 = 30 (Tz=1>0)

(b) Dal punto 1(b) abbiamo che 72 = 0. Risolviamo quindi il sistema precedente di
due equazioni in due variabili e otteniamo:

5 44
T =0, T3=—

7 7

T =

(c) Dobbiamo verificare

m
ZaijﬁZ-ch, VjG{l,Q,...,TL}
i=1

quindi calcoliamo:
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1-2 + 2.0 + 1-2 = 7>7
2-2 - 1.0 + 2-% = 14>14
-2-%2 - 3.0 + 5-% = 30>30

(d) Dobbiamo verificare

quindi, poiché

la soluzione & ottima.

Verifichiamo quindi se la soluzione ammissibile

del problema LP ¢é ottima considerando la nuova funzione obiettivo:
max 7 x1+ 14 o + 30 x3
(a) Poiché

m
E ai;T;, =cj se x; >0, Vje {1,2,...,77,}
i=1

costruiamo la seguente equazione lineare in tre variabili:

-2 7 — 3@ 4+ 5 @ = 30 (Tz3=2>0)
(b) Poiché
n
7 =0 se Zaiji“j<bi, Vi6{1,2,...,m}

j=1
calcoliamo:
1.0 + 2.0 — 2-%2 = —-3<1 quindi 71 =0
2:0 — 1-0 — 3-2 = -f<4 quindi 7 =0
1-0 + 2-0 + 5-2 = 2¢£2

Risolviamo quindi I’equazione precedente in una variabile e otteniamo:
=0, m=0, T3=06
(c) Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁ-’izcjv Vi e{1,2,...,n}
i=1

quindi calcoliamo:

1-0 + 2-0 + 1-6 = 637

interrompiamo la verifica e concludiamo che la soluzione non ¢é ottima.
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Esercizio 9.16 — Scarti complementari (P71)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 4 variabili e

m = 3 vincoli:

max 4 x + o + 5 xz3 + 3 x4
soggetto a T, - Ty — r3 + 3 x4 < 1
5 x1 —+ o + 3 x3 + 8 x4 < BD
—x1 + 2 22 4+ 3 x3 — 5 w4 < 3
z1, z2, z3, xgy = 0

Domande

1. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

& una soluzione ottima del problema LP.

2. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

¢ una soluzione ottima del problema LP.

3. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile
X1 =05, To=4, 3=0, 4=0

& una soluzione ottima del problema LP.

- J

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché

m
Zaijﬁ'izcj‘ se [fj>0, Vje{l,Z,...,n}
=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:
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n
Zaijfj <b;, Vi€ {1,2,...,m}

3-5

8-5

— m + Ty  +
3T + 8 W —
2. Poiché

=0 se

j=1
calcoliamo:

1-0 — 1-14 — 1-0 +
5.0 + 1-14 + 3-0 +
-1-0 + 2-14 + 3-0 -—

Risolviamo quindi il
otteniamo:
T = 11,

Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁ'i > ¢y, Vj 6{1,2,...

i=1
quindi calcoliamo:
1-11 + 5-0 — 1-6 = 52>4
-1-11 + 1-0 + 2-6 = 12>1
-1-1 + 3-0 + 36 = 72>5
3:-11 + 80 — 5:6 = 32>3
4. Dobbiamo verificare
>0, Vie{l,2,...,m}
quindi, poiché
m=11>0, ma=0>0, m3=62>0
la soluzione € ottima.
e Verifichiamo se la soluzione ammissibile
T1=0, To=1, ZT3=2, T4=1

del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché

m
Zaijﬁi =c; se T; >0, Vje{l,2,...,n}
i=1

costruiamo il seguente sistema di tre equazioni lineari in tre variabili:

-9

sistema precedente di

Ty =0,

(.CEQ =14 > 0)

(534:5>0)

141

54 < 55 quindi mo =0
343

due equazioni in due variabili e

T3 =06

Autore: Fabio Furini
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- T+ T + 2 w3 = 1 (Z2=1>0)
- T 4+ 3 ™ 4+ 3 @3 = 5 (z3=2>0)
3m™m 4+ 8 @ — 5 @3 = 3 (Z4=1>0)
2. Poiché
n
;=0 se Zaiji‘j<bi, Vi6{1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
1-0 - 1-1 — 1-2 4+ 3-1 = 0<1 quindi m =0
5.0 + 1-1 + 3:-2 4+ 8-1 = 15<55 quindi m =10
-1-0 + 2-1 4 3-2 — 5.1 = 34£3

Poiché il sistema precedente non ammette soluzione, interrompiamo la verifica e

concludiamo che la soluzione non € ottima.
e Verifichiamo se la soluzione ammissibile
F1=5, To=4, T3=0, T4=0
del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché
m
Zaijﬁi =c¢; se T; >0, Vje{l,2,...,n}
i=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:

T+ 5w — 73 = 4 (z1=5>0)
- T+ ™ + 2 @3 = 1 (.f2:4>0)
2. Poiché
n
=0 se Zaiji’j<b,~, Vie{l,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
1-5 — 1-4 — 1-0 + 3.0 = 11
5.5 + 1-4 + 3-0 + 8-0 = 29<55 quindi =10
-1-5 + 2-4 + 3-0 — 5-0 = 343

Risolviamo quindi il sistema precedente di due equazioni in due variabili e

otteniamo:
=9 m=0, T3=25
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3. Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁ'izcj, Vj€{1,2,...,n}

i=1
quindi calcoliamo:
1-9 + 50 — 1-5 = 4>4
-1-9 + 1-0 4+ 2-5 = 12>1
-1-9 + 3:-0 + 3:5 = 625
3:9 + 8:0 — 5-5 = 2%3

quindi interrompiamo la verifica e concludiamo che la soluzione non €& ottima.

Esercizio 9.17 — Scarti complementari (P72)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 5 variabili e
m = 4 vincoli:

max 7 x1 + 6 9o 4+ 5 x3 — 2 x4 + 3 x5
soggetto a 1 + 3 2 + 5 3 — 2 x4 + 2 x5 < 4
4 v + 2 20 — 2 =3y + T4 + x5 < 3
2 1 4+ 4 x9 + 4 x3 — 2 x4 + H x5 < b
3 1 + To + 2 3 — Ty — 2 x5 < 1
x1, Z2, x3, x4, x5 = 0

Domande

1. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

_ _ 4 _ 2 _ 5
1'1:0, €r2 = 3, x3:§7 $4:§7

3 T5 =0

& una soluzione ottima del problema LP.

2. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile

B1= B=0, B3= ok, 4=, g5= o
1_597 2 =Y 3_597 4_597 5_59

& una soluzione ottima del problema LP.
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Soluzione

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

_ _ 4 _ 2 5
3;120, x2:§7 .%'3:§, .1'4:3, .’17520

del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché
m
Zaijﬁ-izcj se .’f]>0, vj€{172""7n}
=1

costruiamo il seguente sistema di tre equazioni lineari in quattro variabili:

3 + 27 + 47 + To= 6 (T2=2>0)
5 T — 2 T + 473 + 27T = 5 (3 =2 >0)
_ _ _ - —- _5
-2 m + T — 2 @3 - Ty = —2 (-’174—§>0)
2. Poiché
n
7 =0 se Zaija’:j<bi, Vie{1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
1-0 + 3-2 + 5-2 — 2.2 4+ 2.0 = 4¢4
40 4+ 2-3 — 2-%2 4+ 1-2 + 1.0 = 3¢3
2:0 + 4-% + 4-2 - 2.5 + 5.0 = Y<5 quindi 73 =0
3.0 + 1-% + 2-2 — 1.3 - 2.0 = 1¢1

Risolviamo quindi il sistema precedente di tre equazioni in tre variabili e
otteniamo:
m =1, m=1, wm3=0, =1

3. Dobbiamo verificare

m
Zaijﬁizcj, Vje{l,z,...,n}

i=1
quindi calcoliamo:
1-1 + 4.1 + 2-0 + 3-1 = 8=>7
3:-1 4+ 21 + 4-0 + 1-1 = 6>6
5:-1 — 21 + 4-0 4+ 2-1 = 52>5
-2-1 + 11 - 20 — 1-1 = =-22>-=-2
21 4+ 1-1 + 5-0 — 2-1 = 1%#3

quindi interrompiamo la verifica e concludiamo che la soluzione non €& ottima.
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del problema LP ¢ ottima.

1. Poiché

=1

m + 4 m +

5 1 — 2 7T +
-2 m + Ty —
2 m + Ty +
2. Poiché
=0 se
calcoliamo:
1-8 + 3.0 +
4-8 + 2.0 -
2.8 + 4.0 +
3-8 + 1.0 +

e otteniamo:

3. Dobbiamo verificare

quindi calcoliamo:

1-1 + 4-
3-1 + 2.
5-1 — 2
—2-1 + 1
2-1 + 1

m
E aijT; 2 Cj,
i=1

58

59

58

59

58

" 59

58

" 59

58

" 59

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

91

I?):@a

Ty =

166
59’

2 m3 4+ 3 my

4 713 + 2 Ty

2 w3 - T4
5 M3 — 2 Ty
n

5

7
5
=%

3

37

"~ 59

m
Zaijﬁ-izcj se .’z']>0, Vje{1,2,...,n}

costruiamo il seguente sistema di quattro equazioni lineari in quattro variabili:

@1 =5 >0

(2= %

> 0)
(#2= 4 >0)
(5= 5 >0)

Zaiji’j <b;, Vi € {1,2,...,m}

j=1
91
5.3 — 2.
2.2 4+ 1.
91
4.4 - 2.
91
2.4 _ 1.

T3 =

166
59

166
59

166
59

166
59

13

@’

+ 2.8 +
+ 4.8 +
+ 4.8 +
— 2.% —
+5 B -

+ 2
+ 1
+ 5

2

Ty

" 59

32
59

Vie{l,2,...,n}

32

35 =

32

35 =

32

35 =

32

35 =

32

.37

59

. 37

59

.37

59

.37

59

= 4

= 3

= 5

B!

Risolviamo quindi il sistema precedente di quattro equazioni in quattro variabili

£4
£3
£5
£1

Autore: Fabio Furini
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4. Dobbiamo verificare

quindi, poiché

la soluzione & ottima.
g J

Esercizio 9.18 — Scarti complementari (B1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 3 vincoli:

max 3 x1 + 3 x9
soggetto a Ty + 2 9 < 6
2 1 + To < 6
T+ 2 < 4
1, z2 > 0

Domande

1. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile
T1 =2, To=2
¢ una soluzione ottima del problema LP.
2. Usando il teorema degli scarti complementari, verificare se la soluzione ammissibile
r1 =3, T2=0

& una soluzione ottima del problema LP.

- J

Soluzione

e Verifichiamo se la soluzione ammissibile

T =2, To=2

del problema LP ¢ ottima.
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1. Poiché
m
Zaijﬁi =c; se T; >0, Vje{l,2,...,n}
i=1

costruiamo il seguente sistema di due equazioni lineari in tre variabili:

1 m + 2 1 + 1 w3 = 3 (.7_71=2>0)
2 m 4+ 1 m + 1 73 = 3 (572=2>0)
2. Poiché
n
Ti=0  se > aiz; <bi, Vi€ {1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
1-2 + 22 = 6£6
2:2 4+ 1-2 = 6<£6
1-2 + 1-2 = 444

Tutti e tre 1 vincoli sono attivi, quindi nessuna variabile duale é forzata a zero.
Il sistema del passo 1 ha due equazioni e tre incognite e quindi ha infinite
soluzioni. Sottraendo la seconda equazione dalla prima otteniamo 7o — 71 =
0, cioé Ty = my. Ponendo T = Ty = s e sostituendo nella prima equazione
otteniamo 73 = 3 — 3s. Scegliamo s = 1 e otteniamo:

3. Dobbiamo verificare

m
Zamﬂ'z’ 2 ¢j, Vj e {1>27 ,TL}
=1
quindi calcoliamo:
1-1 + 21 4 1-0 = 32>3
2-1 4+ 11 + 1-0 = 3>3

4. Dobbiamo verificare

quindi, poiché

la soluzione & ottima.
e Verifichiamo se la soluzione ammissibile
r1 =3, To2=0

del problema LP ¢ ottima.
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1. Poiché

m
Zaijﬁi =c; se T; >0, Vje{l,2,...,n}
i=1

costruiamo la seguente equazione lineare in tre variabili:

1 m + 2 1 + 1 w3 = 3 (.7_71=3>0)
2. Poiché .
Ti=0  se > aiz; <bi, Vi€ {1,2,...,m}
j=1
calcoliamo:
1-3 + 20 = 3<6 quindi m =0
2:3 + 1-0 = 6«6
1-3 4+ 1-0 = 3<4 quindi 73 =20

Risolviamo quindi I’equazione precedente in una variabile e otteniamo:

3. Dobbiamo verificare
m
Zaijﬁ'izcj, Vj€{1,2,...,n}
=1
quindi calcoliamo:

1-0 + 2-3 + 1-0 = 323
3

2:0 + 1-3 + 1.0 = 3%#3

quindi interrompiamo la verifica e concludiamo che la soluzione non €& ottima.
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Soluzione grafica: la regione ammissibile del problema LP ¢ il poliedro ombreggiato
in rosso; la soluzione 1 = 3, o = 0, che non é ottima, é indicata in viola e la soluzione
ottima 1 = 2, o = 2, di valore 12, ¢ indicata in blu, insieme alla curva di livello
di valore 12. La curva di livello coincide con la retta z; + x5 = 4 del terzo vincolo,
che tocca la regione ammissibile solo nel vertice ottimo: il vertice ottimo é degenere,
poiché tutti e tre i vincoli sono attivi in esso.

s ‘ 0
4> .
3% -
&
2% -
0 N
| | \\‘
0 2 3 4
N i /
. J

9.4 Esiti della coppia primale-duale
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Esercizio 9.19 — Esiti del primale e del duale (P31)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max r1 + )
soggettoa — x1 + x99 < 1
ry - Ty < 1
r1, rg > 0

Domande

1. Scrivere il problema duale.

2. Determinare l’esito del problema primale (soluzione ottima, illimitato o inammissibi-

le).

3. Determinare l’esito del problema duale e verificare che la coppia sia uno dei quattro
casi del teorema sui possibili esiti di una coppia di problemi primale e duale.

- /

Soluzione

e Il problema duale ha m = 2 variabili non negative e n = 2 vincoli lineari di maggiore

o uguale, ottenuti trasponendo la matrice dei vincoli:

min T+ )
soggettoa — w1 + m > 1
™ = m > 1
1, m > 0

e [l problema primale ¢ illimitato. Infatti, per ogni valore ¢ > 0 il punto z; = Zo = ¢
é una soluzione ammissibile, poiché

—t+t=0<1, t—-t=0<1, ¢>0,

e il suo valore obiettivo é 2¢, che supera qualunque valore fissato M per ¢ abbastanza
grande.

e Il problema duale é inammissibile. Infatti, sommando i suoi due vincoli otteniamo

(—m +m2) 4+ (m —m2) =02> 2,
>1 >1

che non é mai soddisfatta.
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La coppia ricade quindi nel caso “primale illimitato, duale inammissibile”, come pre-
visto dal corollario: se il problema primale ¢ illimitato, allora il problema duale ¢
inammissibile.

Soluzione grafica: la regione ammissibile del problema primale ¢ il poliedro illimi-
tato ombreggiato in rosso; la curva di livello 21 4+ o = 3 é tracciata in blu, e le curve
di livello 1 + x5 = k intersecano la regione ammissibile per ogni valore di k > 0,

N

quindi la funzione obiettivo pud crescere senza limite.

-

p)

N i /

I due semipiani definiti dai vincoli duali, ombreggiati in rosso chiaro, non hanno alcun

punto in comune nell’ortante non negativo: la regione ammissibile duale & vuota.

a T

2
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Esercizio 9.20 — Esiti del primale e del duale (P33)

A

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

Domande
. Scrivere il problema duale.

. Determinare 'esito del problema primale (soluzione ottima, illimitato o inammissibi-

. Determinare ’esito del problema duale e verificare che la coppia sia uno dei quattro

max r1 + o
soggetto a 1 + x2 < 2
- T - T < —4
Ty, T > 0

le).

casi del teorema sui possibili esiti di una coppia di problemi primale e duale.

J/

Soluzione

e [l problema duale ha m = 2 variabili non negative e n = 2 vincoli lineari di maggiore

o uguale, ottenuti trasponendo la matrice dei vincoli:

min 2 7w 1 — 4 7 2
soggetto a T — Ty > 1
™ — T > 1
T, m > 0

(i due vincoli duali coincidono, poiché le due colonne della matrice dei vincoli del
primale sono uguali).

Il problema primale ¢ inammissibile: il primo vincolo impone z; + 22 < 2 e il
secondo, moltiplicato per —1, impone z1 + x2 > 4.

Il problema duale ¢ illimitato. Infatti, per ogni valore t > 0 il punto 7 = 1+t e
o = t € una soluzione ammissibile, poiché 711 — 19 = 1 > 1, e il suo valore obiettivo &

2(1+1t)—4t=2—2t,

che tende a —oo al crescere di t. Poiché il problema duale é un problema di minimo,
é illimitato.

Autore: Fabio Furini
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La coppia ricade quindi nel caso “primale inammissibile, duale illimitato”.

Soluzione grafica: i due semipiani definiti dai vincoli primali, ombreggiati in rosso
chiaro, non hanno alcun punto in comune: la regione ammissibile primale é vuota.

s ) —
4 - |
&
2 |
0
| |
0 2 4

N i /

La regione ammissibile duale ¢ il poliedro illimitato ombreggiato in rosso (i due vincoli

duali coincidono). La curva di livello 27 — 4wy = —2 & tracciata in blu: muovendosi
nella direzione (1, 1) la funzione obiettivo decresce senza limite.

~ | a—

2

N i J

- J

Esercizio 9.21 — Esiti del primale e del duale (P35)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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max X
soggetto a T
-

Ty,

Domande

1. Scrivere il problema duale.

le).

N\

T2

T2

T2

T2

IN N

Vv

2. Determinare l’esito del problema primale (soluzione ottima, illimitato o inammissibi-

3. Determinare 'esito del problema duale e verificare che la coppia sia uno dei quattro
casi del teorema sui possibili esiti di una coppia di problemi primale e duale.

J/

min T
soggetto a T
- m

1,

2.

0 > 2, che non é mai soddisfatta.

o uguale, ottenuti trasponendo la matrice dei vincoli:

T2

T2

T2

2

Soluzione

e Il problema duale ha m = 2 variabili non negative e n = 2 vincoli lineari di maggiore

ARV

v

e [l problema primale ¢ inammissibile: i due vincoli impongono z1—z2 < 1ex;—x9 >

e Anche il problema duale ¢ inammissibile: sommando i suoi due vincoli otteniamo

La coppia ricade quindi nel caso “entrambi i problemi inammissibili”. Questo esempio
mostra che 'inammissibilita del problema primale, da sola, non determina l’esito del
problema duale: nell’esercizio P33 il problema primale ¢ inammissibile e il problema
duale ¢ illimitato, mentre qui entrambi sono inammissibili.

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

52


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Soluzione grafica: i due semipiani definiti dai vincoli primali, ombreggiati in rosso
chiaro, non hanno alcun punto in comune: la regione ammissibile primale ¢ vuota.

s = )

X2

- i v

Anche i due semipiani definiti dai vincoli duali non hanno alcun punto in comune:

anche la regione ammissibile duale ¢ vuota.

-

N

Esercizio 9.22 — Esiti del primale e del duale (P36)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:
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N\

max — I
soggetto a — 21
T

Ty,

Domande

1. Scrivere il problema duale.

2. Determinare l’esito del problema primale (soluzione ottima, illimitato o inammissibi-

le).

3. Determinare 'esito del problema duale e verificare che la coppia sia uno dei quattro
casi del teorema sui possibili esiti di una coppia di problemi primale e duale.

T2

xy <
xy <
T2 >

J/

Soluzione

e Il problema duale ha m = 2 variabili non negative e n = 2 vincoli lineari di maggiore

o uguale, ottenuti trasponendo la matrice dei vincoli:

min —2 m
soggetto a — m
- m

71,

e Il problema primale ammette una soluzione ottima.
illimitata, ma il primo vincolo impone x1 + 2 > 2 per ogni soluzione ammissibile, e

quindi

—x1 — 2o < =2, \ <x1) e L.

0 2
Le due soluzioni ammissibili ( 2) e ( O) raggiungono questo valore, e quindi il valore

ottimo & z( LP) = —2.

e Anche il problema duale ammette una soluzione ottima e, per la dualita forte, il
suo valore ottimo & z( D(LP)) = —2. Una soluzione duale ottima &

=1

che é ammissibile, poiché¢ —1+0=—-1> —-1e —-1—-0= —1 > —1, e il cui valore della

funzione obiettivo ¢ —2-14+2-0= —2.

+

+

2 Up)
T2
T2

T2

Z2

Fy =0,

(AVARRN AV
| |
— —

v
o

La sua regione ammissibile &

Autore: Fabio Furini
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La coppia ricade quindi nel caso “entrambi i problemi ammettono una soluzione ottima,
con valort ottimi uguali”.

Soluzione grafica: la regione ammissibile del problema primale ¢ il poliedro illimita-
to ombreggiato in rosso. La curva di livello —x1 — 9 = —2, tracciata in blu, coincide
con la retta del primo vincolo: tutti i punti del segmento tra i due vertici indicati in

=

blu sono soluzioni ottime di valore —2.

2

\_ - J
La regione ammissibile duale ¢ il triangolo ombreggiato in rosso; la soluzione ottima
duale 71 = 1, T3 = 0 é indicata in blu. La curva di livello —2 7 +2 79 = —2, tracciata
in blu, coincide con la retta del primo vincolo duale, che tocca il triangolo solo nel
vertice ottimo.

s | N

2
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Capitolo 10

Algoritmo del simplesso duale

10.1 Problemi con due variabili

Esercizio 10.1 — Algoritmo del simplesso duale (P11)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 2 vincoli:

max —2x1 — 4uxo
soggettoa —xz1 — ro < =2
ry - T < 0
T, To = 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min —2m
soggettoa —m; + m > -2
—m — @y > —4
T, Ty > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con I’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con I'algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.
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Soluzione

e Inizializzazione

max

soggetto a —m

71,

Il dizionario duale iniziale é:

T =2
Ty =4
—w =0

T =2, 7Ty =4,

Dopo aver aggiunto le variabili di
forma standard:

max —2x7 —
soggettoa  —x1 —
I —

X,

Il dizionario primale iniziale é:

:L‘3:—2
x4 =0
z=0

T3 = -2, T4=0,

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 2 e aggiungiamo in testa n = 2
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

dove B ={1,2} e N' = {3,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:

scarto al problema primale, otteniamo la seguente

dove B ={3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base primale non ammissibile é:

27‘(‘3
= 3+ my = =2
T — ™ — my = —4
T3, T3, Ty = 0
= T+ T4
— T3 — T4
+ 2 m3

3 =0, m4=0 divalore 0

4 19
T2 + T3 = =2
2 + x4 = 0
T2, 3, g = 0

Sl r1 -+ 9

= r1 + T3

— 2x1 — 4 x9

1 =0, o =0 divalore 0

Autore: Fabio Furini
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e Iterazione 1

L’unica variabile in base con valore negativo & x3, che & la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 3 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:
2—m3>0
T = 2-—3 —— w3 < 2
w1>0

4—-—m3>0
———

>0

Ty = 4 — 3 w3 < 4

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x3:
-2 —4
=i

1>
valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:

S — min{ } = 2, raggiunto da ;. Aumentando il valore di 73 fino a 2, il

w3 diventa duale in base e, di conseguenza, x3 diventa primale fuori base;

71 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x1 diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
m=2—m3+my quindi w3 =2—m + 7.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
g =4—(2—m+my) —mg=2+m —2my

—w=04+22—-—m+my)=4—-2m +2my

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

T =2 + T — 2 my
=2 — T+ o
—w=4 — 2 m + 2 my

dove B =1{2,3} e N = {1,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:
To =2, T3 =2, T =0, m4=0 di valore —4
— Per il problema LP primale, abbiamo:
r3=—-24x1+x2 quindi =z =2— 19+ T3.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

T4=0—(24+x3—T2) +22=—-24222 — 23
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2=0—-2 (2+ax3—2x9) —4x9=—-4—219 — 213

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

T = 2 - T2 + x3
Ty= -2 + 2 x0 - xs
z= —4 — 2x9 — 2 x3

dove B = {1,4} e N = {2,3}. La soluzione di base primale non ammissibile ¢:

T1 =2, Ty= -2, To=0, Z3=0 divalore —4

e Iterazione 2

L’unica variabile in base con valore negativo & x4, che & la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 74 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

2—2my >0

Ty = 2—21my ——— T < 1
w9 >0

2414 >0

————

w3>0

T3 = 247y

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x4:
S = :—3 = 1, raggiunto da x2 (a43 = 1 > 0 non da alcun candidato). Aumentando il
valore di 74 fino a 1, il valore di 7y scende a 0. Abbiamo quindi che:

my4 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;
mo diventa duale fuori base e, di conseguenza, xo diventa primale in base.
— Per il problema LP duale, abbiamo:
o =2—2my+m quindi 774:1+§7r1—§7r2.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

1 1 1 1
7T3_2+<1+27T1—27T2>— 7r1:3—§7r1—§7r2

1 1
—w =442 <1+27r1—2772>—27r1:6—771—7rg
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Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

3 1 1

T3 = - - m - =7

3 5 1 5 2
= 1 + 1 1

Ty = 5 1 9 9

—w= 6 - ™ — o

dove B = {3,4} e N’ = {1,2}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

ﬁ3:3, ﬁ4:1, 7?1:0, ﬁQZO di valore —6
Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate ms, my, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

7?1 = 3, ﬁg = 1, e Z(D(LP)) = —06.

— Per il problema LP primale, abbiamo:

1 1
Ty =—2—x3+2x2 quindi :1:2:1—|—§m3+§x4.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

=2+ 14 Sostow) =14 !
I = I3 2.%3 2%4 = 2%3 2:174

1 1
z=—4—2x3—2 <1+2$3+2x4) =—6—3r3— 14

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

1 1
T = 1 + 5 T3 — 5 Ty
1 + L oy
To = - -
2 2 3 2 4
z= -6 = 3 r3 — T4

dove B = {1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ¢ ora primale ammissibile e
duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

F1=1, #=1, G5=0, #4=0 divalore —6,

in accordo con il teorema della dualita forte.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in

rosso. La regione ammissibile é illimitata.
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo é il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali
71, T2, che corrispondono alle variabili w3, 74 dei dizionari duali.

i =1,

ZTg=1 e z(LP)=—6

Autore: Fabio Furini
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Una soluzione ottima del problema LP duale é:

#1=3, #@a=1 e z( DLP))=—6.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.

Esercizio 10.2 — Algoritmo del simplesso duale (P12)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 2 vincoli:

max — X1 — 2 X9
soggettoa — x1 — To < =3
rT1 — 2 x99 < -1
Z1, To = 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:
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min -3 m - T2
soggettoa — m + Ty > —1
- m = 2 my > =2
1, Ty 2> 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non ¢ primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con ’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con I’algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.

- /

Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 2 e aggiungiamo in testa n = 2
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

max 3w + Ty
soggettoa — w1 — T3 4+ Ty = —1
— Ty — T = 2 my = =2
T, 9, 3, Ty 2 0

I1 dizionario duale iniziale é:

m= 1 - T3  + T4
= 2 - T3 — 2 my
—w= 0 + 3 m + Ty

dove B ={1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:

con —w = 0, cioé¢ w = 0.

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente
forma standard:
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max — T1 — 2 I3
soggettoa — x; — To + 3 = =3
1 — 2 X9 + x4 = -1
1, Z2, s, Ty > 0

Il dizionario primale iniziale é:

r3= -3 + xr1 + )
ry= -1 - 1T + 2 x
7= 0 - r1T — 2 x9

dove B ={3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base primale non ammissibile é:

T3 =-3, T4=-—1, z1=0, zo=0 divalore 0
e Iterazione 1
Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono z3 e x4: per

la regola dell’indice minimo la riga pivot & x3. Corrispondentemente, nel dizionario
duale aumentiamo la variabile 73 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
1—m3>0
m = 1— 73 —— m3 <1
w120
o= 2— T3 2-m=>0 my < 2
o >0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x3:

Sy = min {:—i, }%} = 1, raggiunto da ;. Aumentando il valore di 73 fino a 1, il

valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:

w3 diventa duale in base e, di conseguenza, x3 diventa primale fuori base;

w1 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x; diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
m=1—m3+ 74 quindi w3=1—m + my.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
my=2—(1—m+my) —2my=1+m —3my

—w:3(1—7T1+7T4)+7T423—37T1+47T4
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Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

m= 1 + ™ — 3 My
M= 1 - ™+ T4
—w= 3 — 3 m + 4 my

dove B =1{2,3} e N = {1,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:
M =1, m3=1, 11 =0, m4=0, —w=3, w=-3.

— Per il problema LP primale, abbiamo:
r3=—-34+x1+x2 quindi =z =3-— 13+ T3.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
x4=—-1—B8—zo+x3)+220=—-4+329 — 23
z=—(B3—x2+2x3) — 229 =—-3 — 2 — 3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

T = 3 - To + 3
zs= —4 + 3 z2 - T3
z2= -3 - T2 — I3

dove B = {1,4} e N = {2,3}. La soluzione di base primale non ammissibile ¢:

T1 =3, T4=—4, To=0, z3=0 divalore —3

e Iterazione 2

L’unica variabile in base con valore negativo € x4, che ¢& la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 74 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:
1-37m 4 Z 0 1
= 1-3my —_— m< L
mo >0
w T > —1

T3>0

M= 1+4+my

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x4:

Sm = :—é = %, raggiunto da x2 (ag3 = 1 > 0 non da alcun candidato). Aumentando il

valore di 74 fino a %, il valore di w9 scende a 0. Abbiamo quindi che:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 65


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

my4 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;

o diventa duale fuori base e, di conseguenza, xo diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:

1 1 1
o + m T4 quindl @ 7y 3 + 37‘(‘1 3772

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

1 i 1+1 1 4 2 1
mg=1-m St oM M| =S — oM — ST
3 1 3T 3mM = 3™ 3 3T~ 3™

w—3—3maafty Lt 1 N_18_5 4
- m 3 3T T 3gMm )T g Ty g

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

4 2 1
T3 — 3 — 37'(']_ — §7T2

1 1 1
Ty = 3 + 3m — 372

13 5 4
—w = 3 — 37'('1 — 57['2

dove B = {3,4} e N’ = {1,2}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

4 1 13 13
7~T4:*, fr1:O, 7~TQZO, W = —, w=——.

-3 3 3 3

Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate ms,my, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

4 1 1
i am=l o JDEP) = —53.

— Per il problema LP primale, abbiamo:

4 1 1
T4 =—4+4+322 —23 quindi x2=§+§x3+§x4.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

Tk — 3 — %—i-lx +1x +x—§+gx—1m
1= 3 T 3%t g 3= 3t 3T~ 3T
4

< 1 1 ) 13 4 1
z=—3—|-+z-23+-T4) —23=—

3 3%

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

3 3 3
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5 2 1
r1 = 3 T 3 73 — 324
4 1 1
To = 3 t 3 23 + 3 24
- _13 _ 4 _ 1
% = 3 3 T3 3 T4

dove B = {1,2} e N' = {3,4}. La soluzione di base ¢ ora primale ammissibile e

duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

5 4 13
ilzg, j2:§, igzo, 513'4:0 dl Valore —E,
in accordo con il teorema della dualita forte.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:
- 5 4 13
Ti=3, B2=g e z(LP):—?.

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo & il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali
71, T, che corrispondono alle variabili 73, 74 dei dizionari duali.
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Una soluzione ottima del problema LP duale é:

4 1 13
fo=—=, e z(D(LP))=——.

=3 3 3

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.

Esercizio 10.3 — Algoritmo del simplesso duale (P13)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 3 vincoli:

max — X1 — 3 I9
soggettoa — x1 — 239 < —6
g, — 4 9 < —6
2 1 — 2 x99 < 3
1, To > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 3 variabili e n = 2 vincoli:
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mn —-6m — 6 m + 3 w3
soggettoa — w1 + m + 2w > -1
—2m - 4 m - 2 w3 > =3
1, 2, T3 2 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non ¢ primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con ’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con I’algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.

A J
Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 2 e aggiungiamo in testa n = 2
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

max 6m3 + 6 Mg — 3 Ty
soggettoa — m — T3+ ™+ 2 1 = -1
— m — 2 w3 — 4 my — 2w = —3
1, T2, 3, T4, o> 0

I1 dizionario duale iniziale é:

m™m= 1 - w3 + T + 2 s
m= 3 — 2 w3 — 4 my — 2 w5
—w= 0 + 6 m3 + 6 M — 3 s

dove B=1{1,2} e N = {3,4,5}. La soluzione di base duale ammissibile ¢:

con —w = 0, cioé¢ w = 0.

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente
forma standard:
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max — T — 3 X9
soggettoa — x1 — 2 xy + x3 = —6
r1 — 4 x9 + x4 = —6
2 1 — 2 x + x5 = 3
z1, x2, z3, Z4, x5 2 0
Il dizionario primale iniziale é:
r3= —6 4+ r1 + 2 x9
4= -6 - r1 4+ 4 x9
T5 = 3 — 2 1 4+ 2 x9
z = 0 - T1 — 3 X9

dove B ={3,4,5} e N = {1,2}. La soluzione di base primale non ammissibile ¢:

T3 = —6, T4 =—6, Ty5=3, z1 =0, Zo=0 divalore 0
e Iterazione 1
Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x3 e x4: per

la regola dell’indice minimo la riga pivot & x3. Corrispondentemente, nel dizionario
duale aumentiamo la variabile 73 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
1—m3>0
m= 1— m3 N—— m3 < 1
71>0
™= 3-2m o=ty < 3
>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x3:

:—i, :—‘3} = 1, raggiunto da ;. Aumentando il valore di 73 fino a 1, il

valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:

Sop, = min{

73 diventa duale in base e, di conseguenza, z3 diventa primale fuori base;

m1 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x; diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
m=1—m3+ m+2n5 quindi w3=1-—m1 + 74+ 27s5.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

7T2:3—2(1—7T1+7T4—|—27T5)—47T4—27T5:1+27T1—67T4—67T5

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

70

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

—w=04+6 (-7 +7m4+27m5)+6m4—375=6—67m + 1274+ 975

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

m= 1 4+ 2 m - 6 m4 — 6 s
m= 1 - T+ ™ 4+ 2 75
—w= 6 — 6 m + 12 m + 9 sy

dove B =1{2,3} e N ={1,4,5}. La soluzione di base duale ammissibile é:

=1, w3 =1, =0, my=0, 75=0, —w=6, w=—6.

— Per il problema LP primale, abbiamo:
r3=—-64+21+22x9 quindi x;=6—2x9+ x3.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
xg=—6—(6—2x9+x3) +4x0 =—-12+ 622 — 23

$5:3*2(6*2$2+$3)+25L‘2:*9+6I2*21‘3
z2=0— (6—2x9+x3) —3x2=—6— 22— 3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

a5y = 6 — 2 x2 + T3
ra= —-12 + 6 x5 — x3
T5 = -9 + 6 2 — 2 z3

7B = -6 — Ty — T3

dove B = {1,4,5} e N = {2,3}. La soluzione di base primale non ammissibile
e:

r1 =6, ¥4=-12, T5= -9, To=0, Z3=0 divalore -6

e Iterazione 2

Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x4 e x5: per
la regola dell’indice minimo la riga pivot é x4. Corrispondentemente, nel dizionario
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duale aumentiamo la variabile m4 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

1—-6m4>0 1

m= 1—6my N— T < 6
m2>0

1+m >0

—_————

w3>0

3= 1+4+my

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di z4:
S = :—(15 = %, raggiunto da x2 (ag3 = 1 > 0 non da alcun candidato). Aumentando il
valore di 74 fino a %, il valore di o scende a 0. Abbiamo quindi che:

my4 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;

o diventa duale fuori base e, di conseguenza, xo diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:

.. 1 1 1
mo=14+2m —6my — 6715 quindi 774:6+§7r17677277r5.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

=1 + 1_}_1 _} _ +2 —z_g _1 +
Ty = m 5 3711 6772 s 7r5—6 3771 67r2 Ty
1 1 1
—w=6—6m + 12 (6+37T1—67['2—7T5)+97T5:8—27T1—27['2—37T5.

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

7 2 1
T3 = 3 — 37'('1 — 67‘(’2 + 5
1 1 1
T4= 3§ + 37 - s — 5
—w = 8 — 2 1 — 2 T2 — 3 5

dove B = {3,4} e N = {1,2,5}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

7 1 . . -

6

, T4 = =,

6

Ty =

Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate 73, w4, 75, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:
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— Per il problema LP primale, abbiamo:

1 1
24 =—12+622 — 3 quindi x2:2+6x3+6x4,

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

—6-2 (24 2as+ 2wa) a5 =2+ 2 .
T = 6:E3 6$4 xr3 = 3133 3l’4

1 1
r5=—-94+6 <2+6x3+6x4)23}3:3$3+ T4

= 6 (24 x5+ = — g ! !
Z = 61‘3 61‘4 r3 = 61’3 61‘4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

;

T = 2 + % r3 - % T4
_ 1 1
T2 = 2 + 6 I3 T G T4
g = 3 - r3 + T4
z= -8 - % T3 - % T4

dove B ={1,2,5} e N = {3,4}. La soluzione di base ¢ ora primale ammissibile

e duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

T = 2, Tog = 2, .f5 = 3, 1‘3 = 0, z4=0 di valore - 8,

in accordo con il teorema della dualita forte.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 73


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

O 6 N

\_ i /

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

flz ) .f2:2 (§] Z(LP)Z—&

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢ il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le tre variabili duali originali
71, T, T3, che corrispondono alle variabili 73, w4, 75 dei dizionari duali.
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~

3

T2

N[
wlis

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

1
71'122, 7~T2=6, 77(320, e Z(D(LP))Z—S.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Variabili (pi_3, pi_4, pi_5): le variabili duali originali.
# Poliedro definito da disuguaglianze (rappr. per iperpiani)
p = Polyhedron(iegs=[

1, -1, 1, 2), # 1 - pi_3 + pi_d4 + 2%pi_ 5 >= 0

(3, -2, -4, -2), # 3 - 2xpi_3 - 4*pi_4 - 2*pi 5 >= 0

0, 1, 0, 0), # pi_3 >= 0
0, 0, 1, 0), # pi_d >= 0
(0, 0, 0, 1) # pi_5 >= 0

D

# Mostra le disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()

# Mostra i punti estremi e i raggi estremi del poliedro
p.Vrepresentation()

# Disegna il poliedro (3D)
p-plot()

Esercizio 10.4 — Algoritmo del simplesso duale (P14)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 3 vincoli:

max — X1 — 2 X9
soggettoa — x1 + Ty < 2
T1 — 2 x9 < 2
- x1 - T < =3
1, To > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 3 variabili e n = 2 vincoli:

min 2m + 2 m — 3 w3
soggettoa — m + T = w3 > -1
™ — 2 my — T3 > =2
T, T2, T3 > 0
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Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con I’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con l'algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il

dizionario duale e il dizionario primale.

\\§ J
Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 2 e aggiungiamo in testa n = 2
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

max —2m3 — 2 my + 3 ms
soggettoa — m = T3+ Ty — s = —1
- m + T — 2 my — T = —2
1, T2, 3, T4, mw > 0

Il dizionario duale iniziale é:

m= 1 - w3+ Ty — 5
= 2 4+ w3 = 2 my — 5
—w= 0 — 2 w3 — 2 my + 3 75

dove B ={1,2} e N = {3,4,5}. La soluzione di base duale ammissibile é:

con —w = 0, cioé w = 0.

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente
forma standard:

max — X1 — 2 I9
soggettoa — x1 + T2 + x3 = 2
r1T — 2 x9 + x4 = 2
- x1 - D) + x5 = -3
Ty, 9, 3, T4, r5 > 0
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Il dizionario primale iniziale é:

;

T3 = 2 + x - 9
Ty = 2 — 1T + 2 x
r5= -3 + T + T2

2= 0 - r1T — 2 x9

\

dove B = {3,4,5} e N' = {1,2}. La soluzione di base primale non ammissibile é:

Tz =2, Ty4=2, Ts5=—3, 1 =0, Zo=0 divalore 0
e Iterazione 1
L’unica variabile in base con valore negativo é x5, che & la riga pivot. Corrispon-

dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 75 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

1—75>0
m= 1— m;5 N—— s <1
w1>0
Ty = 2 — s 2-m20 s < 2
w9 >0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x5:
:—i, :—%} = 1, raggiunto da z1. Aumentando il valore di 75 fino a 1, il

valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:

S, = min{

75 diventa duale in base e, di conseguenza, x5 diventa primale fuori base;

71 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x1 diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
m=1—m3+ m— 75 quindi 75 =1— 73+ my — 1.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
me=24+m3—2my— (1 —m3+my—m)=1+m + 273 — 3my

—w:—27r3—27r4—|—3(1—7r3+7r4—7r1):3—37r1—57r3+7r4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

m= 1 + m + 2 m3 — 3 my
= 1 - ™ = T3 + T4
-w= 3 — 3 m — 5 w3 -+ Ty
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dove B =1{2,5} e N ={1,3,4}. La soluzione di base duale ammissibile ¢:

Ty =1, 75 =1, m =0, m3=0, my=0, —w=3, w=-3.

— Per il problema LP primale, abbiamo:
r5=—-34+x1+x2 quindi =z} =3-— 13+ T5.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
x3 =24+ B3 —xz24+x5) —22=5— 213+ 75

24=2—(3—xa+x5) + 229 = -1+ 33 — x5
z=—B8—xa+x5) — 229 = -3 — 22— T5
Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

(

T = 3 - T2 + s
T3 = 5 — 2 x9 + T5
zs= -1 + 3 zo — 5

z= =3 - To — T5

dove B = {1,3,4} e N = {2,5}. La soluzione di base primale non ammissibile
e:

T1 =3, T3=095H, x4=—1, To=0, Ty =0 divalore —3

e Iterazione 2

L’unica variabile in base con valore negativo & x4, che € la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile w4 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

1-3m4>0

m= 1—3my — T4
m2>0

14+m >0

—_—————

75>0

IA

1
3

v

= 14my Ty -1

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x4:

Sm = :—é = %, raggiunto da za (as5 = 1 > 0 non da alcun candidato). Aumentando il

valore di 74 fino a %, il valore di w9 scende a 0. Abbiamo quindi che:
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my4 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;

mo diventa duale fuori base e, di conseguenza, zo diventa primale in base.

Per il problema LP duale, abbiamo:

1+ + 2 3 indi 1+1 -|—2 L
TTo = v w3 — OT. uindail Ty = — —Tr —T3 — —T9.
2 1 3 4 q 4 3 31 33 32

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

_, G(Lylo2 1N 42 11
T = T — T3 3 37?1 37r3 37r2 =3 37r1 37r2 37?3

w—soge s (L Lo 2 1N _10 8 1 13
= ™ 3 3 371'1 371'3 3772 =3 37r1 371'2 37r3.

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

1 1 1 2
Ty = 3 + 3 T — 3 79 + 3 T3
4 2 1 1
Ty — 3 — 3 1 — 3 79 — 3 T3
- 1 _ 8 _ 1 _ 13
—w = 3 3 T 3 9 3 3

dove B = {4,5} e N = {1,2,3}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate 73, w4, 75, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

1 4 10
f=0, l=g, fs=g5, e 2D(LP)=—.

Per il problema LP primale, abbiamo:

. 1 1 1
r4=—-143x2—25 quindi x9= 3 + 5334 + §x5.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
1 1 1 8§ 1 2
1 =3- 3T 3%at 3% )+ =5~ 3Tt 305

T3 =195 —2 l—i-}x —i—lx +x—§—gx —|—1x
5= 3 T 3%t 3T 5= 3 ~ 3Tt 3T

Autore: Fabio Furini
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U T 10 1 4
= o e g e e

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

Ty = 8 - 3z + %
T2 = % + %904 + %905
T3 = % - %964 + %965
= B - fu - o

dove B ={1,2,3} e N = {4,5}. La soluzione di base & ora primale ammissibile
e duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

8 1 13 10
g, j2:§, fi3:§, 5?4:07 j5:0 di valore —E,
in accordo con il teorema della dualita forte.

T1 =

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile ¢ illimitata.

s y

4 |-
g 5
5
1 |-
1]
3
| | |
0 1 8 4 6
2 3
N “ J
Una soluzione ottima del problema LP primale é:
- 8 1 10
T1=3 f2=3 e z(LP):—g.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 81


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo é il poliedro

ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le tre variabili duali originali
71, Ty, T3, che corrispondono alle variabili 73, w4, 75 dei dizionari duali.

a N

SIS

T3

o

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

1 4 10
ﬁ-1:O7 7}2257 7"}3:5’ [§] Z( D(LP)):—*

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Variabili (pi_1, pi_2, pi_3): le variabili duali originali.
# Poliedro definito da disuguaglianze (rappr. per iperpiani)
p = Polyhedron(iegs=[

(1, -1, 1, -1), #1 - pi_1 +pi 2 - pi_3>=0

(2, 1, -2, -1), # 2+ pi_1 - 2%pi_ 2 - pi_ 3 >=0

0, 1, 0, 0), # pi_1l >=0
0, 0, 1, 0), # pi_2 >= 0
(0, 0, 0, 1) # pi_3 >= 0

D

# Mostra le disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()

# Mostra i punti estremi e i raggi estremi del poliedro
p.Vrepresentation()

# Disegna il poliedro (3D)
p-plot()

Esercizio 10.5 — Algoritmo del simplesso duale (P15)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 2 vincoli:

max —-3 1 — 2 x9
soggettoa — x1 — ro < —4
-1 — 3 x3 < —6
T, To = 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min -4 m — 6 mo
soggettoa — m — T > =3
- m — 3 m > =2
T, Ty > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.
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Domande

Risolvere il problema LP primale con ’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con I’algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.

- J

Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 2 e aggiungiamo in testa n = 2
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

max 4 m3 + 6 my
soggettoa — m = T3 — T = =3
— Ty - M — 3 m = =2
1, T2, 3, Ty 2 0

Il dizionario duale iniziale é:

m= 3 - T3 = Ty
T = 2 = T — 3 My

—w= 0 4+ 4 m + 6 my

dove B ={1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:

T =3, Ty=2, m3=0, m14=0

con —w = 0, cioé¢ w = 0.

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente
forma standard:

max —3 1 — 2 X9
soggettoa — x1 — To + x3 = —4
— 21 — 3 x9 + x4 = —6
X1, x2, x3, Ty > 0
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Il dizionario primale iniziale é:

r3= -4 + r1 + T2
Ty = —6 + X + 3 9
z = 0o — 3 X1 — 2 )

dove B = {3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base primale non ammissibile ¢:

T3 = —4, T4= —6, 1 =0, Zo =0 divalore 0

Iterazione 1

Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x3 e x4: per
la regola dell’indice minimo la riga pivot & x3. Corrispondentemente, nel dizionario
duale aumentiamo la variabile 73 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

3—7‘1’320
m= 33— 73 — m <3
w1>0
Ty = 2— T3 2-m=20 w3 < 2
w9 >0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x3:

S, = min{:—i’, :—%} = 2, raggiunto da xo. Aumentando il valore di 73 fino a 2, il

valore di 7y scende a 0. Abbiamo quindi che:

73 diventa duale in base e, di conseguenza, x3 diventa primale fuori base;

o diventa duale fuori base e, di conseguenza, xo diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
o =2— w3 —3my quindi w3 =2—m — 37my.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
m=3—(2—my—3my)—ma=1+m2+2my

—w=4(2—7i'2—37T4)+67T4=8—47T2—67T4
Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:
m= 1 + My 4+ 2 my
3= 2 - Ty — 3 my

—w= 8 — 4 m — 6 my

Autore: Fabio Furini
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dove B = {1,3} e N = {2,4}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

m =1, w3 =2, To=0, my=0, —w=8 w=-8.
Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate ms,my, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

71=2, #3=0, e z(D(LP))=-8.

— Per il problema LP primale, abbiamo:
r3=—-44+2x1+x2 quindi x9=4—1x1+ 23.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
x4=—-6+x1+3(4d—21+2x3)=6—2x1+ 313
z=-3xz1—2(4—z1+2x3)=-8—21 — 223

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

To = 4 — r1 + T3
Ty = 6 — 2 1 + 3 =x3
z= =8 - T — 2 x3

dove B = {2,4} e N' = {1,3}. La soluzione di base ¢ ora primale ammissibile e
duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

.%2 = 4, 54 = 6, .%1 = 0, .fg =0 di valore - 8,

in accordo con il teorema della dualita forte.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

s )

T2

-

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

9?1:0, f2:4 € Z(LP)Z—&

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢é il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali
71, T, che corrispondono alle variabili 73, 74 dei dizionari duali. Il vincolo —my — g > —3
é ridondante.

-

2

\_

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

#1=2 #=0, e z(D(LP))=-8.

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.
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Esercizio 10.6 — Algoritmo del simplesso duale (P16)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 2
variabili e m = 2 vincoli:

max — 1 — 2 o
soggettoa —2 x; — T < —4
-1 — 3 x3 < -6
1, To > 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 2 vincoli:

min —-4m — 6 w9
soggettoa —2 w4 — m > —1
- m — 3 my > =2
T, Ty > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con I’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con I’algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.

A J

Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 2 e aggiungiamo in testa n = 2
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

max 4 m3 + 6 my
soggettoa — m - 2 w3 - Ty = —1
— w9 — ™ = 3 my = =2
1, T2, 3, Ty 2 0

Il dizionario duale iniziale é:
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m= 1 — 2 w3 = Ty
o= 2 - T3 — 3 my
—w= 0 + 4 3 + 6 my

dove B =1{1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:

con —w = 0, cioé¢ w = 0.

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente
forma standard:

max — 21 — 2 x5
soggettoa —2 x; — To + x3 = —4
— 1 — 3 x + x4 = —6
Z1, x2, xs3, Ty > 0

Il dizionario primale iniziale é:

r3= —4 + 2 x + To
Ty = -6 + r1 + 3 )
7= 0 - r1T — 2 X9

dove B ={3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base primale non ammissibile ¢:

T3 = —4, T4= —6, 21 =0, Zo=0 divalore 0

Iterazione 1

Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x3 e x4: per
la regola dell’indice minimo la riga pivot & x3. Corrispondentemente, nel dizionario
duale aumentiamo la variabile 73 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

1—-2m3>0 1

m= 1-—2m3 —— LIS
w1>0

Ty = 2-— T3 2;@39 m3 < 2
m2>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x3:
Sy, = min {:—5, :—%} = %, raggiunto da x7. Aumentando il valore di 73 fino a %, il

valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:
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73 diventa duale in base e, di conseguenza, z3 diventa primale fuori base;

71 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x; diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:

1-2 indi L 1 1
m = — 4T3 — T uindi My —= — — —T1 — — T4.
1 3 4 (q 3 9 9 1 B 4

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

5 1 1 1 3 3+1 )
TTo = — - — —T1 — =T — oMYy = < 571 — 5T
2 9 2 1 9 4 4 2 2 1 9 4

1 1 1
—w=4(—71'1—7T4>+67T4=2—27T1+47T4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

3 1 5
= 5 + 3 M — 5 M4
1 1 1
T3 — 5 — 5 1 — 5 T4
—w= 2 - 2 m + 4 m

dove B =1{2,3} e N = {1,4}. La soluzione di base duale ammissibile é:

Ty =

3
—_ T =
2a 3

— Per il problema LP primale, abbiamo:

r3=—4+2x1+22 quindi 331:2—5;1524_5333,

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 1 5 1
T4 6+< 2x2+2x3>+3x2 +2$2+2x3

= (2—fop+ 1 dwy= 2O L
z = 21‘2 21’3 Tro = 2ZE2 2$3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

T = 2 - % ro + % &3

za= -4 + 3z + 1 =
3 1

z= -2 — 35 x2 — 5 X3

dove B ={1,4} e N' = {2,3}. La soluzione di base primale non ammissibile é:

T1 =2, T4=—4, To=0, z3=0 divalore —2
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e Iterazione 2

L’unica variabile in base con valore negativo é x4, che & la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 74 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

3 5
g gm=0
3 5 3
= = — = N———— =
P 2 27T4 20 7T4§ 5
L L 1 1
3= 534 3 gm0 ms 1
w3>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di z4:
Sy = Mmin {%ﬁ, }g} = %, raggiunto da xs. Aumentando il valore di m4 fino a %, il

valore di 7y scende a 0. Abbiamo quindi che:

w4 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;

mo diventa duale fuori base e, di conseguenza, zo diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:

3+1 5 i 3+1 2
= -4+ = — = uindi =—-4 = — — To.
™2 B) 27T1 27T4 q T4 5 57T1 57T2

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

1 1 1(3, 1 9 131
M=———-M—=|-+-M——-Mm)|=-—-m+-7
8379 M T o\ T T ") T 5t T2

12 \ 22 6 8
5 B & 5 & B

3
—w:2—27r1+4<+7r1—772 = — ——m — =T2.

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

_ 1 3 1
3 = 5 — 571 ol 572

_ 3 1 2
4= 5 + FmM — §m2

- 22 _ 6 _ 8
—wW = 5 57T1 57’[‘2

dove B = {3,4} e N’ = {1,2}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

77_3:5’ 774:57 fr1:O7 7}2207 —w=—_—, w=——-
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Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate ms, my, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

- 1 3 22
M=y, T2=¢, e z(D(LP)) = ==
— Per il problema LP primale, abbiamo:
j 5 i 1 indi 8§ 1 n 2
Ty=— —xo+ -z uindi x2=—- — —z3+ - x4.
4 g T2 T 53 q 2 55 3 5 4

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 /8 1 2 1 6 3 1
T =2—=|-—=—234+-24 | +-x3==-4+ -3 — -4

2\5 5 5 2 5 5 5
5 3/8 1 i 2 1 22 1 3
z=-2—=-|-—za3+-14 ) —=3=—""TFT——T3— ="
2\6 5 "5 27 "5 57 5
Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:
Ty = % + % r3 - % T4
o = % — % xr3 + % T4
z = —% — % I3 — % Ty

dove B = {1,2} e N' = {3,4}. La soluzione di base ¢ ora primale ammissibile e
duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

6 8 22
i’lzg, i‘QZg, .f'3:07 i‘4=0 di valore —g,
in accordo con il teorema della dualita forte.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile ¢ illimitata.

- N

T2

(e}
Ao |
(=2}

\_ i /
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:
22

11}1:* fng (] Z(LP):*5

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢ il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali

71, T, che corrispondono alle variabili 73, 74 dei dizionari duali.

~ : : aN

17 -

2

o
(S e
Dl

\ i /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA
93

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

10.2 Problemi con tre variabili

Esercizio 10.7 — Algoritmo del simplesso duale (P51)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 3
variabili e m = 2 vincoli:

max — 2z — )
soggetto a T - o — 3 x3 < —95
— 3 21 - 2 3 + 2 23 < =2
x1, x2, xr3 2> 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 2 variabili e n = 3 vincoli:

min -5 m — 2 m
soggetto a m = 3m = =2
- m — 2m > -1
—3m™m 4+ 2m > 0
1, m > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto ¢ duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con I’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con l'algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.

AN J

Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 3 e aggiungiamo in testa n = 3
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:
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T =2, =1,

forma standard:

max —2 1 —
soggetto a B =
-3 - 2
x1,

Il dizionario primale iniziale é:

Ty=-—-5 -
T5=—2 +
z=0 -—

T4 = -5, Ts= -2,

w3 =0,

max
soggettoa — +
- ™ _
-

M, T2, T3,

Il dizionario duale iniziale é:

f m™m=2 4+ Ty —
m =1 - Ty —
=0 — 3 my —+
—w=0 4+ 5Hmy -+

Z2
) - 3 T3
To + 2 x3
z2, 3,
ry + T2
3x1 + 2 xo
2 1 — T

T1 =0, o9 =0, 3 =0 divalore

Dy
Y
Y

3Ty

T4,

3 75
2 s
2 s

2 Ty

m4=0, m5=0

T4

X4,

+

+ 2ms

— 315 =

— 275 =

+ 27 =
Ts 2>

dove B =1{1,2,3} e N = {4,5}. La soluzione di base duale ammissibile ¢:

di valore 0

+ x5 =

Ty >
3()33
2 x3

0

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente

dove B = {4,5} e N = {1,2,3}. La soluzione di base primale non ammissibile é:
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e Iterazione 1

Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x4 e xs: per
la regola dell’indice minimo la riga pivot & x4. Corrispondentemente, nel dizionario
duale aumentiamo la variabile 4 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

24m4 >0
T = 2+4my ‘—ﬂ?;o—’ Ty > —2
1—m >0
—_————

>0

= 1—my

3= —3my —3my >0 Ty <0
w3>0

\

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x4:

=1, %} = 0, raggiunto da x3 (ag;1 = 1 > 0 non da alcun candidato).

Aumentando il valore di 74 fino a 0, il valore di 73 resta uguale a 0. Abbiamo quindi

Bgp, = min{

che:

74 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;

73 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x3 diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:

o 1 2
m3 = =374+ 275 quindi 7T4:—§7r3—{—§7r5.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

1 1
71'1—2—§7T3+37r5—371'5—2—§71'3—§ﬂ'5
l—i-1 2 —1—|-1 §
Ty = 3T~ 375 T = 3™ 3 7S
1 +2 49 5 +16
—w = __ Z - _° i
37r3 37T5 5 37r3 37T5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

( 1 7
m=2 - 3™ — 37
1 8
m=1 + 37'['3 — §7T5
1 2
=0 - §7r3 i 5775
w =0 5 n 16
—w = - - — T
3" 3 0
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dove B =1{1,2,4} e N = {3,5}. La soluzione di base duale ammissibile ¢:

T =2, ma=1, =0, m3=0, =0 di valore 0
— Per il problema LP primale, abbiamo:

5 1 1
=-5—x1+x2+3 indi ==+ —x1— =29+ = 4.
T4 T+ To xr3 quindi 3 313 T 3 T9 3 a2

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

2+3x1+2 2 5+1 . +1 16+7 +8 2
1y = = % T2+ — X2+ cTa)=—F5+ st
5 1 2 3 3 1 3 2 3 4 3 3 1 3 2 3 4

z=—2x1 — X9

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

5} 1 1 1
r3 = g + g(lfl — g(lfz + §$4
T5 = 10 + zx + §x — gw
5= 3 3 1 3 2 3 4
z = 0 — 2z - D)

dove B = {3,5} e N = {1,2,4}. La soluzione di base primale non ammissibile
e:

5
53:? 555:_?, 21 =0, To=0, z4=0 divalore 0

e Iterazione 2

L’unica variabile in base con valore negativo é x5, che & la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 75 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

( 7
2—§7T5ZO
7
m= 2-g7s % Wsﬁg
8
8 1—-m20 3
Ty = 1—§7r5 3 7T5§§
9 5 >0
Ty = §7T5 §7T5ZO 75 > 0
—_———
74>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di xs:

Sy = min {%, i}?’} = %, raggiunto da xo (ass = % > 0 non da alcun candidato).

Aumentando il valore di 75 fino a 3’ il valore di o scende a 0. Abbiamo quindi che:
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75 diventa duale in base e, di conseguenza, x5 diventa primale fuori base;

o diventa duale fuori base e, di conseguenza, xo diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:

14+ 8 indi 3+1 5
T9o = — T3 — =T ulindal Ty = — — T3 — = T9.
2 3 3 3 5 q 5 3 3 3 3 2

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:

1 7T(3 1 3 9 7 )
7'('1:2—*77'3—* *+*7T3—*7T2 :*—i-*’/'l'g—*ﬂ'g

3 3\8 8 8 8 8 8
1 2/3 1 3 1 1 1
”4:‘3”3+3<8+8”3‘8”2> =373™ g™
5 16 (3 1 3
W= -3 3<8 87r3—8772>:2—2772—7r3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

9 7 b}
T = g + g Ty — g 3
1 1 1
Ty = Z — Z 9 — Z T3
3 3 1
Ty = g — g Ty  + g 3
| —w= 2 — 2 my - T3

dove B ={1,4,5} e N’ = {2,3}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo sono
non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

9 1 3
7‘{'1:77 7‘:('4:77 7]'5:7’ 77'2:07 7‘:(3:0 divalore _2

8 4 8

Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate my, s, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

7?1 = Z’ 7~I'2 = — € Z(D(LP)) = —2.

— Per il problema LP primale, abbiamo:

2 o 7 1 3
Ty =——+=%1+5T2— 24 quindi x2:2—§x1+1x4+§x5.
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

5 1 1 7 3 1 5 1 1
r3=—-+-x1—=-|2— =21+ -4+ =25 +§x4:1+§x1+1x4—§w5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

( 7 1 3
To = 2 - 3 r1 + 1 T4 + 3 z5
xr3 = 1 + § X1 + 1 Ty - 1 Ts5

8 4 8
g= =B = 9 1 — E Ty — 3 Ts5
8 4 8

dove B ={2,3} e N ={1,4,5}. La soluzione di base ¢ ora primale ammissibile
e duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

.i'l = 0, .CZ‘Q = 2, @3 = 1, 524 = 0, .f'5 =0 di valore — 2,
in accordo con il teorema della dualita forte.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile é illimitata.

4 — N

€3
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Una soluzione ottima del problema LP primale é:
Z1=0, T2=2, Z3=1 e z(LP)=-2.

La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo é il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le due variabili duali originali
71, T, che corrispondono alle variabili 74, 75 dei dizionari duali.

s T N

|

2
o0l

\ i /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
duale, prima di raggiungere quello ottimo rappresentato in blu.

Esercizio 10.8 — Algoritmo del simplesso duale (P53)

Consideriamo il seguente problema LP primale in forma canonica di massimo con n = 3

variabili e m = 3 vincoli:
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max — x1 — 2x9 — 4dux3
soggettoa — 1 — T2 < =2
— Tro9 — 3 < =3
- 1 — r3 < =2
x1, x2, g = 0

e il suo problema LP duale in forma canonica di minimo con m = 3 variabili e n = 3 vincoli:

min — 2m — 3m — 2m3
soggetto a — ™ — T > —1
— T = ) > =2
— T — T > —4
1, 2, T3 > 0

Poiché ¢ < 0, la base delle m variabili di scarto é duale ammissibile ma non é primale
ammissibile.

Domande

Risolvere il problema LP primale con ’algoritmo del simplesso duale e, in parallelo,
il problema LP duale con I’algoritmo del simplesso, mostrando a ogni iterazione il
dizionario duale e il dizionario primale.

- J

Soluzione

e Inizializzazione

Trasliamo gli indici delle variabili duali originali di n = 3 e aggiungiamo in testan = 3
variabili di surplus. Otteniamo quindi la seguente forma standard di massimo:

max 274 4+ 3ms 4+ 27
soggettoa — m = Ty = e = —1
— 9 — T4 — 5 = -2
- ™3 — 5 — ™6 = —4
T, T2, T3, T4, s, 6 > 0

Il dizionario duale iniziale é:
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m = 1 - T4 — T6

T = 2 — Ty — 5

3 = 4 — T — 6
—w = 0 + 2my + 37 + 2m7g

\

dove B =1{1,2,3} e N = {4,5,6}. La soluzione di base duale ammissibile é:

con —w = 0, cioé¢ w = 0.

Dopo aver aggiunto le variabili di scarto al problema primale, otteniamo la seguente
forma standard:

max — x1 — 2x9 — 4x3
soggettoa — 1 — 9 + x4 = =2
= 9 — xs3 + x5 = -3
- I = xs3 + g = =2
z1, z2, z3, x4, Zs5, xe = 0

Il dizionario primale iniziale é:

x4y = —2 + x + T2

x5 = —3 + Ty + T3

e = —2 4+ 1 + T3
|z = 0 — =1 — 2x9 — 4duxj

dove B ={4,5,6} e N = {1,2,3}. La soluzione di base primale non ammissibile é:

T4 = —2, Ty =—3, Tg= —2, z1 =0, Zo=0, 3 =0 divalore 0

e Iterazione 1

Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x4, 5 e xg: per
la regola dell’indice minimo la riga pivot & x4. Corrispondentemente, nel dizionario
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duale aumentiamo la variabile m4 e possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

1—m >0

T = 1—71'4 — T < 1
w120 -

2—m4 >0

Mo = 2—1T4 * Ty < 2

>0

m3= 4 420 (nessuna condizione)
\ ™3>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x4:

Sm = min{%, :—%} = 1, raggiunto da x;. Aumentando il valore di 74 fino a 1, il

valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:

74 diventa duale in base e, di conseguenza, x4 diventa primale fuori base;

71 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x1 diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
m=1—my—7mg quindi my=1-—m — 7.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
me=2—(1—m —mg) —75 =1+ m — 75 + 76
T3 =4 — w5 — g

—w=2(1—-m —m)+37m5+2m6=2—2m + 375

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

m = 1 + T — s+ Te

T3 = 4 — T — g

m™ o= 1 — ™ — T
—-w = 2 - 2m 4+ 3

dove B ={2,3,4} e N ={1,5,6}. La soluzione di base duale ammissibile é:
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— Per il problema LP primale, abbiamo:
Ty=—-24x1+x2 quindi =z =2— 13+ 4.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
Ts = —3+ 29 + 23
x6=—2+4+2—x9+4) +23=0—22+ 23+ 24
z2=—2—za+x4) — 222 —4x3=-2—39— 423 — 24
Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

p

T = 2 — x9 + x4

r5s = -3 + x2 + @3

rg = 0 — 2 + 23 + x4
|z = -2 — x99 — 4dx3 — T4

dove B = {1,5,6} e N = {2,3,4}. La soluzione di base primale non ammissibile

=2, T5=-3, =0, To=0, Z3=0, 4 =0 divalore —2

e Iterazione 2

L’unica variabile in base con valore negativo € x5, che & la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 75 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

.
1—m5>0
Ty = 1— 75 U 5 < 1
>0
4—75>0
—_———

732>0

w3 = 4 — 7y 75 < 4

m= 1 120 (nessuna condizione)
\ 7™1>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di xs:

:—i, }‘11} = 1, raggiunto da x5. Aumentando il valore di 75 fino a 1, il

valore di 7y scende a 0. Abbiamo quindi che:

Sy, = min{

75 diventa duale in base e, di conseguenza, x5 diventa primale fuori base;
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mo diventa duale fuori base e, di conseguenza, zo diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
mg=14m —7m5+mg quindi 75 =1+ m — 79 + 76.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
m3=4—(14m —my+m) —mg=3—m + 72— 27

my=1—m — g

—w=2-2m+3(1+m —me+m) =5+m —3m2+ 37g

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

m = 3 — m + m — 2mg
m o= 1 — m — 6
™ = 1 4+ m - T + 6
—w = 5 + m — 3m + 3ms

\

dove B ={3,4,5} e N = {1,2,6}. La soluzione di base duale ammissibile é:

— Per il problema LP primale, abbiamo:
x5 =—-34+x9+x3 quindi x9=3—1x3+ 5.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
x1=2—B8—z34+z5)+x4=—-1+23+24—25

t6=—(3—x3+x5) + 23 +24=—3+223+ 34 — T5

z2=-2—(B83—x3+x5) —4ax3—x4=-5—3x3— 14— T5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

g = -1 + r3 + T4 — x5
Ty = 3 - T3 4+ x5
¢ = -3 + 213 + x4 — Ts
|z = -5 — 3x3 — x4 — x5
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dove B ={1,2,6} e N = {3,4,5}. La soluzione di base primale non ammissibile
¢:

T1=—1, To =3, xg= —3, Z3=0, Z4=0, 5 =0 divalore —5

e Iterazione 3

Nel dizionario primale, le variabili in base con valore negativo sono x; e xg: per
la regola dell’indice minimo la riga pivot & x; (anche se Zg = —3 & piu negativo).
Corrispondentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 71, cioé la variabile
con coefficiente positivo di indice minimo nella funzione obiettivo, e possiamo ottenere
una soluzione duale migliore. Abbiamo:

(
3—m >0
m3= 33— — m < 3
3 1 220 1S
1—-m >0
m= 1-m J};/ m < 1
w420
ms= 14+m l+m >0 m > -1
w5>0

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di x7:
S = min{:—i’, :—%} = 1, raggiunto da x4 (a;5 = 1 > 0 non da alcun candidato).
Aumentando il valore di 7; fino a 1, il valore di w4 scende a 0. Abbiamo quindi che:

71 diventa duale in base e, di conseguenza, x; diventa primale fuori base;

74 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa primale in base.

— Per il problema LP duale, abbiamo:
my=1—m —mg quindi m =1-—my— 7.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
m3=3—(1—my—mg) + 72— 276 =2+ 7o + My — T
ms=14+(1—my—mg) —ma+76=2—my — 7y

—w=5+1—-—my—mg) —3ma+3mg=6—3m2 — My +27g

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale:

m = 1 - M4 — T6
T3 = 2 + mo  + M4 — 6
T = 2 — Ty — T4

—w = 6 — 3m — mwy + 27
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dove B =1{1,3,5} e N = {2,4,6}. La soluzione di base duale ammissibile é:

— Per il problema LP primale, abbiamo:
r1=—-1423+x4—25 quindi x4=1+2x1 —2x3+ 5.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
T2 =3 — T3+ T5

x6=—-3+2x3+(14+z1—2z3+25) —25=—2+21 +23

z=-5-3x3—(14+z1—x3+x5) —25=—6—11 — 223 — 225

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale:

;

To = 3 — T3 + 5
Ta = 1 4+ 7 - r3 + Ts
r6 = —2 + x1 -+ T3

z = -6 — x1 — 2x3 — 25

dove B ={2,4,6} e N' = {1,3,5}. La soluzione di base primale non ammissibile
e

To=3, T4=1, Tg=—2, z1=0, z3=0, Z5 =0 divalore —6

e Iterazione 4

L’unica variabile in base con valore negativo & xg, che & la riga pivot. Corrispon-
dentemente, nel dizionario duale aumentiamo la variabile 74 e possiamo ottenere una
soluzione duale migliore. Abbiamo:

1—m>0

m= 1-—m — g < 1
6 >0 6

2—m >0

T3 = 2 —Tg * e < 2

m3>0

_ 2>0 . .
5 2 (nessuna condizione)
75>0

\

Questi sono esattamente i rapporti dell’algoritmo del simplesso duale sulla riga di xg:
Sy = min {:—i, }f} = 1, raggiunto da x;. Aumentando il valore di g fino a 1, il

valore di 71 scende a 0. Abbiamo quindi che:
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g diventa duale in base e, di conseguenza, zg diventa primale fuori base;

71 diventa duale fuori base e, di conseguenza, x1 diventa primale in base.
— Per il problema LP duale, abbiamo:
m=1—m4—7mg quindi wg=1-—m —my.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario duale, otteniamo:
mg=2+4+m+m—(1—m—mg)=14+m +m2+2my
My =2 — My — Ty

—w:6—37r2—7r4+2(1—7r1—7r4):8—2771—37r2—37r4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario duale ottimo:

3 = 1 + ™+ me +  2my
s = 2 — T = T4
e = 1 - m - T4
—-w = 8 — 2m — 3my — 3my

dove B = {3,5,6} e N' = {1,2,4}. Tutti i coefficienti della funzione obiettivo
sono non positivi, quindi la soluzione di base duale ottima é:

Ricordando che le variabili duali originali sono le variabili traslate w4, 75, 76, la
soluzione ottima del problema LP duale originale é:

71=0, Te=2, m3=1, e z(D(LP))=-8.
— Per il problema LP primale, abbiamo:
T =—24+x1+x3 quindi =z =2— 3+ T6-
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
To =3 —x3+ x5

x4=14+2—234+26) —23+25=3—2x3+ x5 + T

z:—6—(2—363—1—1‘6)—2353—2335:—8—x3—2x5—x6
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Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

T = 2 — T3 + x4

To = 3 - r3 + T5

Ty = 3 — 2z3 + T5 + T4
z = -8 - r3 — 25 — Tg

dove B ={1,2,4} e N' = {3,5,6}. La soluzione di base & ora primale ammissibile
e duale ammissibile, quindi la soluzione di base primale ottima é:

521:2, j‘2:3, $4:3, 573:0, i5=0, :f6:0 di valore —8,

in accordo con il teorema della dualita forte.

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP in forma canonica ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso. La regione ammissibile ¢ illimitata: disegniamo solo le sue facce, troncate in z1 = 4,
Tro = 5e Tr3 = 5.

4 =) N

€3

vlw N

o

Una soluzione ottima del problema LP primale é:

T1=2, T2=3, I3=0 e z(LP)=-8.
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La regione ammissibile del problema LP duale in forma canonica di minimo ¢ il poliedro
ombreggiato in rosso. Nella figura seguente rappresentiamo le tre variabili duali origi-
nali 71, mo, w3, che corrispondono alle variabili 74, 75, mg dei dizionari duali. Il vincolo
—m9 — w3 > —4 ¢ ridondante.

-

\ T2 2 1 1 /

Una soluzione ottima del problema LP duale é:

7~T1:O, 7}2:2’ 7~T3:1, e Z(D(LP)):—S.

In viola i quattro vertici (0,0,0) — (1,0,0) — (1,1,0) — (0,2,0) esplorati dalla
precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso duale, prima di raggiungere quel-
lo ottimo (0,2,1) rappresentato in blu. I valori della funzione obiettivo duale sono
0——-2—-5——-6— -8
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Variabili (pi_1, pi_2, pi_3): le variabili duali originali.
# Poliedro definito da disuguaglianze (rappr. per iperpiani)
p = Polyhedron(iegs=[
(1, -1, 0, -1), #1 - pi_1l - pi_3>=0
2, -1, -1, 0), #2 -pi_l -pi_2>=0
(4, 0, -1, -1), #4 -pi 2 - pi_3>=0
#
#
#

(0, 1, 0, 0), pi_l >=0
(0, 0, 1, 0), pi_2 >= 0
(0, 0, 0, 1) pi_3 >=0
D
# Mostra le disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()
# Mostra i punti estremi e i raggi estremi del poliedro
p-Vrepresentation()
# Disegna il poliedro (3D)
p-plot()
- J
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