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Capitolo 6

Algoritmo del simplesso

6.1 Dizionari

Esercizio 6.1 — Dizionari del simplesso (P3)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 4 xo
soggettoa — x1 + ro < 2
8 1 4+ 2 x9 < 19
1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo la sua forma standard con n+m = 4 variabili
e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 4 xo

soggettoa — x1 + To + 3 = 2
8 1 + 2 x9 + x4 = 19
I, z2, T3, T4 = 0

Domande

1. Considerando la seguente partizione degli indici delle variabili

B={1, 3} e N={2, 4}

11
4= (3 o)

verificare che la matrice

& una base del problema LP.
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2. Calcolare la matrice inversa Agl e scrivere il dizionario associato.

e N
Un dizionario del simplesso ¢ un sistema di equazioni lineari in cui le variabili in
base e la funzione obiettivo sono scritte in funzione delle variabili fuori base:

( -1

b= AB b

xp=b—Axy A:Al_glAN

dove

z=Z+c xy Z=cp Ag' b
=/ / / -1
¢ =cy—

\ J
A\ J

Soluzione

1. Nel problema LP i dati sono:
-1 110 2
A = b =
8 2 0 1 19

Con B={1, 3} e N ={2, 4}, abbiamo:

o= (2) = () ao= (3 D) =3 2) o= () = ()

Abbiamo:

S O =N

AB:<_81 (1)> e det(Ag)=—-1-0—1-8=—-8#0 quindi rank(Ag) =2

di conseguenza, la matrice Ag é invertibile ed € una base del problema LP.

2. Calcoliamo la matrice inversa:

-1 1 1 0
8 0 0 1
1 -1 —1
(Rl < —Rl)
8 0 0 1
1 -1 —1
(R2 < R2 = 8R1)
0 8 8 1
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1 -1
0 1
1 0
0 1
Di conseguenza, abbiamo:
e possiamo calcolare:
_ 0
b=A;' b=
1

Il dizionario é:

0, equivalentemente:

19 1 1
[ ® i 8 L2
35 5 1
8 i 8 L4
x2
7 1
+<§ —1>
T4

L) e
1
(1] Z ) (R1 + Ry + Ry)
1
(1)
8
2\ _ (%
) ()= ()
B (1 o\ _ (4
JACRVARU
0% 2 - L 2 _19
9(c 1) (o) =0 9(s) =%

ool ool
N~
~
[\] —
= (@}
N~ —
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19 1 1

Ir1 = Y — 1 i) — 3 Xq
35 5 1

T3 = 8 — 1 i) — 3 Xq
_ 19 7 1

r= T 5 22 7 T4

dove B ={1,3} e N = {2,4}. La soluzione di base ammissibile é:

19 35

=, 93‘3:§7

19
3 o =0, 4 =0 divalore T

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
r0Sso:

- N

2

=

=
N [—

M [

‘»—\

©

w

N /

In blu la soluzione di base ammissibile associata alla base B = {1, 3}, cio¢ il vertice:

0

Esercizio 6.2 — Dizionari del simplesso (P10)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 3 vincoli:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

max

soggetto a

e m = 3 vincoli:

max b x1 -+
soggettoa — =z +
T+
3 1 -

I,

Domande

verificare che la matrice

é una base del problema LP.

base associata ¢ ammissibile?

5

I

I

I

I

A

Z2

Z2

Z2

Z2

x2,

B=1{2, 4, 5}

T3

€3,

+ 2 x9
+ 3 x9
+ 2 x9
— 2 x9

Z2

ININ A

AV

Introducendo le variabili di scarto otteniamo la sua forma standard con n +m = 5 variabili

T4

X4,

1. Considerando la seguente partizione degli indici delle variabili

e N={1, 3}

2. Calcolare la matrice inversa Agl e scrivere il dizionario associato. La soluzione di

12

12

= 12

= 12

+ x5 = 8
T5 > 0

(

w
I
wl
+
al

dove

Un dizionario del simplesso ¢ un sistema di equazioni lineari in cui le variabili in
base e la funzione obiettivo sono scritte in funzione delle variabili fuori base:

~
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Soluzione

1. Nel problema LP i dati sono:

0
I
S O O N Ot
I
—

Con B ={2, 4, 5}, abbiamo:

=3-1=3#£0

problema LP.

o O =

e = S

det(Ag)=3-(1-1-0-0)—0-(2-1—-0-(-2))+0-(2-0—-1-(-2))

e quindi rank(Apg) = 3. Di conseguenza, la matrice Ag ¢ invertibile ed ¢ una base del

2. Calcoliamo la matrice inversa Agl con il metodo di Gauss-Jordan:

Autore: Fabio Furini

UNIVERSITA DI ROMA

3 0 0 1 0
2 1 0 1 0
—2 0 1 0 1
1 0 : 0
2 1 0 0 1 0 (Ry + :Ry)
-2 1 0 1
1 0 o 0 0
1 —% 0 (R2<—R2—2R1, R3<—R3+2R1)
0 0 2 0 1
Poiché B = {2, 4, 5}, abbiamo:
€T 3 0 2
= | T4 Ag=1] 2 1 cg= 1|0
xIs -2 0 0
¢ 1
3 0
-1 _ 2
Ag =|-5 1
2
s 0
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di conseguenza N’ = {1, 3} e abbiamo:

-1 1
T 5
TN = Ay=|1 0 cy =
T3 0
3 0
Possiamo calcolare:
1
5 00 12 4
b=Ag'b=|-%2 1 0| |[12]|=|4
2
5 01 8 16
1 11
3 00 -1 1 —3 3
A=A Ay=(-2 1 0|1 of=] 35 -2
2 7 2
= 01 3 0 3 3
3 0 0\ /12 12
Z=cgAg'b=(2 0 0)|-2 1 0| |[12|=(2 0 0)f[12[=38
2
5 01 8 8
1
3 00 -1 1
d=cy—cgAz' Ay=0( 0-(200)|-2 101 0
2
3 01 3 0
-1 1
_ 2 _ 2 2\ _ (17 2
=G 0)-(3 001 0f=060)-(-3 3)=>GF -3)
3 0
Di conseguenza, il dizionario associato é:
m\ (1) (-4 3
1
al=|a|-| % -3
3
T 16 % %
T
2=8+ (4 -2
3
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0, equivalentemente:

Ty = 4 + % xr1 — % X3
Ty = 4 — gxl + % X3
xIs = 16 — %.221 — % T3
|z = 8 + % T, — % x3

dove B = {2,4,5} e N' = {1,3}. Poiché b > 0, la soluzione di base associata &
ammissibile. La soluzione di base ammissibile é:

To =4, T4=4, Ts=16, x1 =0, Z3=0 divalore 8

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in
TrOSSO:

a — R

oIS A U“ﬁ

z2

NS /

In blu la soluzione di base ammissibile associata alla base B = {2,4, 5}, cioé¢ il vertice:

()
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Esercizio 6.3 — Dizionari del simplesso (P11)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max —2 x1 — 4 z9
soggettoa — x1 — o < =2
0 T < 0
Ty, T = 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo la sua forma standard con n+m = 4 variabili
e m = 2 vincoli:

max -2 x1 — 4 xo
soggettoa — x1 — o + x3 = -2
xrT - o + x4 = 0
x1, x2, 3, Ty > 0

Domande

1. Considerando la seguente partizione degli indici delle variabili
B={1, 2} e N ={3, 4}

verificare che la matrice

& una base del problema LP.

2. Calcolare la matrice inversa Agl e scrivere il dizionario associato.

s B
Un dizionario del simplesso ¢ un sistema di equazioni lineari in cui le variabili in
base e la funzione obiettivo sono scritte in funzione delle variabili fuori base:

|

b= AB b

xp=b—Axy A:AglA/\/

dove
= = = -1

z=z+c xp Z=cg Az b
= / -1
¢ =cy—cgAg Ay

(. J
A J
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Soluzione

1. Nel problema LP i dati sono:

Abbiamo:

Ap = (‘11 :D e det(Ag)=—1-(-1)—(~1)-1=2#0 quindi rank(Ag) =2

di conseguenza, la matrice Ag é invertibile ed & una base del problema LP.

2. Calcoliamo la matrice inversa:

—1 —1 1 0
1 —1 0 1
1 1 —1 0
(Rl < —Rl)
1 —1 0 1
1 1 —1 0
(RQ < R2 = Rl)
0 -2 1 1
1 1 —1 0 (R 1 )
2 < —5li2
0 1| -5 -3 ’
1o |- 4
1 1 (Rl < Rl = Rg)
0 L =3 -3

Di conseguenza, abbiamo:

e possiamo calcolare:
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pN o
Il Il
B PN
S| |
— —
h; S
= Il
Il /\| |
7 | | N NI NI
ST T
| D[ =
Do~
| e SN——
[N
N——— VS
— <=
S = N~
) Il
N——
~—
|| _ =
N——
| |
NI N
| D=
DN|—
N——

=0 0)—(38 1)=(-3 -1)

Il dizionario é:

I 1 —

N[

1
2 T3
B B 11
i) 1 —35 T3 Ty
z3
e=—6+(-3 —1)
\ x4
0, equivalentemente:
rn=1 + % T3 — % T4
za=1 + % 23 + % x4
z=—6 3 x3 — T4

dove B = {1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:

T1=1, Zo=1, 3=0, T4,=0 divalore —6
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 N

Q
5
(Sﬂ»
/
‘S’\’
o~ 2 T
8 N
<
N
2
1o
1 A o
pe
0
| |
0 1

Z1

N /

In blu la soluzione di base ammissibile associata alla base B = {1,2}, cioé il vertice:

b)

Esercizio 6.4 — Dizionari del simplesso (P43)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:
max x1 + 2 x93 + T x3
soggetto a 4+ 2 z3 <2
To + 2 x3 <2

1, T2, z3 >0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo la sua forma standard con n+m = 5 variabili
e m = 2 vincoli:
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max x1 + 2 zo + T x3

soggetto a 3 + 2 z3 + x4 =2
To + 2 x3 + x5 =2
x1, T2, x3, Z4, x5 >0

Domande

1. Considerando le seguenti partizioni degli indici delle variabili

B={2 3}, N={1, 4, 5} e B={3, 5}, N={1, 2, 4}

0 2 2 0
t=(13) o Ao Y)

sono basi del problema LP.

verificare che le matrici

2. Calcolare le matrici inverse Al}1 e scrivere 1 dizionari associati.

-~

base e la funzione obiettivo sono scritte in funzione delle variabili fuori base:

(7 -1
b=A; b
xg=b—Axy A=A Ay
dove
z=Z+¢ xy Z=cp Az b
k(’:’:cj\/—c’B At Ay

N
Un dizionario del simplesso ¢ un sistema di equazioni lineari in cui le variabili in

-

J

Soluzione

Nel problema LP i dati sono:

10 2 10 2
A: b:
01 2 01 2

o
Il
S O N

1. Con
B={2, 3} e N={1, 4, 5}
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abbiamo
()
TR = TN =
€3
Abbiamo:
0 2
A =
B (1 2

problema LP.

0 2
1 2
1 2
0 2
1 2
0 1
1 0
0 1

Di conseguenza, abbiamo:

e possiamo calcolare:

Calcoliamo la matrice inversa:

cp —

0 2
AB_<1 2

CN =

> e det (Ap)=0-2—-1-2=-2+#0

quindi rank(Apg) = 2, di conseguenza la matrice Ag ¢ invertibile ed ¢ una base del

1 0
0 1
1
1 0
0 ) (B
2
: 0
-1 ) R
1
: 0
-1 1
B
$ 0

)-()
= G

1
0
0

(scambio Ry <> R2)

1 10
0 01

) i)

o R1 == 2R2)

Autore: Fabio Furini
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d=cy—-cgAz' Ay=(1 0 0)—(2

1 10
— 3 — 3 3 _
=1 00-( 2 =1 00-(G 3 2=(-
0 01
Il dizionario é:
.
I
To 0 -1 -1 1
3 1 i 10
5
I
z:7+<—% ~3 —2) T4
\ 5
0, equivalentemente:
o =0 4+ r; + T4 — 5
r3=1 — %:L‘l = %x4
227—%:61—%3:4—2335

dove B =1{2,3} e N = {1,4,5}. La soluzione di base ammissibile é:

To=0, Zg=1, 1 =0, T4=0, T5=0 divalore

2. Con

B={3, 5} e N={1, 2, 4}

abbiamo:

7
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Abbiamo:

AB:(g ?) e det(Ag)=2-1-2-0=2+#0

quindi rank(Apg) = 2, di conseguenza la matrice Ag ¢ invertibile ed ¢ una base del
problema LP.

Calcoliamo la matrice inversa:

2 0 1 0
2 1 0 1
1 0 3
Ry« iR
< 2 1 0 1 ) (B 38)
1 0 3 0
0 | o | (R2 < R2 = 2R1)

Di conseguenza, abbiamo:

e possiamo calcolare:

~0 2 0-G ;| )=020-G0H-(F2 -}

Il dizionario é:

Autore: Fabio Furini
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T3 1
Is5 0
z=T7+ (—%
0, equivalentemente:
xr3 = 1 -
Ty = 0 +
g=7 =

r3=1, T5=0,

Soluzione grafica:

TOSSO:

N[

No|ot

z1

x1

x1

dove B =1{3,5} e N = {1,2,4}. La soluzione di base ammissibile é:

1 =0, Z9=0,

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in

x
19 L !
2 2

x2
-1 1 -1
T4
x1
7
X4
1
— T2 + T4
+ 2z - %:m

T4 =0 divalore 7

-~

~

Autore: Fabio Furini
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In blu la soluzione di base ammissibile associata a entrambe le basi B = {2,3} e B = {3, 5},
cioeé il vertice

0
0
1

del poliedro: le due basi sono associate alla stessa soluzione di base (con B = {2,3} la
variabile in base xg assume il valore 0, con B = {3,5} la variabile in base z5 assume il
valore 0).

6.2 Problemi con due variabili

Esercizio 6.5 — Algoritmo del simplesso (P0)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 1 vincolo:

max 2 x1 + 4 x9

soggettoa 2 1 + 3 x9

IN
B

v
o

Ty, T2
Introducendo la variabile di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

I3 = 4 — 21‘1 — 3:6'2

z = 0 4+ 2z 4+ 4 x9

La soluzione ammissibile associata é:

1 =0, ZTo=0, Z3=4 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

(. /

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

SAPIENZA
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I3 = 4 — 2.%'1 — 3.%'2

z = 0 4+ 2z 4+ 4 x9

dove B = {3} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =4, Z1 =0, Zo=0 divalore 0

Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:
$3:4—2$1 4—2.213120 $1§2
x3>0

Aumentando il valore di z; fino a 2, il valore di x3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base

Abbiamo: 5
r3=4—22x1 —3x2 quindi x1:2_§x2_§x3'

Sostituendo nell’altra equazione del dizionario, otteniamo:
3 1
= 2—§:E2—§ZE3 +4x9 =4+ 29 — 23

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

x1:2—7x2—§x3

dove B = {1} e N = {2,3}. La soluzione di base ammissibile ¢:

T1 =2, xo=0, z3=0 divalore 4

Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

3 3 4
.%‘122—51'2 2—533220 x2S§
~————
x1>0

4
Aumentando il valore di x9 fino a 3’ il valore di x1 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

Autore: Fabio Furini
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x9 entra in base e di conseguenza x; esce dalla base

Abbiamo:
L, 8,1 1 2
nmLT Ty 3 3

Sostituendo nell’altra equazione del dizionario, otteniamo:

3 3 3 3 3

<4 2 1 ) 16 2
z=44+|-—=-x1— =23 — x3= — — -1 — =3

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non & possibile alcun

ulteriore miglioramento) e questo ¢ un dizionario ottimo:

X9 = T3

I — I3

Wl N Wl
Wl ks Wl

dove B = {2} e N = {1,3}. La soluzione di base ottima é:

4

Ty = 3’ 21 =0, 23=0 di valore

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in

TOSSO:

1

r3 quindi x9=-— -1z — = x3.

3

4
3

-~

~

ol
T

x2

N

Una soluzione ottima &( LP) é:
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16
il valore ottimo z( LP) ¢ —.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
g J

Esercizio 6.6 — Algoritmo del simplesso (P1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 1 vincolo:

max 1 + 8 x9
soggettoa 3 x1 + 6 gy < 16
x1, 2o > 0

Introducendo la variabile di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

T3 = 16 — 31?1 — 6172

z = 0 + =z + 8 m

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, To=0, z3=16 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema

LP.

A J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:
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I3 = 16 — 3.%1 — 6 T2

z = 0 4+ x1 + 8 x

dove B = {3} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 = 16, T1 =0, ZTo=0 divalore 0

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

16
$3:16—3{L‘1 16—3%120 Jflgg
—_———
x3>0
. . 16 . .
Aumentando il valore di x7 fino a 3 il valore di x3 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base
Abbiamo:
.y 16 1
x3=16—3x1 —6 22 quindi x1:§—2x2—§x3.

Sostituendo nell’altra equazione del dizionario, otteniamo:

16 1 16 1
= — =2 S — = R
z < 3 T2 3$3> +8.%'2 3 +6.%'2 3.%'3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

3 3
16 1
2= 3 + 6 22 — 3 3

dove B = {1} e N = {2,3}. La soluzione di base ammissibile corrente é:

16 16
By = ?, To=0, z3=0 di valore ?

e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo: 15 16 3
.1’1:?—2%2 §—2$220 x2§§
N———

x1>0
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in

TOSSO:

8
Aumentando il valore di z9 fino a 3 il valore di z1 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
To entra in base e di conseguenza 1 esce dalla base

Abbiamo:
6, 1 L8 1 1
T = 3 9 3933 quindi  z9 = 3 25(,‘1 6:63.

Sostituendo nell’altra equazione del dizionario, otteniamo:

z—E—FG §—1:c —lx —lx—6—4—3x—éx
3 3 2717 67%) 37T 3 1= 3™

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non & possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo é un dizionario ottimo:

8 1 1
xTo = §—§$1—6$3
326—4— 3m1—ém3

3 3

dove B = {2} e N = {1,3}. La soluzione di base ottima é:

8

64
Ty = 3’ 21 =0, 23=0 di valore 3

K | | | | | \

g;- $1+8$2\64 |
3
2?
™
8
1
0 fF=

7 +8z;.:'0"--.....___

Z1
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Una soluzione ottima &( LP) é:

64
il valore ottimo z( LP) ¢ —.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
g J

Esercizio 6.7 — Algoritmo del simplesso (P2)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max 1 + 3 @
soggettoa —4 x; + 10 zy < 35
3 1 + T < 12
1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

3 = 35 + 41 — 10 xo
T4 = 12 — 3 T — xT9
z = 0 + 1 + 3 x9

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, To=0, z3=235, T4, =12 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.
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Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

r3 = 35 + 4z — 10 z9
T4 = 12 — 3 X — T2
z = 0 + r1 + 3 x9

dove B = {3,4} e N' = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =35, z4=12, T1=0, T3 =0 divalore 0

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:
35+421 >0
r3 =35+4x —_—— x1 2_§
x3>0 4
vy =12-3m 2-3z20 z <4
x4>0

Aumentando il valore di x1 fino a 4, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo: . ,
x4 =12—-3 21 — x93 quindi $1=4—§x2—§x4.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 34 4
r3=35+4 (4—§x2——:1:4>—10372:51——:1:2——:1:4

3 3 3
1 1 1
z=4—§x2—§x4+3x2=4+§x2—§x4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

1 1
1 = 4 - 3% - 3T

34 4
r3 = 51 — Exg - 55174

8 1
|z = 4 + §$2 - 3 x4
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dove B ={1,3} e N = {2,4}. La soluzione di base ammissibile é:
1 =4, T3=>51, To=0, z4=0 divalore 4

e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
( x1>0
1 1
T :4—§x2 4—§x220 o <12
T3 :51—%4@ 51—%@20 T2 Sg
\ x3>0

9 9
Aumentando il valore di x5 fino a min {12, 2} =3 il valore di x3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

29 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base

Abbiamo:
34 4 9 3 4

563:51—?332—5964 quindi Ty= g = o T3 o T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 /9 3 4 1 5 1 5
1= 3<2M=”33w4>3“:z+w317“
z:4+8(9—3x3—4$4)—1x4:16—4x3—11x4

3 \2 34 34 3 17 17

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non é possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo é un dizionario ottimo:

5o, 5
=35 34 3 17 ™4
9 _ 3 .
275 34 73 34
4 11
- 7 17 ™

dove B = {1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ottima é:

5 9
=5 =3 23 =0, T4 =0 divalore 16

jl 2’
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in

TOSSO:

4 N

W NN A N[O o

€2

N /

Una soluzione ottima &( LP) ¢é:

il valore ottimo z( LP) ¢é 16.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.

-

Esercizio 6.8 — Algoritmo del simplesso (P3)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:
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max 2 x1 + 4 x9
soggettoa — =x1 + ro < 2
8 1 + 2 x9 < 19
1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

r3 = 2 + 1 — T9
ry = 19 — 8x1 — 2x9
z = 0 + 2z + 4xy

La soluzione ammissibile associata é:

21=0, To=0, z3=2, 74=19 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

AN J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

zz3 = 2 + B = 9
ry = 19 — 8x1 — 29
z = 0 + 2x1 + 4xy

dove B = {3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =2, T4=19, 1 =0, Zo=0 di valore 0

e Iterazione 1
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Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:

2421 >0
953 :2+IE1 T’ T 2_2
xr3=2

vy =19—-8x 19-8220 1 <
x4>0

o|s

Aumentando il valore di x1 fino a 3 il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:
19 1 1

:19_8 _2 .d. = — — — — — .
Ty X xI9 quindl X1 ) 4(132 8334

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

<19 1 1 > 35 5 1
T3=2+ | = —=T2— STy | — Toa=—— Ty — < T4

8 4 8 8 14 8
/19 1 LY g 19,7 1
FTe s 1T g™ 2=y T T

19 1 1
$1—§ — Z o — §x4
35 b} 1
I’g—g — ng — §$4
19 7 1
T T gt T g m

dove B ={1,3} e N = {2,4}. La soluzione di base ammissibile é:

19  _ 35

a’clzg, x3:§, To =0, 4, =0 divalore T

e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile x4, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
( x1>0
19 1 19 1 19
-2 _ = 2> 0 < =2
TR T g 17= =g
35 5 35 5 7
—22_° 2 >0 < =
T T g8 17%= 2= 5
—_———
\ x3>0
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1
Aumentando il valore di x5 fino a min {; 29} = ;, il valore di x3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

29 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base
Abbiamo:

x—§—§x—1x uindi x—z—ém—ix
3—84284(?1 I AT

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

19 1 /7 4 1 1 3+1 1
xr1T = — — — — — — a2 — — I _ = — = —
1 3 4 2 3 4 Ty x3 Ty

5 10 8 275 10
19 7 (7 4 1 1o 3
4 "o\ Ty T ™) g™ B0 B

Di conseguenza, abbiamo una soluzione ottima (non ¢ possibile alcun ulteriore
miglioramento) e questo é un dizionario ottimo:

~

3, 1 1
=5 P 10
7 4 1
Ty == — -3 — — z
2739 53 10

14 3
z2=17 — g r3 — g T4

, To==, 23=0, 24=0 divalore 17
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a4 N

[SIES BN

w

z2

\_ J

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 17.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.

Esercizio 6.9 — Algoritmo del simplesso (P4)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:
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max 5x1 + 3 x9
soggettoa 2 x1 + ro < 14
r1 + 8 xy < 32
x1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

€T3 = 14 — 2 X1 — i)
Ty = 32 - r1 — 8 x9
z = 0O + 521 + 3 x9

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, To=0, z3=14, T,=32 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

AN J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

I3 = 14 — 2 I — i)
Ty = 32 — ry — 8 x9
7 = 0O + 5 1 + 3 x9

dove B = {3,4} e N' = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =14, 24=32, T1 =0, Zo=0 di valore 0

e Iterazione 1
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Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

I3 :14—2.1?1

T4 =32 — I

14—2x21 >0
—_———
x3>0
32— 21 2>0
—_———

x>0

Aumentando il valore di x1 fino a 7, il valore di x3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza 3 esce dalla base

Abbiamo:

$3:14—2$1—$2

quindi

1 1
$1:7—§l‘2—§l‘3.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1
l’4:32— <7—{E2—

1 15 1
5([33 —8$2:25—f1'2+*l’3

2 2

1 1 5
Z2=05 <7—x2—x3)+3w2:35+x2—x3

2 2

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

T1

Ty

25

35

1 1

- 5T T 53
15 1

Tt g
1 5

+ 5 i) — 5 T3

dove B ={1,4} e N = {2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

T1 =17, Tq=25,

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

2

\

Zo =0, 3 =0 divalore 35

x1>0
1
7—533220 2 <14
15 10
25—356220 T3 S?
—_——
x4>0

Autore: Fabio Furini
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10 10
Aumentando il valore di x5 fino a min {14, 3} =3 il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

29 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:

g5 15,1 - 10, 1
Ty — — —— 7§ = 95 uindail Xro = — == b9 — == b4,
4 g 2T % d T A T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 /10 1 2 1 16 8 1
1'1:7—* f+—x3——x4 563:*—*%3+*$4

2 \3 " 15 15 2 3 15 15
gy L (0, 1 2 5 110 37 1
S o\ 3 T T ™) T T g Ty BTy ™

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

( 16 8 1
T = ? — B xr3 + B T4
10 1
9 = ? I ﬁ T3 — B T4
110 37
L z = ? — ﬁ I3 — TS T4
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

K | SUANE I | \

A Y
VX\“ >
pes 2
a s
FORE N X
4 | R -
10 Z1 482 =)
10 | 5 — o
3 | 32
& <
8 '\X
. P
L =Y
\‘0\
SN
\‘C
A
A
0 f,\
) I I I AAN
0 2 4 16 7
3
T

\_ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

110
il valore ottimo z( LP) é —.

In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Tratteggiate in blu, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
. J

Esercizio 6.10 — Algoritmo del simplesso (P5)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 2xr1 —+ 3 x9

soggettoa 6 x1 + 21 xo < 77
8 1 + 3 x2 < 36
x1, rn 2> 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:
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T3 = 7 — 61‘1 — 21 €T
gy = 36 — 8z — 3 12
z = 0 4+ 2z 4+ 3 x9

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, To=0, z3=77, T4, =36 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema

LP.

. J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

r3 = T — 6331 - 21 T2
rzy = 36 — 8z — 3 x9
z = 0 4+ 2 21 + 3 x9

dove B = {3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =77, ©4=36, T1 =0, To=0 divalore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
7T7T—6x1>0 77
r3 =77— 6z —_—— 1 < —
23>0 6
s =36-8z $-8m20 n <2
2420 2

9
Aumentando il valore di x7 fino a 37 il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
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x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo: 9 3
x4 =36—-8x1 —3x0 quindi z1 = i—gscg—fm.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1
r3="T7—-06 (2—2962—8964)—21582:50—15332—1—2334

1 1
B=2% (9—3m2—8x4)+3m2:9+9x2—x4

2 8 4 4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

_ 9 b =
I = 9 3 i) 3 Ty
75 3
r3 = 50 — Z Tr9 + Z T4
9 + ) !
z = - T - - X
( 177 4

dove B ={1,3} e N = {2,4}. La soluzione di base ammissibile é:

, T3 =50, Z2=0, z4=0 divalore 9

_ 9
$1:§

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
( x1>0
—~~
9 3 9 3
= - — - — —— x> o <12
1 5 g T2 5 8$2_0 2 <
75 75 8
I3 :50—Zx2 50—Z$220 ) Sg
— ——
\ x3>0

8 8
Aumentando il valore di xo fino a min {12, 3} =3 il valore di x5 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

xo entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base

Autore: Fabio Furini
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Abbiamo:
75 4 1

r3=50— —=x —|—§x uindi x*§——x + —x
3= 4244(1 2—3753254-

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

9 3(8 4 - 1 1 7,1 7
=== |== =g =—=04| = =B = =P =— By — — &
17978 \3 7573 o5™ 1 3 4

) 2 50 50
z—9—i—g §—ix +ix —}x—15—ix —ix
T \3 753 o) T T 25 3 o5 4

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

( 7 1 7
m=y ot o5 W™ T 5™

8 4 1
T9 = g — 75 xr3 + 55 T4
z=15 — i T3 — i T4

( 25 25

, ZL‘Q:g, z3=0, 24 =0 divalore 15

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in
rosso:

a N

1| Y
3 hRS
~
~
~
~
8 |
3
2 |
o
8
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~~?9
. 0
0 ~
~
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0 3 7 4 9 5
2 2
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Una soluzione ottima &( LP) é:
il valore ottimo z( LP) ¢ 15.
In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso

(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Tratteggiate in blu, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
\ J

Esercizio 6.11 — Algoritmo del simplesso (P6)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max r1 + X9
soggettoa 4 1 + 15 a2 < 70
122 4+ 3 z2 < 52
T, To > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

rg = 70 — 4x1 — 159
rgy = H2 — 1229y — 32
z = 0 —+ T + T2

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, To=0, z3=70, T, =52 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.
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Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

rx3 = 70 — dxy — 15z9
ry = 52 — 1227 -— 3x9
z = 0 + 1 + T2

dove B ={3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =170, x4 =52, 1 =0, Zo=0 di valore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
70—4x1 >0 35
g3 =T70—4dm > <
z3>0 2
z4 =52—121 Fi=lion =20 5 <2
x42>0 3
1 1
Aumentando il valore di x7 fino a min {%, ;} = 33, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

We hayve:

T4 =52—1221 — 329 quindi z1=— — - a9 — — x4.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
13 1 1 158 1

1 13 3 1
z= ———xg—ﬁm +x2=§+l—lxg—ﬁx4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:
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13 1 1
Ty = 3 x2 12 T4
158 1
xr3 = ? — 14 9 + — X4
1303 1
z = — -3 — — z
3 47 B

To =0, 4 =0 divalore

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile x5, possiamo ottenere una

Abbiamo:
13 1
13 1 3 " 7%220
B =— = =0
! 3 477 £1>0
3 T_14x2 ?—14x2>0
x3>0

92 79
3721

79
21’

) -

To entra in base e di conseguenza 3 esce dalla base

Aumentando il valore di x5 fino a min {

Abbiamo quindi che:

miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

— il valore di x3 scende a 0.

Abbiamo:
158 14 + i 79 1 n 1
=— — - indi =— - — — x4.
AR TagTe A SR TR VIR R
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
Bl 11N 1 95,1 5
ey i\ BT e™) T ™ T 5™ 6
133 /719 1 n 1 1 601 3 11
TE T\ T e™) T 1™ T s 56 168

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori

soluzione migliore.
< 52
T o2
> =3
79
< =2
=91

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

42


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

95 1 )

= 23 ot 56 r3 — 56 T4
79 1 1

Ty = o0 11 r3 + o T4
601 3 11

\ z = Q — % I3 - @ T4

dove B ={1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ottima é:

95 79 601
g}l = %7 j‘Q — i, (Z‘3 = 0, 54 =0 dl Valore 874

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in
rOSso:

[ N

x2

P

z1

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

95
- 28’

_
21

SH
=
|

L2

601
il valore ottimo z( LP) ¢ R
In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
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Tratteggiate in blu, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei
tre vertici.

Esercizio 6.12 — Algoritmo del simplesso (P7)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:

max 3 x1 + 2
soggetto a r1 + 4 s < 12
2 1 + o < 5
1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

T3 = 12 — I — 4 T2
Ty = 5 — 2 I — T2
z = 0 4+ 3z —+ T9

La soluzione ammissibile associata é:

21 =0, Zo=0, z3=12, T4, =5 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

N\ J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

I3 = 12 — I — 4 T2
Xq = 5 — 2 I — T2
z = 0 4+ 3z + To
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dove B = {3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =12 x4 =5, 1 =0, Zo=0 di valore 0
Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:

12— 21 >0
r3 =12 — 24 C_l=_ T <12
x3>0
5-2x1 >0 5
T4y =5-—-2x — r1 <o
x>0 2
. . 5 . .
Aumentando il valore di z; fino a 2 il valore di z4 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
Abbiamo:
_5_9 i 5 1 1
T4 = r1 — 22 quindi x1—2 2:1:2 2x4.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
5 1 1 19 7 1
—12— (224 — = Cfge =2 L Z
I3 <2 21‘2 2:)’:4) i) B 2x2+2x4
5 1 i 15 1 3
%= —— —XT9— -z x — ——Xy——-x
2 2% 2 2Ty 27 M

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

5 1
371:5 — 5 T2 — 51‘4
19 7 1
=S T Tt g
15 1 3
Ty T g™ T g

dove B ={1,3} e N = {2,4}. La soluzione di base ottima é:

5 19 15
1=y, B3=, T9=0, T4 =0 di valore >

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 N

~o

2

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:

15
il valore ottimo z( LP) é —.

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Tratteggiate in blu, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

due vertici.
. J

Esercizio 6.13 — Algoritmo del simplesso (P8)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 46


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

max 1 + 2 xo
soggettoa — x1 + 2 xy < 2
r1 + r2 < 3
Z1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

r3 = 2 4+ x1 — 229
Ty = 3 — X1 — i)
z = 0 + =z + 2x

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, Zo=0, z3=2, 74=3 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

AN J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

r3s = 2 + x1 — 2x9
Ty = 3 — il — i)
z = 0 + =z + 2x

dove B = {3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =2, T4=3, z1=0, ZTo=0 di valore 0

e Iterazione 1
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Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
x3>0

——
T3 =2+ 11 24+21 20 x > =2

T4 =3—11 3—x12>0 z; <3
————
x4>0

Aumentando il valore di x1 fino a 3, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

We hayve:
r4=3—x1 —xo quindi 1z =3—xo— 4.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
xg:2+(3—LL’2—HZ4)—2$2:5—3x2—$4

ZZ(3—$2—$4)+2$2:3+562—$4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

I = 3 - xIo - T4
r3 = 5 — 3 xIo — X4
z = 3 + To — X4

dove B = {1,3} e N = {2,4}. La soluzione di base ammissibile é:
T =3, Tgz=>9, To=0, 4 =0 divalore 3

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

3—%220
T :3—1'2 N— L2
x1>0
I3 :5—3332 \5—3%220/ T
x3>0

IN

(VAN
w| ot w

5 5
Aumentando il valore di x5 fino a min {3, 3} =3 il valore di z3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
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x9 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base

Abbiamo: - ,
r3=95—3w2— x4 quindi Ty= g ST ST

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

a_(2_1 1 =y 2
T = 3 3533 3534 T4 3 3$3 3$4
. (51 1 14 1 4
7= = —=Z3—=-Z4 ) —Tu=——-x3— =<
3 3% 3™ 1T 3 33

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

( 4 1 2
xl—g P g r3 — §$4
5 1 1
1’2:§ - gxs - §$4
14 1 4
T3 T 3™ T 3™

dove B ={1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ottima é:

4 14
1’1257 Fg ==, I3 =0, T4=0 divalore 3
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a )

Wl

x2
—

\_ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

14
il valore ottimo z( LP) ¢ 3

In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Tratteggiate in blu, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.
(. J

Esercizio 6.14 — Algoritmo del simplesso (P9)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max 2z + T2
soggettoa — x1 + o < 1
6xz1 + 422 < 39
T1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:
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zz = 1 + 1 — 9
Ty = 39 — 6x1 — 4dxo
z = 0 4+ 2x1 —+ To

La soluzione ammissibile associata é:

21=0, Zo=0, z3=1, 74 =39 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

. J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

r3 = 1 + rT — T2
rzy = 39 — 6z — 4dzo
zZ = 0 + 2z + To

dove B ={3,4} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

3 =1, x4 =39, r1 =0, o =0 divalore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:

x32>0

—
3 =14+x 1+21 >0 x1

v
R

IA
| &

Ty :39—61171 39—61}120 €1
S ——
x>0

13
Aumentando il valore di z; fino a 5 il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
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x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

We have:

o 13 2 1
4 =39—62x1 —422 quindi T1= 5~ g %2 g %

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

14 13 2 1 _15 5 1
€T3 = 9 3332 6»”34 1‘2—2 31‘2 6$4

_o (132 Lo Y w 13 L 1
z = 5 333‘2 633‘4 ro = 3.%'2 31’4

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo é un dizionario ottimo:

13 2 1

rl = ? — g T2 — 6 T4
15 5 1

r3 — ? — g i) — 6 Ty

z=13 — 1 Ty — 1 T4
3 3

T =—, To=0, x3:7, T4 =0 divalore 13

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a )

[N}

x2
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Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 13.

In viola il primo vertice esplorato dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Tratteggiate in blu, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

due vertici.
\ J

Esercizio 6.15 — Algoritmo del simplesso (P10)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 3 vincoli:

max 5 x1 + 2 x9

soggettoa — x1 + 3 oy < 12
1 + 2 xy < 12

3 1 — 2 x9 < 8

1, z2 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

r3 = 12 + r1 — 3x9
Ty = 12 - r1 — 2T9
x5 = 8 — 31 + 229

z = 0 + d5z1 + 2z9

La soluzione ammissibile associata é:

1 =0, Zo=0, Z3=12, T4=12, x5 =8 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.
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Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

r3 = 12 + r1 — 3x9
Ty = 12 — T1 — 29
5 = 8 — 3xz1 + 2x9
|z = 0 + bx1 + 2x

dove B =1{3,4,5} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =12, x4 =12, Z5 =28, 21 =0, Zo=0 di valore 0

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

12+21>0
r3 =124+ 2, —/_’:ch>0 xr1

— >
rg =12 —24 w,l;g ol
x42>0

r5 =8—31 8_31"120, ]
x5>0

v

—12

IA
—_
[\)

IN
w| oo

\

Aumentando il valore di 21 fino a min {12, g} = ;, il valore di x5 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base

Abbiamo: e o ,
5 =8—3x1+2x2 quindi x1=§+§x2—§x5,

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

x3 =124 §+2x—1x —3x—ﬁ—zm—1m
8= 3 3% 3% 2= 3 3T 3%
Tq4 =12 — §+2x —lx —2x—§—§x —i—lx
4= 3 T332 375 2= 3 T gf2t g
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8

jlzga

e Iterazione 2

Abbiamo quindi che:

Abbiamo:

28
€T pr
173

=

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

T3 =

oy
3

I

3

T4

8
3

dove B=1{1,3,4} e N = {2,5}. La soluzione di base ammissibile é:

44
- T4 =

3

Se aumentiamo il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
8 2
T1 _§+§$2
4 7
R R
28 8
g g

Aumentando il valore di x5 fino a min{

xo entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

— — =22+ = XI5

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

uindi =z —Z—§x —|—1x

3 “ 2Ty gt
T3 1 1 1
=== || = =B == = — 5

9 gt TgT) T3 47Ty

2 1 40 16 5
3$2—3$5>+2$2:3+3$2—3$5
8 2 1
= g I g To - §$5
44 7 1
-3 3" T 3"
28 8 1
= 3 - 3- t 3%
40 16 5
= 3 T 3™ T 3 %

28

3 )

To =0, z5 =0 di valore

x1>0
3 2
3 t3n=l zy >4
44 7 m
3 37220 n <=
2% % !
< —
= _ = >0 2 =
3 3727 2
\ x4>0
44 7

|

, il valore di z4 scende a 0.

7°2 2

Autore: Fabio Furini
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4 7 (1 3 1 1 13 7 5
T3=——- |z—zczsu+-25 )| —c25="+-T84— -2
373 3 \g g Tg) 3T g TgttTgs

40 16 /7 3 1 5

— (=2 - =322, —

z 3 + 3 <2 3 T4 + 3 .’L'5) 3 5 =3 T4 — Ty

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non é possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo ¢ un dizionario ottimo:

( 1 1
$1:5 — Z Iy — Z Is5
7 3 1
332—5 -3 Ty + 3 Ts5
13 7 )
T3 = o + g ¥ — g
z2=32 — 2 x4y - Ts

T1 =295, T9g= = .%3:?, T4 =0, 5 =0 divalore 32

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢é il poliedro ombreggiato in
roSso:

a R

€2
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Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢ 32.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

tre vertici.

Esercizio 6.16 — Algoritmo del simplesso con una diversa colonna pivot (P10)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 3 vincoli:

max b5 x1 + 2 x9

soggettoa — x1 + 3 x < 12
r1 + 2 x99 < 12

3 1 — 2 x9 < 8

T, To > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

r3 = 12 + r1 — 3x9
Ty = 12 - r1 — 2X9
x5 = 8 — 3x1 + 229

z = 0 + 5z1 + 22

La soluzione ammissibile associata é:

1 =0, Zo=0, Z3=12, T4=12, 5 =8 divalore 0

Domande

1. Eseguire 'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP, scegliendo x2 come colonna pivot alla prima iterazione.

2. Confrontare il numero di iterazioni con ’esecuzione dell’algoritmo del simplesso che
sceglie z1 come colonna pivot alla prima iterazione (esercizio Algoritmo del simplesso

(P10)).
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Soluzione

1. e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario:

r3 = 12 + Ty — 3xo
Ty = 12 - T1 — 2
x5 = 8 — 3x1 + 2x9
| 2z = 0 + dx1 + 2x9

dove B =1{3,4,5} e N = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =12, x4 =12, Z5 =28, 21 =0, Zo=0 di valore 0

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile zp (la colonna pivot richiesta dalla
domanda), possiamo ottenere una soluzione migliore. Abbiamo:

b (12 -3z, >0 .

— _ S —

z3 3 x2 % z2 <

Ty =12-2m, 2722220 2y <6

x>0

x5>0

T5 =842y —_— zg >4
(8+22, >0

Aumentando il valore di 3 fino a min {4, 6} = 4, il valore di x3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x2 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base

Abbiamo:

1 1
x3 =12+ 21 —3 22 quindi $2=4+§x1—§$3.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 5 2
$4:12—I1—21‘2:12—$1—2<4+§$1—§LL‘3> :4—§x1+§$3

$5:8—3x1+2$2:8—3$1+2<4+

3
1 17 2
z=5x1+2x2=5w1+2<4+§x1——x3> =84+ —x1 — —x3
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e Iterazione 2

Consideriamo il dizionario:

( 1 1

To = 4 + g | = g T3
) 2

Ty = 4 — g xr1 + g T3
7 2
— 1z = Z _ =z

T5 3 x1 3 €3
B 8 17 2

L A + ? rr — g T3

dove B ={2,4,5} e N' = {1,3}. La soluzione di base ammissibile é:
To=4, Ty=4, x5=16, 21 =0, z3=0 divalore 8

Se aumentiamo il valore della variabile x7, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

( x2>0
1 441z >0
€y =4+ 3 Tgh=2 x> —12
D 12
— >
Z4 :4—§$1 4 3x1_0 1 Sg
7 wazl 48
— 16— = 7 =
Is =16 31171 16_§$120 Z1 §7
—_———
\ x5>0
12 48 12
Aumentando il valore di z; fino a min {5, 7} = = il valore di z4 scende a
0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
Abbiamo:
_, B, di g 12,2, 3
g = 3 1 3 r3 quindi a1 = et T3 3 .
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
A4 1 /12 n 2 3 1 24 1 1
Ty = - |—+=-23— =24 —=ax3=— ——213— -
2 3\5 '5° 5°') 37 5 57 5
16 7 (12 n 2 3 2 52 8 n 7
r5=16—=—+-a23—=—a4 | —=-23=——=-23+-1
b 3\5 "5 57 3P 5 575
84 17 /12 2 3 2 108 n 8 17
7= ——=—4+=23— =24 )| ——23=—"+-23— — 1
3\5 '57° 571 30T 5 "5 5
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e Iterazione 3

Consideriamo il dizionario:

7 12 2 3
R
24 1 1
PR e
52 8 7
5 = g — Sx3+ 5:1;4
108 8 17
2= 5 T 5T T F

dove B ={1,2,5} e N = {3,4}. La soluzione di base ammissibile é:

12 24 52 108
jl:g’ i‘2:€, i‘5:€, 52‘3:(), i’4:0 dl Valore ?
Se aumentiamo il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

( 7120
12 2
12 2 i W
T = o e 5 Tp7=l z3 > —6
24 1
24 1 il
To = — — — I3 5 5x320 zg <24
5 D
52 8 = 13
_ 2= _° 592 8 < —
T TR 3—556320 =5
x5>0

13
Aumentando il valore di x3 fino a min {24, 2} =5 il valore di x5 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x3 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base

Abbiamo:

52 8 _|_7 i 13+7 5
ry = — — - T ! ulndal xrg3 = — — X4 — = T5.
5 5 5 3 5 4 (q 3 9 3 4 3 5

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

x—g—i-g B—l—zx—?x —§x —5—1w—1x
U5 Ts\2 "8t 8) 5T 4t
x—%—l E—i—zﬂr:—g)ac —1x—z—§x +133'
75 p5\2 "8 8T) 5T 2 gt
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108 8 (13 7 5 17 S
b= —= = = = Jos — = 35 — — X4 = e Tg — T
5 '5\2 '8 8" 5 4 1

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima e questo ¢é il dizionario
ottimo:

( 1 1
r1 =5 - 1% - 7%

7 3 1
$2:§ — §1’4 + §1’5

13 7 )
1'3—? + §$4 = §$5
{ z2=32 — 2 my - 5

dove B =1{1,2,3} e N = {4,5}. La soluzione ottima é:

7 13

ii‘1:5, 5225, @3:3, 1‘4:0, 575:0 di valore 32
2. L’esecuzione che sceglie x9 come prima colonna pivot effettua tre operazioni di pivot e
visita i vertici (0, 0), (0,4) e (%, %) prima di raggiungere quello ottimo. L’esecuzione
che sceglie x1 come prima colonna pivot effettua solo due operazioni di pivot e visita
i vertici (0,0) e (%, O). Entrambe le esecuzioni raggiungono la stessa soluzione ottima
di valore 32: la scelta della colonna pivot cambia il cammino seguito sul poliedro, non

il valore ottimo.
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a O

€2

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:
il valore ottimo z( LP) ¢ 32.

In viola il primo, il secondo e il terzo vertice esplorati dall’esecuzione dell’algoritmo del
simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
In blu tratteggiato, le curve di livello 5z; +2x92 =0, 521 + 229 = 8, by + 2129 = % e

51 + 2x9 = 32 della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei quattro vertici.
\\ J

Esercizio 6.17 — Algoritmo del simplesso (B1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 2 vincoli:
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max 25 1 4+ 16 xo

soggettoa 50 x3 + 31 x2 < 250
-3 x1 -+ 2 x9 < 4
1, To = 0

I3 = 250 — 50 I — 31 i)
T4 = 4 + 3r1 — 2 x9
z = 0 + 2521 4+ 16 =

La soluzione ammissibile associata é:

T1=0, To=0, 3 =250, T4 =4 divalore 0

Domande

LP.

AN

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema

J/

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

T3 = 250 — 50 X1 — 31 i)
Ty = 4 + 3 X1 — 2 i)
z = 0 + 25z + 16 a9

dove B = {3,4} e N' = {1,2}. La soluzione di base ammissibile é:

T3 =250, T4o=4, x1=0, To=0, di valore

e Iterazione 1

0
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Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
250 — 5021 >0
z3 =250 — 50 2, = = z1 <5
x3>0
4
r =443 4820 5 2t
x4>0 3
4=
Aumentando il valore di z; fino a 5, il valore di x3 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base
Abbiamo:
250 — 50 31 indi 5 31 L
= — — indi =5— — a9 — — 3.
T3 X1 T2 qu I 50 X9 50 T3
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
31 1 193 3
=443 |5——x2— — —229=19— — 29 — —
= Gar ( 50 "2 50 w?’) w2 50 "2 507

31 1 1 1
z 5 (5 50 To 50 $3> + 16 To 5+ 9 ) 9 T3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

( _ 31
"= 50 2 50 3
193 3
=1 i - 2
T4 9 50 T9 50 T3
1 1
| z=125 + 5 To — 3 T3

dove B ={1,4} e N = {2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

1 =95, T4 =19, To =0, z3=0 di valore 125

e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
x1>0
——N—
31 31 250
—5_ = — — 9 > < =
1 5 50 o ) 50 z9 >0 T2 = 31
193 193 950
=19 - — 19— —29>0 <
24 =19= 5o 50 < 2 =193
xéO
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2
750’ 7950 = —950, il valore di x4 scende a O.
31 7193

Aumentando il valore di 9 fino a min { 193

Abbiamo quindi che:
29 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:
193 3 950 3 50

— g =2, 2 Yol e e
i 50 (27 po v AWM #27 793 7 793 ¥ T 193 ™4

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

31 /950 3 50 1 376 2 31
T1=0—— |+ —" 7523 — =21 ——=T3=—72———=T3+ =T
! 50 \193  193°% 193°%) " 507® 193 193°° 193¢
s L (950 3 50 1 24600 98 25
B = =232 —cT3=—FF———=T3— =T
2 \193 1937 193°) 277 193 1937 193!

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non & possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo ¢ un dizionario ottimo:

(e &
17 193 193 193 4
_ 950 3 20
27 103 193 *3 193
24600 98 25
=—a — Taa %3 — To5 T4
193 193 193

dove B = {1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ottima é:

L BT6 950 24600
r1 = —— xr9 — —— xr3 — Ty — 1 valore ———
171930 ™2 1930 P 193

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

TOSSO:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in

-

~

24
il valore ottimo z( LP) ¢ 600

tre vertici.

193

950 5 |-
193
g
2
o
2,
\d
‘\
0
0 1 376 2 5
193
T
N
Una soluzione ottima &( LP) é:
5 316 950
' 1930 P 193

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
del simplesso (prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori assunti nei

Autore: Fabio Furini
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6.3 Problemi con tre variabili

Esercizio 6.18 — Algoritmo del simplesso (P41)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 4 vincoli:

max 2 r; + 3 + 3uz3

soggetto a Ty + x2 + rz3 < 4
T2 < 2

3 < 3

3 1 + 3 < 6

1, T2, 3 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

(

ry=4 - T, - To — T3

T5 = 2 — To

T =3 — T3

rr=6 — 311 — T3
\ z=0 4+ 2x1 + To + 3 x3

La soluzione ammissibile associata é:

21=0, Zo=0, 23=0, z4=4, 5=2, Zg=3, Ty =6 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

- J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:
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T4y=4 - T, - To — T3

5 = 2 - T2

T =3 = T3

;=6 — 3 x1 — T3
z=0 4+ 2z + To + 3 x3

dove B = {4,5,6,7} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile ¢:

Ty=4, Ts=2, x¢=3, T7=06, 1 =0, Zo=0, z3=0 di valore O

Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

4—.%'120
ry =4—x ~— r, <4
x4>0
z7 =63 $3n=0 z <
x7>0

Aumentando il valore di z; fino a min {4, 2} = 2, il valore di x7 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza xz7 esce dalla base

Abbiamo: , X
x7=6—-3x —2x3 quindi 951:2751,373:67_

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 2 1
T4 =4— 2—5333—73:7 — T2 —23=2—T2— T3+ -T7

3 3 3
—2 (21 ! +zo+3z3=4+ +7 2
Z = 31’3 3$7 xTo xr3 = €T 3 T3 3 xT7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

Autore: Fabio Furini
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1 1
1 =2 - 3%~ 37
9 2 o 1
By = - T3 — -z - x
4 2 3 3 3 7
T5 =2 — T2
.736:3 - I3
4 + + ‘ 2
%= T - x3 — - x
L 2 3 3 3 7

dove B =1{1,4,5,6} e N = {2,3,7}. La soluzione di base ammissibile é:

T1=2, Ty=2, T5=2, ¥6=3, T2=0, z3=0, zy=0 divalore 4

e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:
2— T2 Z 0
T4 =2— a9 S—— To <2
x>0
2 — T2 Z 0
—_———

x5>0

xTs5 :2—.%'2

Aumentando il valore di x5 fino a min {2,2} = 2, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x9 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:

2 2 —|—1 indi 2 2 —l—l
Ty =2—To— - - uindi x9=2—-x3 —x — x7.
4 2 3 3 3 7 q 2 3 3 4 3 7

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

o (9 2 L1 2 1
Irs = 31‘3 T4 333‘7 —333‘3 T4 31‘7

—4+(2-2 t i)+ 2 =6+ .
Z = 31‘3 T4 31‘7 3£L‘3 3:1)7— 31’3 T4 31’7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:
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1

1'1—2 — g

2

=2 - =

xI9 3

2

x5—0 + g
1‘6—3 —

)

=6 Z

\ % + 3

dove B = {1,2,5,6} e N' = {3,4,7}. La soluzione di base ammissibile ¢:

:27 j2:27 E5207 'f6:37

x1

e Iterazione 3

Se aumentiamo il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

( 1

X1 22—§:L‘3
2

i) :2—§$3
2

Ts5 :0+§x3

Tg =3 — I3

T3
T3 — X4
r3 + x4
T3
T3 — T4

z3 =0,

( 1
2— = >0
31‘3*
—_———
5120
2——x3>0
3 3 =
—_——
x2>0
0+2 >0
— X
3 3 =
—_——
x5>0
3—x3>0
—_———
x>0

Wl Wl ) =

—_

z4=0, 27 =0

T

i

T

T

di valore 6

I3 < 6
I3 < 3
I3 > 0
I3 < 3
scende a 0.

Aumentando il valore di z3 fino a min {6, 3,3} = 3, il valore di x2

Abbiamo quindi che:
x3 entra in base e di conseguenza o esce dalla base

Abbiamo:

2 1 ..
T9o=2——-1x3— T4+ - x7 quindi

3 3

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

=3 § § AL =
T3 = 9 T 21’4 9 ZT7.

o 1 (g 3 3 iy L ol 1
f1TeTy R R Tl B T A T R B
T5 3 2.%'2 2.%4 23?7 Ty 3277— xI9
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3 3 3 3 +1 3 +3 1
xg =3 — — =Ty — =T+ =Ty | =2+ =-T4— =T
6 2 2 2 4 2 7 9 2 2 4 2 7

gy 0 (3.3, 3. .1 Loy 5, T
= 3 2£E2 2334 2m7 T4 31‘7— 2:32 2:34 2m7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

( 1 1 1
=1 + §$2 + 5 Ty — 5 Z7
r3=3 - §:c _ 3 T4 + L T
3= 5 L2 5 T4 5 7
x5—2 — X9
6 =0 + §3c + 3 T4 — lrc
6 = 5 L2 5 T4 5 7

) 7 1
=11 - = - = —
z 2x2 9 T4 + 5 X7

dove B ={1,3,5,6} e N = {2,4,7}. La soluzione di base ammissibile ¢:

T1=1, Z3=3, T5=2, xg=0, To=0, Z4=0, Zy=0 divalore 11

e Iterazione 4

Se aumentiamo il valore della variabile x7, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
1
(1—*‘T7ZO
( 1 2
_ ———
x1 —1_5377 leg rr <2
3+=-x7>0
T3 :3—1-5337 2 T7; > —6
——
9{320
& 2337 0 23:7_0
——
\ z6>0

Aumentando il valore di z7 fino a min{2,0} = 0, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x7 entra in base e di conseguenza xzg esce dalla base

Abbiamo:

3 3 1
x6=§x2+§$4—§$7 quindi  z7 = 3 29 4+ 3x4 — 2 x¢.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
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1 1 1
l‘1=1+§$2+*l‘4—* Baxoa+3x4—2x6)=1—29 — x4 + 6

2 2
3 1
m3:3—§m2—§x4+§ (3x2+3x4—2x6):3—x6
5 7 1
z:11—§x2—§x4+§ Baxa+3x4—2x6) =11 —29 —2 24 — 76

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non & possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo ¢ un dizionario ottimo:

r=1 - Tro9 — T4 + x6

T3 =3 — Tg

T5 =2 — D)

zr=0 4+ 3 a0 + 3 x4 — 2 x4
| 2= 11 — T9 — 2 Ta — T

dove B =1{1,3,5,7} e N = {2,4,6}. La soluzione di base ottima é:

jlzl, fgz?), Li‘5:2, £E7:0, Lf4:0, 556:0, 522:0 di valore 11
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

I3

- %

Una soluzione ottima &( LP ) é:

il valore ottimo z( LP ) ¢ 11.

In viola il primo e il secondo vertice esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Define the polyhedron using inequalities (Hyperplane Representation)
p = Polyhedron(ieqgs=[

4, -1, -1, -1), # (-1, -1, -1) x+4>=0
2, o0, -1, 0, # (O, -1, 0) x+2>0
(3, 0, 0, -1), # (0,0, -1) x+3>0
(6, -3, 0, -1), # (-3, 0, -1) x+6 >0
(o, 1, 0, 0, # (1, 0, 0) x +0>0
(o, o, 1, 0, # (0, 1,0 x+0>0
(0, o0, 0, 1 # (0, 0, 1) x+0>0
D
# Display the inequalities of the polyhedron
p-Hrepresentation()
# Display the extreme points and extreme rays of the polyhedron
p-Vrepresentation()
# Plot the polyhedron (3D)
p-plot()
- J

Esercizio 6.19 — Algoritmo del simplesso (P42)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:

max 3 x1 + 2 x99 4+ 4 x3
soggetto a r1 + r9 + 2 z3 < A4
2 x1 + 3 23 < 5
2 1 + To 4+ 3 x3 < 7
x1, Z2, zg3 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

,

rg=4 — xr, - To — 2 x3
T5=5 — 2 x — 3 x3
=7 — 2x1 — To — 3 x3
z=0 4+ 321 4+ 229 + 4 x3

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

74

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://sagecell.sagemath.org/
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

La soluzione ammissibile associata é:

T1 =0, Zo =0, 23=0, T4 =4, T5=5, Tg=7 divalore 0

Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

A J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

T4s=4 - T, — To — 2 x3
5 =5 — 2 x1 — 3 x3
=7 — 2x1 -— To — 3 x3
{ z=0 4+ 3z1 4+ 2x9 + 4 x3

dove B = {4,5,6} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile ¢:

Ty =4, T5=095, Tg=171, 1 =0, Z9=0, 23=0 di valore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:

(
4—%120
—_—

x4>0
—2x1 >

T5 =b—2x L,l;g T

x5>0

T =T7—2x 7—2x 20 T

—_————
x>0

IA

NCNIEN B NCU NG S

x1

IN

IN

\
: : . 5 7 5 . .
Aumentando il valore di z; fino a min < 4, 23 = 3 il valore di x5 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base
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We have: £ 3 1
x5 =5—22x1 —3x3 quindi x1:§—§x3—5x5.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
5 3 1 5 3 1 i 1
xg=4—|-—=-x3— =25 ] — 293 —223==—2T9— T3+ =%
4 2 2 3 2 5 2 3 9 2 2 3 2 5

5 3 1
Te=17—2 (2—2363—2965)—x2—3x3:2—x2+x5

5 3 1 15 1 3
z=3 (2—2$3—2x5>+2x2+4x3:2+2x2—2x3—2x5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

( 5 3 1
I = = — - X - - T
1 2 2 3 2 5

3 1 i 1
Ty = = — X - - T - T
4 9 2 2 3 2 5
.%'6:2 — i) + xT5

B, 1 3
z = 9 o 9 T3 9 T5

dove B =1{1,4,6} e N = {2,3,5}. La soluzione di base ammissibile é:

15
T1=5, Ty=5, Tsg=2, To=0, Z3=0, 5 =0 di valore 5

N Dol ot

e Iterazione

Aumentando il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
3
3 5~ 2220 3
Ty =S — X2 L,_/ 2 < ¢
2 2220 2
Tg =2—x9 2—2922>20 To <2
—_———
x>0

3
Aumentando il valore di z9 fino a o il valore di z4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x9 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
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Abbiamo:

5 1 +1 indi 5 +1
=== e~ = 1ndi === = =
T4 B €2 2553 21135 qu Z2 9 21163 T4 2135

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

3 1 1 1 1 1
T =2— 53 5T Tt T | trs =5+ 5Tt toTs

2 2 2 "9 2
15, (31 ! 1 3 21 3 ) 1
S I R R T R A R T et B R

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

) 3 1
.%'1:5 — 5 T3 — 5 xT5
3 1 1
T2=5 — 5 T3 — T4 + 5 s
1 1 1
.’E6:§ + 5 I3 + Tyg + 5(1)5
21 3 1
(=% — 3% — 23 — 5

dove B=1{1,2,6} e N = {3,4,5}. La soluzione di base ottima é:

1 21
i‘l ==, 9=, :ig = 0’ 5}4 = 07 ‘%5 = 07 T = 5 dl VaIOI‘e ?
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

wlot

z3

T

[\l [

X9 4

N %

Una soluzione ottima &( LP) é:

21
il valore ottimo z( LP) é —.

In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Attenzione

Questa ¢ un’altra possibile esecuzione dell’algoritmo del simplesso, in cui si selezionano
le variabili fuori base con il massimo costo ridotto invece di seguire 1’ordine naturale.

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:
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r4g=4 — Ty — To — 2 x3
T5=5 — 2 x1 — 3 x3
=7 — 2x1 — To — 3 x3
z=0 4+ 321 4+ 229 + 4 x3

dove B ={4,5,6} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

Ty=4, Ty =5, Tg=7T7, 1 =0, z9=0, z3=0 di valore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
4—2x3>0 (
Ty =4—2x3 S——— x3 <2
x>0
_ > 5
5 =5—3x3 ?_3{3;9 x3 < 3
x5>0
_ 7
x6>0 .
. . 5 . .
Aumentando il valore di z3 fino a 3’ il valore di x5 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x3 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base
We have:
Lo 5 2 1
r5=5—2x1 —3x3 quindi x3:§—§x1—§x5.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
4 5 5 2 1 2 o 1 i 2
T4 =4—1] — 20 — —— - ——x5|=-4+-x1—= -
4 1 2 3 3T 7375 3 T3% 2+ 3%
5 2 1
Te=7—2x1 —2x90—3 <3—3x1—3x5> =2 — 29+ T5
5 2 1 20 1 4
z=3x1+2x9+4 (3—31‘1—3%5) :§+§x1+2x2—§x5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:
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r 5 2 1

=3 3 3 95
2 1 L2

T4 = = - Ty - x - T

4 3 3 1 2 3 5

T = 2 — T2 + T5
204 L 2 4

Z = — = g5 i — = 95

3 3 1 2 3 5

dove B =1{3,4,6} e N = {1,2,5}. La soluzione di base ammissibile é:

_ 5 _ 2
Trq = — XTrTg = —
3 3’ 4 3’

e Iterazione 2

20
T = 2, z1 =0, Zo=0, 5 =0, divalore 3

Aumentando il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
2
2 3~ 2220 2
Ty =5 — X2 -— 2 <3
3 2220 3
Tg =2 —x9 2—222>0 To <2
—_—
x>0
. . 2 .
Aumentando il valore di x5 fino a 3 il valore di x4 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
xo entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
We have:
2 + ! + 2 indi 2 + T
Ta=—+—-x1—=T - T uindi z9==-+-z1—=x -
433123501 2331435

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

9 2+1 +2 " 4 1 . +1
Te=2—|-+-x1 -8+ -7 Ts==—=T] +Ta+=2x
6 337 4T 3% 5=3 3% 4T3

20+1 +2 2+1 +2 1 8+ 2
z=—+-=x —+-x)—x4+-x5| — -5 = 1 —2x
3 3 1 3 3 1 4 3 5 3 5 1 4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

2 1 2
x2—g + g Ty — T4 + g Ts5
5 2 1
m=3 T g W I
4 1 1
T6=3 — 3 T + T4 + 3 ¥

z=8 + 1 — 2 x4
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dove B ={2,3,6} e N = {1,4,5}. La soluzione di base ammissibile ¢:

_ 5 4
€T3 =5, T6 =5

2
3 3 di valore 8
3

To =

e Iterazione

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

(2 n 1 >0
-+ -z
p 2 1 3 3°71=
T9 = g I § X1 - §2>0 Ty > —2
X = == = 70 —
3 3 3 1 I =3
4 1 7=
(6 =3 371 g—gxlzo Ty <4
\ x>0
. . 5 . .
Aumentando il valore di x7 fino a 3’ il valore di x3 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base
We have:
5 2 1 ndi 5 3 1
1‘3—3 333‘1 333‘5 quindal 1‘1—2 21‘3 21‘5
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
2 i 1/5 3 1 o 2 3 1 o
2T g gy 27 g T T g T T IT o5
4 1/5 3 1 P 1 i 1 P 1
TET3 g \g 27 g THT G T T T T TS
5 3 1 21 3 1
— g Q= S g — 2y — =
z 8+<2 2£L'3 21‘5) T4 2 2:U3 a2 2365

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

Autore: Fabio Furini
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) 3 1
r1 = 5 — 5 T3 — 5 xT5
3 1 1
o = 5 — 5 I3 — T4 -+ 5 I5
1 1 1
Te — 5 + 5 I3 + Tg + 5 T5
21 3 1
| 2= > T 3 T3 — 2 T4 — 5 T5

dove B=1{1,2,6} e N = {3,4,5}. La soluzione di base ottima é:

21
Ty =5, T2=7, Te= o, T3 =0, Z4=0, Z5 =0 di valore =

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
roSso:

Wit

T3

x1

[N (e

X9 4

N /

Una soluzione ottima &( LP) ¢é:

21
il valore ottimo z( LP) ¢ 5
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In viola i primi tre vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).

Codice SageMath: poliedri 3D (

# Definizione del poliedro tramite disuguaglianze (rappresentazione per iperpiani)
p = Polyhedron(iegs=[

4, -1, -1, -2), # (-1, -1, -2) x+4>=0
(6, -2, 0, -3), # (-2, 0, -3) x+5>0
(7, -2, -1, -3), # (-2, -1, -3) x+7>0
(o, 1, 0, 0, # (1, 0, 0) x+0>0
(o, o, 1, 0), #(, 1,0 x+0>0
(0, o0, 0, 1 # (0, 0, 1) x+ 0> 0

D

# Disuguaglianze del poliedro

p-Hrepresentation()

# Punti estremi e raggi estremi del poliedro

p-Vrepresentation()

# Grafico del poliedro (3D)
.plot )

el

Esercizio 6.20 — Algoritmo del simplesso (P43)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:

max x1 + 2 xzy + T x3

soggetto a  x + 2 z3 < 2
2 + 2 x3 <2
x1, x2, z3 > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

1'4:2 — I — 21‘3
335:2 — i) — 21‘3

z=0 4+ = 4+ 2x2 + T x3
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-

La soluzione ammissibile associata é:

Domande

T1=0, Zo=0, Z3=0, 4 =2, 5 =2 divalore 0

Eseguire I’algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

J/

Soluzione

e Inizializzazione

e Iterazione 1

Consideriamo il dizionario iniziale:

.CIZ4=2 — I — 21’3
.213522 — i) - 2%’3

z=0 4+ x 4+ 2x2 + T x3

dove B ={4,5} e N ={1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

Ty =2, Ts=2, 1 =0, Zo=0, z3=0 di valore 0

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:

{1:4 =2—1 {w {ml <2

Aumentando il valore di x1 fino a 2, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:
ry=2—x1—22x3 quindi z;=2-2x3— 4.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

z2=2—-2x3—x4)+229+T723=2+223+ 523 — 14

Autore: Fabio Furini
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Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

x1:2 — 2.233 — Ty
x5:2 — T — 2:173
z =2 + 2z 4+ 5 x3 — T4

dove B = {1,5} e N = {2,3,4}. La soluzione di base ammissibile é:

T1=2, T5=2, To=0, Z3=0, Z4=0 divalore 2
e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione migliore.
Abbiamo:

{x5 =2—x9 {t@i@ {xz <2

x5>0

Aumentando il valore di x5 fino a 2, il valore di x5 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
29 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base

Abbiamo:
x5 =2—29—2x3 quindi x9=2-—2x3— 5.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

z:2+2(2—2x3—m5)+5x3—x4:6+x3—x4—2m5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

Ty = 2 - 2z3 — 14
To =2 — 2 x3 — x5
2=6 + 3 — x4 — 25

dove B =1{1,2} e N = {3,4,5}. La soluzione di base ammissibile é:

T1=2, xo0=2, z3=0, z4=0, 5 =0 divalore 6

Autore: Fabio Furini
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e Iterazione 3

Aumentando il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
2—2%320
TG =2—2x3 N— r3 <1
x1>0
) :2—21‘3 \2_2x320, T3 <1
x2>0

Aumentando il valore di x3 fino a 1, il valore di entrambe x1 e x2 scende a 0. Scegliamo
1 come variabile uscente.

Abbiamo quindi che:
x3 entra in base e di conseguenza 1 esce dalla base

Abbiamo: . |
x1=2-2x3—14 quindi x3:1—§x1—§x4,

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1
x2:2—2<1—2x1—2x4)—m5:x1+1‘4—x5

=64+ (1 1 1 205 =17 L 5 2
z = 21}1 2134 T4 s = 21‘1 21‘4 xT5

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

;
zo=0 + xr1 -+ T4 — s
1 1
1‘3—1 — 5331 — 5%4
1 3
kz:7—§331—§364—2365

dove B =1{2,3} e N = {1,4,5}. La soluzione di base ottima é:

.i'lz(), 1'2:0, .i‘3:1, 12‘4:0, 525:0 di valore 7
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

e )

N /

Una soluzione ottima &( LP) ¢é:

il valore ottimo z( LP) e 7.

In viola i primi tre vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Definizione del poliedro tramite disuguaglianze (rappresentazione per iperpiani)
p = Polyhedron(ieqgs=[

(2, -1, 0, -2), # (-1, 0, -2) x+2>0
(2, 0, -1, -2), # (0, -1, -2) x+2>=0
o, 1, 0, 0, #(,0,0 x+0>0
0, o, 1, 0, # (O, 1,0 x+0>0
(o, 0, 0, 1) # (0, 0, 1) x+0>0

D

# Disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()

# Punti estremi e raggi estremi del poliedro
p.Vrepresentation()

# Grafico del poliedro (3D)
p-plot()

Esercizio 6.21 — Algoritmo del simplesso (P44)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:

max 1 + 2 z + 3 z3
soggetto a ry, + 2 x9 — 2 23 < 1
2 xr - x2 — 3 x23 < 4
1 + 2 xz2 + 5 xz3 < 2
x1, z2, xz > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

(

xg=1 - 1 — 2z + 23
rs=4 — 2z + T2 + 3 z3
T =2 — r1 — 2®9 — O x3
z=0 + 1 + 2z + 3 z3
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La soluzione ammissibile associata é:

21 =0, Zo=0, 23=0, Z4=1, T5 =4, Tg=2 divalore 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

- J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

ry=1 - r1 — 2z + 2 x3
zs=4 — 2 x + To + 3 x3
Tg =2 — Ty — 29 — b x3
{ z=0 + 1 + 2z + 3 z3

dove B ={4,5,6} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

Ta=1, Ts=4, ZTg=2, 21 =0, Zo=0, 3=0 di valore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
1—:E120
T4 :1—LL‘1 — T Sl
x4>0
— >
T =4—21 u:il;g Ty <2
x5>0
Te =2—x1 2—-2120 Ty <2
x>0

Aumentando il valore di x7 fino a 1, il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
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Abbiamo:

rg=1—21 —2294+223 quindi z;=1-—2x9+2x3— 24.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
$524—2(1—2.%'24—2.%’3—.774)4—33’24—337322—1—5332—.%'34-2.%'4

x6=2—(1—2x2+2x3—2x4) — 220 —Hx3=1—T2a3+ 24
z2=(1-2x9+2x3—24)+222+323=14+523 — 24

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

=1 — 229 4+ 223 — Ty
r5=2 4+ DS a2 — r3 + 2 x4
e =1 - Tx3 + a8
{ =1 + 5 x3 — T4

dove B = {1,5,6} e N = {2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:

di valore 1

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile
Abbiamo:

T3, possiamo ottenere una soluzione migliore.

x1>0

z1

Ts

L6

:1—|-2.CL‘3
:2—.7}3

:1—7$3

——
1+223>0

2—1’320
————

x52>0

3
r3 <2

r3 <

1—71‘320
——

\ x>0

1
Aumentando il valore di z3 fino a = il valore di z¢ scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x3 entra in base e di conseguenza zg esce dalla base
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Abbiamo:
.o 1 1 1
¢ =1—-Tx3+24 quindi T3 = o= T T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1—-225+2 1+1 = ) 2 > 2
r1=1-2z —t-Ta—zx6 )| — T4 == —2T9— x4 — =X
1 2 7 T 4T 5 T 4=5 27 7 T4 5 %6

1 1 1 13 13 1
T5=2+bx9—|=+=-x4——x¢ | +224=— +dx9+ — 24+ = x¢

v 7 7 7 7
syl LY, 12 25
Zz = 7 71,'4 75(36 LL‘4—7 7564 7566

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

f 931—g - 22 — §x4 = ng
7 7 7
1 1 1

1173:? + ?1174 — ?1’6
13 13 1

T5 = o + 5w + - T 4F - T
12 2 5

227 — ?"B4 — §"E6

dove B=1{1,3,5} e N = {2,4,6}. La soluzione di base ottima é:

9 1 13 1
flv?l:?, .%220, f)fg:?, 5420, 3?5:7, 1%620 di valore 7
e Soluzioni ottime multiple

Nel dizionario ottimo la variabile fuori base x2 ha costo ridotto ¢o = 0. Di conseguenza,
aumentare il valore di 9 non cambia il valore di z. Abbiamo:

9 9 9
Tn=5—2x -—2x02>0 Ty < —
Pt o T e =1
—_——
x1>0
(x3 = % non cambia e x5 aumenta). Aumentando il valore di z fino a 1%, il valore di

x1 scende a 0 e otteniamo il vertice

2
14’

1 12
21 =0, T2 = T3 = — divalore —

1 9 2 3 7 7
che & anch’esso ottimo. Quindi la soluzione ottima non é unica: ogni punto dello

9 1 9 1 12
spigolo che congiunge (7,0, 7) e (O, 0 7) é ottimo, di valore -
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

e \\ N

(S]]

3

OO NI

Z2

|

Z1

- J

e

Una soluzione ottima &( LP) é:

12
il valore ottimo z( LP) ¢ —.

In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Definizione del poliedro tramite disuguaglianze (rappresentazione per iperpiani)
p = Polyhedron(ieqs=[

(1, -1, -2, 2), # 1 - x1 - 2%xx2 + 2*x3 >= 0
(4, -2, 1, 3), # 4 - 2xxl + x2 + 3*x3 >= 0
(2, -1, -2, -5), # 2 - x1 - 2%x2 - 5%x3 >= 0
(0, 1, 0, 0), #x1>0
(0, 0, 1, 0, #zx2>0
(o, 0, 0, 1) # x3 >= 0

D

# Disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()

# Punti estremi e raggi estremi del poliedro
p.Vrepresentation()

# Grafico del poliedro (3D)
p-plot()

Esercizio 6.22 — Algoritmo del simplesso (P45)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:

max 4 1 — 13 x9 + 7 x3
soggettoa 3 x; + 2 x9 4+ 5 x3 < b
Ty — 3 zo 4+ 5 xz3 < 3
x1, Z2, zg > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

rx4=5 — 3 x1 -— 219 — b3
r5=3 — r1 + 3xo — b3
z=0 4+ 4z — 13 x290 + 7 x3

La soluzione ammissibile associata é:

1 =0, Zo=0, Z3=0, 4 =5, 5 =3 divalore 0
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Domande

Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

g J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

rx4=5 — 3 x1 -— 219 — b3
T5=3 — r1 + 3z — 5 a3
z=0 4+ 4z — 13 a0 + 7 x3

dove B = {4,5} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

Ts=Db5 y=3, T1=0, To9=0, z3=0 divalore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
5—3x1 >0 5
Ty =5-—-31 N——e r < =
742>0 -3
T5 =3 —x1 \3 __xl_/z 0 T <3
x5>0
. . 5 . .
Aumentando il valore di z; fino a 3’ il valore di z4 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
Abbiamo:
5 2 5 1
=5—-3x1—2x9—5 indi = - ——-Xy— - X3 — - 4.
T4 X1 i) X3 quindl I 3 3 i) 3 I3 3 X4

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

3 5 2 ) 1 43 5 4+11 10 +1
T5=3— |- —s2a— 23— =< Tog =013 ==+ —a2— — 23+ -2
5 3 3 2 3 3 3 4 2 3 3 3 2 3 3 3 4
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5 2 5 1 1320 47 20 47 +1 4
z=4| - —-cx2—cw3—-14 ) — 132 == — =g = =
3 3 2 3 3 3 4 2 x3 3 3552 3553 3554

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

( 5 2 ) 1
xl—g — gCCQ — gﬂjg — §£U4
4 11 10 1
x5:§ + 3 i) — 3"173 -+ §$4
20 47 1 4
(#T3 — 3™t og®m T 3

dove B = {1,5} e N = {2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:

20
IT1=—=, T5=—-, To=0, T3=0, Z4=0 di valore 3

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
5 5
5 5 3 g2

1 = =— =3 N———— z3 < 1

3 3 x1>0
4 10 4 10 -0 2
s =3~ 313 3 3 1= 3 Sg

x5>0

. . 2 .

Aumentando il valore di x3 fino a £ il valore di x5 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
x3 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base

Abbiamo:

_4+11 10 +1 indi _2+11 +1
Iy = 3 3 T 3 I3 3 T4 quindl Tr3 = 5 10 T 10 T4 10 Is5.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

- 5 23: 5 2+11m+1 3 1 1 5 1 +1
=———xz0——|=-+— — x4 ——x5 | ——xy=1— w9 — -4+ -2
'73 37 35107 107 107°) 3™ 272 27T g
20 47 +1 2+11 +1 3 4 34 153 13 1

z2=———X9+— |-+ —To+—Ty— —T5 | ——Xyp = ———To— —Tg— —
3 372" 3\5T10™ 0™ 10™) 3™ T 5 0 10 107

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori
miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:
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rn=1 - §ZL‘Q = — T4 + 1J}5
2 2
2 11 1 3
Byt Tt g™ T %
34 153 13 1
(’=F% - 0™ T 1™ T 1

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 )

3

x1

\ J

oot
wlot

Una soluzione ottima &( LP) é:

1'1:1, 1‘2:0, €r3 = =
34

il valore ottimo z( LP) ¢

In viola i primi due vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Definizione del poliedro tramite disuguaglianze (rappresentazione per iperpiani)
p = Polyhedron(ieqgs=[

(5, -3, -2, -5), # 5 - 3*%x1 - 2%x2 - 5%x3 >= 0
(3, -1, 3, -5), # 3 - x1 + 3*%x2 - 5*%x3 >= 0
(o, 1, 0, 0), #x1>=0
(0, 0, 1, 0, #x2>0
(0, o0, 0, 1 # x3>=0
D

# Disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()

# Punti estremi e raggi estremi del poliedro
p.Vrepresentation()

# Grafico del poliedro (3D)
p-plot()

Esercizio 6.23 — Algoritmo del simplesso (P46)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 3 vincoli:

max 5 x;1 + 6 x5 + 10 =x3
soggettoa 9 x1 + 2 =z + 2 x3 < 11
2 21 4+ 6 29 + 6 z3 < 16
4 1 + 2 9 + 7 zz3 < 10
xy, T2, x3 =2 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

rx4=11 — 9 a1 — 2 x9 — 2 x3
r5=16 — 2 a1 — 6 x90 — 6 x3
=10 — 4 a7 — 2 xz9 — 7 x3

z=0 4+ 5z + 622 + 10 z3
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La soluzione ammissibile associata é:

x1=0, Zo=0, 3=0, 24 =11, Z5=16, g =10 divalore 0

Domande

Eseguire I’algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP.

- J

Soluzione

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

xy=11 — 921 — 2 x39 -— 2 x3
r5=16 — 221 — 6 19 — 6 x3
=10 — 421 — 2 x9 — 7 x3

z=0 4+ 5xz;1 4+ 629 + 10 z3

dove B ={4,5,6} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

4 =11, x5 =16, Zg= 10, 1 =0, Zo=0, 23=0 di valore 0

e Iterazione 1

Aumentando il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

11—-921 >0 ( - 11
— _ —_——— i

Ty 11 — 924 R Iy = 9

w5 — 18— 9 -2n=20 z <8

x5>0
vs =10 — 41y 10—4z; >0 o <O
{ PASS . 2

Aumentando il valore di z; fino a 9 il valore di x4 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
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Abbiamo:

11 -9 2 2 indi 1 2 2 1
T4 = — 921 — 220 — 22 uindi ;= —— -T2 — — T3 — — T4.
4 1 2 3 q 1 9 9 2 9 3 9 4

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

16 — 2 11 2 2 1 6 6 12250 50 +2
Ty = 9 9{E2 9{[}3 9{[}4 T2 xr3 = 9 9 T2 9 T3 91’4
11 2 2 1 46 10 99 4
$6—10—4<9—91'2—9373—9274)—2332—7333:9—9$2—9$3+9$4
_5 11 2 2 1 460+ 10 _55+44 +80 b}
z = 9 9 i) 9 I3 9 Ty T2 Tr3 = 9 9 i) 9 I3 9 Tyg

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

( 11 2 2 1
r1 = 3 — § xI9 — § T3 — 5 Ty
122 50 50 2
Iry5 = 7 — 5 xI9 — 5 T3 + § T4
46 10 55 4
T6 =g o9 T2 T g ¥ + g 4
z= % + % T2 + &0 r3 — > T4
\ 9 9 9 9

dove B = {1,5,6} e N/ = {2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:

r1=—, Ts=—, Tg=—, =x2=0, 3=0, z4,=0 di valore 9

e Iterazione 2

Aumentando il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
(11 2 >0
o~ gt22
11 2 9 9 ( _u
Tl = -——— =T 20 To < —
9 9 122 “'50
122 50 ?—5:13220 _ 61
Ty = ———& 7 —
> 9 9?2 - 2 =195
x5>0
46 10 46 10 .- _ 23
€T = — = — 7p _— — X -
6 9 9 2 9 9.272_ \2 ,5
\ x>0

61
Aumentando il valore di x5 fino a 25 il valore di x5 scende a 0.

Abbiamo quindi che:
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x9 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base

Abbiamo:

122 50 50,2 i 61 L1
ry, — — — — 9 — — T = 95 uindal X9 —m— — — X = b4 — == JbRo
5T g T g 2T g T g d 2T 95 T ¥ T o T4 T 5 *B

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

11 2/61 L1 9 2 117 3 1
1= Tglas BT o™ T 50") T 9T T 9™ T 95 T 95 4T 95 70
46 10 (61 1 9 5,412 21

T6= 9 Tg\ap T T g TRt T g T g™ T Ty T T g T H s

55, 44 (61 1 9 L85 451, 9 29

z2=—+—|—=—-23+=T4—— < —r3—-—Tyg=—+4x3——T4——<

9 "9 \as BTaog T 5 Tg T 97T 95 379574 9575

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

( 17 3 1
T1= o8 T o5 T oW
61 1 9
2= 58 R
.Z‘(;:B — b x3 + 2.2134 I 1.%5
5 5 5
z:—451 + 4 x3 - 3554 = %1'5
\ 25 25 25

dove B =1{1,2,6} e N = {3,4,5}. La soluzione di base ammissibile é:

17 61 12 451

51:%, To=—, Tg=—, x3=0, T4=0, Ts=0 di valore >

e Iterazione 3

Aumentando il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
61

2 23>0
x :6—1—36 \—25 3”’_/3* T <6—1
2 25 3 £2>0 3 =95
12 12 12

_ — =5 >0
T6 —3—5333 5 E = T3 <o
x>0

12
Aumentando il valore di x3 fino a 25 il valore di zg scende a 0.

Abbiamo quindi che:
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Abbiamo:

12 2 1
Tg=——0x3+ - T4+ — x5

5 5 5 quindi

L2

~ 925 \25 " 25 25 5 %

25 25 ' 25 25 5 25

miglioramenti) e questo ¢ un dizionario ottimo:

7 17

T1= o8 T oy
49 1

v2 = o9p T g T T
12 2

T3 =35 Togp e
499 1

( = 25 T gy T T

17 49

1‘1:%7 ':UZ:%v €r3 =

12
25’

T3

x3 entra in base e di conseguenza zg esce dalla base

12

~ 95

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

61 12 2 1 1 1 9
+ —ZTa+ —2T5 — = Tg +f$4—501‘

22

25

451 12 2 1 1 9 499 1 18 4
z = +4 *+*$4+fﬂf5—*336 — =Xy — =5 = — — —=—X4— —=—T5——-Tg

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non sono possibili ulteriori

Ts

Ts

Ts5

Ts

dove B=1{1,2,3} e N = {4,5,6}. La soluzione di base ottima é:

z4=0, 5 =0, Zg=0 di valore

NED 1
95 T4 T o5 T8 T Y6

49 1 o1
=== =%
5 2527500 56

25 25 25 )

Ze

T6

U s O~ Ot

T6

499
25

Autore: Fabio Furini
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

s )

«1|5

Gl=

z3

l\.’)l»—l
[$14]\v}

o

lol»—A
[S{IS]

wloo
—
—

o|

€1

N /

Una soluzione ottima &( LP) é:
1T . 49 12
1795 T a5 BT s

4
il valore ottimo z( LP) ¢ 2159

In viola i primi tre vertici esplorati dalla precedente esecuzione dell’algoritmo del simplesso
(prima di raggiungere quello ottimo, rappresentato in blu).
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Codice SageMath: poliedri 3D (

# Definizione del poliedro tramite disuguaglianze (rappresentazione per iperpiani)
p = Polyhedron(ieqs=[
(11, -9, -2, -2),
(16, -2, -6, -6),
(10, -4, -2, -7),

11 - 9*x1 - 2%x2 - 2%x3 >= 0
16 - 2*x1 - 6*%x2 - 6%x3 >= 0
10 - 4*x1 - 2*%x2 - 7*x3 >= 0

H* H H OH H =

(0, 1, 0, 0), x1 >= 0
(o, o0, 1, 0), X2 >= 0
(0, 0, 0, 1) x3 >= 0

D

# Disuguaglianze del poliedro
p-Hrepresentation()

# Punti estremi e raggi estremi del poliedro
p.Vrepresentation()

# Grafico del poliedro (3D)
p-plot()
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Capitolo 7

Condizioni di ottimalita e regole di pivot

Esercizio 7.1 — Algoritmo del simplesso (C1)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 4 variabili e
m = 3 vincoli:

max 53 x1 + 41 xzo — 20423 — 20124
soggettoa —11x;y — 5 z9 + 18 z3 + 2 x4 < 0
4y + 2 x9o -— 8 x3 — Ty < 0
11z + 5 29 — 18 z3 — 2 24 < 1
1, T2, x3, zg > 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

z5=0 4+ 11 21 + 5 x9 — 18 z3 — 2 x4
=0 — 4 x1 -— 2 x9 + 8 x3 + Ty
=1 — 11z — DbHze + 1823 + 224
z=0 4+ B3x1 + 41 zo — 204 z3 — 20 x4

La soluzione di base ammissibile associata é:

21 =0, Zo=0, Z3=0, 24=0, Z5=0, Tg=0, Tr=1 divalore 0

Domande

1. Eseguire 'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP. Scegliere come colonna pivot quella con il costo ridotto maggiore. Quando esistono
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AN

. Eseguire I'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema

due o piti righe pivot, usare la variabile in base associata al vincolo di indice minimo (in
ogni operazione di pivot la colonna pivot prende il vincolo della riga pivot; inizialmente
X5, Te € Ty Sono associate rispettivamente ai vincoli 1, 2 e 3).

LP. Scegliere la colonna pivot e la riga pivot utilizzando la regola di Bland.

J/

Soluzione

1.

e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

z5=0 4+ 11 21 + 5 x9 — 18 z3 — 2 x4
=0 — 4 x1 - 2 x9 + 8 x3 + T4
xrr=1 — 11z — bz + 18 z3 + 2 a4
z=0 4+ B3x1 + 41 zo — 204 z3 — 20 x4

dove B={5,6,7} e N' = {1,2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:
T5 =0, 26 =0, x7=1, T1=0, ZTo=0, z3=0, 74 =0 divalore 0

e Iterazione 1

11 costo ridotto maggiore € quello associato alla variabile fuori base x1. Quindi, se
aumentiamo il valore della variabile x1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:

(
O0+112y >0 >0

= —— X

x5 04+ 11z, 2220 1 £

0—4z; >0

—_———
x>0

r; =1—112 1-11z; >0 r <

—————
L x7>0

T6 :0—41'1
1
11

11
Questa ¢ un’operazione di pivot degenere, poiché il valore della funzione obiettivo

1
Aumentando il valore di x7 fino a min {O, —} = 0, il valore di xg scende a 0.

non aumenta.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza xg esce dalla base
Abbiamo:

1 1
r6=0—4x1 —229+ 823+ 24 allora m1:—§x2+2x3+1x4—1w6.

Autore: Fabio Furini
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

1 1 1
5 =11 (—ng + 2x3 + Z.%'4 = 4.%'6) + 5x9 — 18x3 — 214
1 3 11
=—-ra+4x3 + x4 —

2 gt T e

1 1 1
zr=1-—11 <—2J}2 + 2x3 + Z:L‘4 = 4.%'(3) — bxo + 18x3 + 224

—1+iay—4 T
= 2$2 €T3 4$4 1 L6

4 4

29 27 53
= ?.%'2 — 98.2173 — Z:L’4 — ZI'G

1 1 1
z =053 (—2962 + 2x3 + —x4 — x6> + 41x9 — 20423 — 2024

1172 + 2 x3 +

z1=0 — 3 i Ty — % Z6
z5 =0 — % xro + 4 x3 + % T4 — % Tg
rzr=1 + % Ty — 4 3 — % T4 + % T

z=0 + % T2 — 98 3 — % T4 — % T

dove B ={1,5,7} e N' = {2,3,4,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:
1 =0, z5=0, x7=1, To=0, 23=0, Z4=0, g =0 divalore 0

e Iterazione 2

Il costo ridotto maggiore & ora quello associato a xo. Abbiamo:

( 1
0—=29>0
( 1 2
_ SN——
T —0—5372 ?120 o SO
1 O—52220
xIs :0—51'2 2 T2 SO
——————
1 x5>0
7 :1—}—7‘@2 1_,_11-220 ) 2*2
2 2
N———
\ x72>0

Aumentando il valore di zo fino a 0, sia z; sia x5 restano uguali a 0. Poiché
esistono due righe pivot, usiamo la variabile in base associata al vincolo di indice
minimo: x5 ¢ associata al vincolo 1, mentre z; & associata al vincolo 2 (ha
sostituito xg). Quindi x5 & la riga pivot.

Abbiamo quindi che:
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x9 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base
Abbiamo:

1 3 11 3 11
x5:O—§x2+4x3+1x4—zx6 allora x2:—2$5+8x3+§x4—?$6.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

1 3 11 1 1
B = —5 —2x5 +8x3+ —x4 — —x¢ | + 223+ -4 — -6

2 2 4 4
= 2 L + >
=I5 €T3 21’4 21'6
1 3 11 3 11
Ty =1+ 5 (—22125 + 8x3 + 5.1‘4 = 21‘6> — 4xg — 1.2174 + Z:L‘(;
=1- xIs
29 3 11 27 53
2= (—21‘5 + 8x3 + 5%~ 2:E6> — 98x3 — LT %
= —29x5 + 18x3 + 15x4 — 934
=0 + T5 — 2 x3 — % T4 + 5 6
To=0 - 2 x5 + 8 x3 + % T4 — % X6
zr=1 - 5
{ z=0 — 29 x5 4+ 18 xz3 + 15 =4 — 93 x4

dove B ={1,2,7} e N = {3,4,5,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:
T1 =0, Zo=0, x7=1, Z3=0, 24=0, Z5=0, Tg =0 divalore 0

e Iterazione 3

Il costo ridotto maggiore € ora quello associato a x3. Abbiamo:

0—2z23>0
1 =0—2ux3 ~— z3 <0
x1>0

0—{—8.%'320
———

x>0

z3 >0

Aumentando il valore di x3 fino a 0, il valore di x; scende a 0. Anche questa é
un’operazione di pivot degenere.

Abbiamo quindi che:

x3 entra in base e di conseguenza 1 esce dalla base
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Abbiamo:

0+ 2 = +5 11 L L = +5
T = T5 —2x3— x4+ —wg allora x3=—-x5— -1 — - T4+ — Ts.
1 5 37 5 T4t 5 Ts R R T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

PV & DR SRS DR SO NE: SO 1
€T = Z5 2335 25131 45134 4336 2964 2336

1
= 21}5 — 4:1)1 — 5:174 T §:E6

1 1 1 5
z=—29x5 + 18 (2x5 — §x1 — Zx4 + 4306) + 1524 — 9326

— _90 921 + 21 141
- T5 1 9 T4 5 Tg
r . .
o =0 + 2z — 4x — F oz + 5 we
r3=0 + lgg — 2 @ — 2 24 + 2
z=0 — 20 z5 — 9 x1 + % Ty — % T6

dove B =1{2,3,7} e N = {1,4,5,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:
To=0, z3=0, x7=1, Z1=0, 24=0, Z5=0, Tg =0 divalore 0

e Iterazione 4

Il costo ridotto maggiore € ora quello associato a x4. Abbiamo:

1
T2 =0—-x4 —_— zy <0
2 z2>0
1 1
3 :O—Z:m O—ZMZO zg <0
x3>0

Aumentando il valore di x4 fino a 0, sia z9 sia x3 restano uguali a 0. La variabile
in base xy & associata al vincolo 1 (ha sostituito x5), mentre x3 & associata al
vincolo 2 (ha sostituito x1). Quindi z9 é la riga pivot.

Abbiamo quindi che:

x4 entra in base e di conseguenza o esce dalla base

Abbiamo:

9
x2:0+2x5—4x1—§x4+§x6 allora x4=4x5 —8x1 —2x9+ 9 xs.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 108


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

1 1 1 5)
T3 = 505~ 501 (4dzs5 — 8x1 — 2w9 + 9z6) + 256
1 i 3 n 1
=——x —r —To — X
9 5 9 1 2%2 6
21 141
z = —20x5 — 921 + = (4xs — 811 — 29 + 9x6) — —~ %6
= 2225 — 9321 — 2129 + 242
.
rz3=0 — %:L‘g, + % xr1 + % T9 — Tg
z42=0 4+ 4 x5 -— 8 1 — 2 x9 + 9 xg
Ty = 1 - I5
z2=0 4+ 2225 — 93 x1 — 21 2o + 24 x4

dove B=1{3,4,7} e N = {1,2,5,6}. La soluzione di base ammissibile é:
r3=0, 24=0, x7=1, 21 =0, Zo=0, 5 =0, g =0 divalore 0

e Iterazione 5

Il costo ridotto maggiore ¢ ora quello associato a xg. Abbiamo:

0—%620
xs :O—l’G N Ze <0
x3>0

x>0

za =049z

Aumentando il valore di xg fino a 0, il valore di z3 scende a 0. Questa &
un’operazione di pivot degenere.
Abbiamo quindi che:

g entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base

Abbiamo:
3 1 1 3

1
m3:0—§x5+§x1—|—§x2—a}6 allora :1:6:—§a:5+§3:1+§332—:£3.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

1 3 1
Ty = 4x5 — 8x1 — 220+ 9 (—2x5 + §x1 + 5@ — 933)

_ Lo 15
- 21‘5 21'1 21‘2 L3

1 3 1
z = 22x5 — 93x1 — 21x9 + 24 (—2z5 + §z1 + §$2 — x3>

= 10%5 — 57331 — 9332 — 24:173
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=0 - % Tr5 + 171 T + % To — 9 x3
16=0 — tas + 3 2 + o - z3
zr=1 - T5

z=0 4+ 1025 — BH7 21 — 9 a9 — 24 x3

dove B =1{4,6,7} e N ={1,2,3,5}. La soluzione di base ammissibile ¢:
Ty =0, Zg=0, x7=1, T1=0, ZTo=0, Z3=0, 5 =0 divalore 0

e Iterazione 6

Il costo ridotto maggiore & ora quello associato a x5. Abbiamo:

( 1
= — — N——
T4 0 2$5 2220 xIs SO
1 — — x5 >
Te :0—533'5 0 2375_0 Iy SO
—_—
x>0
z7 =1—ux5 1—x25>0 zs <1
~————
xr7>0

Aumentando il valore di x5 fino a 0, sia x4 sia xg restano uguali a 0. La variabile
in base x4 & associata al vincolo 1 (ha sostituito z3), mentre xg ¢ associata al
vincolo 2 (ha sostituito x3). Quindi x4 é la riga pivot.
Abbiamo quindi che:

x5 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:

1 11 5
334:O—§x5—|—5x1—|—§3:2—9m3 allora x5=1121+5x9 — 1823 — 2 x24.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

1 3 1
T =3 (1121 + 529 — 1873 — 224) + 971 + 9tz =13

= —4x1 — 2x9 + 8x3 + x4
7 =1-— (11$1 + 5x9 — 1823 — 233‘4)
=1—11x; — bz + 18x3 + 224
z =10 (11zy + bxo — 1823 — 2x4) — 571 — 9xe — 2413
= 53x1 + 41xo — 20423 — 2024

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 110


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

rzs=0 4+ 11 z; + 5 x9 — 18 z3 — 2 x4
=0 — 4 x1 - 2 x9 + 8 x3 + T4
x7=1 — 11z — bHxze + 1823 + 2 a4
z=0 4+ B3x1 + 41 zo — 204 z3 — 20 x4

dove B={5,6,7} e N' = {1,2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:
Z5 =0, Zg=0, 7y =1, 21=0, zo=0, 23=0, 24, =0 divalore 0

Questo dizionario coincide con quello iniziale e 1’algoritmo del
simplesso cicla.

2. Eseguiamo ora l’algoritmo del simplesso utilizzando la regola di pivot di Bland. Quin-
di, tra le variabili fuori base con costo ridotto positivo, scegliamo quella di indice
minimo. Se & possibile piul di una variabile uscente, scegliamo la variabile in base di
indice minimo.

e Iterazione 1

Nel dizionario iniziale, i costi ridotti positivi sono associati a x; e xo2. La regola
di Bland seleziona x1. Come nella precedente esecuzione, il test dei rapporti da
g come variabile uscente.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza g esce dalla base
Abbiamo:

1 1 1
r6=0—4x1 — 229+ 823+ x4 allora x1:—§$2+2x3+1$4—1x6.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

1 1 1
T5 =11 (—2.%'2 + 2x3 + —x4 — $6> + 5x9 — 18x3 — 214

4 4
- 1 4 dga 4 11
= 2$2 €T3 4$4 1 L6
1 1 1
zr=1-—11 —51'24-21'34-1.%'4—1.%'6 — bxo + 18x3 + 224
1 3 11
:1+§$2_4$3_1$4+Z$6

1 1 1
7%= 53 (—21:2 + 23 + Zm — 4:1:6> + 41x9 — 20423 — 2024

—§x —98x—§m—§x
=52 37 VAT T
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=0 -— % To + 2 x3 + i T4 — % Tg
5 =0 — % Tro + 4 r3 + % T4 — % Te
rzr=1 + % To — 4 r3 — % T4 + % Te

z=0 + % To — 98 x3 — % T4 — 55’ Zg

dove B ={1,5,7} e N' = {2,3,4,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:
1 =0, z5=0, x7=1, To=0, 23=0, Z4=0, Tg =0 divalore 0

e Iterazione 2

L’unico costo ridotto positivo ¢ quello associato a x2. Abbiamo:

1
0—=22>0
1 2332,
_ —_———
T —0—51'2 ?20 ) SO
1 0—*$220
T5 :0—53:2 2 o <0
—_—
1 f520
7 =14 = x9 14+=29>0 Tr9g > —2
2 2
—_—
\ x72>0

Aumentando il valore di x5 fino a 0, sia x1 sia x5 restano uguali a 0. La regola
di Bland seleziona x; come variabile uscente, poiché ha 'indice minimo tra le
possibili variabili uscenti.

Abbiamo quindi che:
To entra in base e di conseguenza 1 esce dalla base

Abbiamo:

1 1 1 1 1
x120—5m2+2x3+1x4—1$6 allora x2:—2m1+4x3+§x4—§x6.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo il seguente dizionario:

L 2r1 + 4 —i—l L +4 +3 =
5 =—— | -2z T3+ T4 — =2 T3+ —x4 — —x
5 5 1 31 5T~ 56 34 4T %6

1 5
=x1 + 23 + 5%4~ 5%6

1 1 1 3 11
7 =1+ 5 (—2%1 + 4x3 + 5%4 — 2£CG> —4x3 — 11'4 + Z:cﬁ

1
:1—1‘1—21‘3—5.%'44-5%6

29 1 1 27 53
%= 5 <—2x1 + 4z + 5:1:4 — 2m6> — 98x3 — Zm — Z.’EG

41
= —29x1 — 4023 + 5:6'4 = ?xg
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To=0 — 2 1 4+ 4 x3 + % T4 — % T
x5 =0 + T o+ 2% + 3 w4 — 3w
zr=1 -— 2 2 x3 — % T4 + % T

=0 — 29 x — 4023 + 1 x4 — Y ap

dove B =1{2,5,7} e N ={1,3,4,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:
To=0, z5=0, x7=1, T1=0, Z3=0, Z4=0, g =0 divalore 0

e Iterazione 3

L’unico costo ridotto positivo ¢ quello associato a x4. Abbiamo:

1

1
. ————
ro2 = 0+ = T4 22>0 T4 > 0

1

—_————
x5>0

1
T7 :1—53:4 1_533420 rg <2

—— —
x7>0

Aumentando il valore di z4 fino a 2, il valore di x7 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

x4 entra in base e di conseguenza z7 esce dalla base
Abbiamo:

5
x7:1—x1—2x3—§x4+§x6 allora x4=2-—-2x1 —4x3+5x6 —227.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo un dizionario ottimo:

1 1
To = —2x1 + 4dag + 5 (2 — 2x1 — 4x3 + dxg — 233‘7) = 5556

=1—3z1 4+ 223 + 226 — =7
1 5
$5:$1+2$3+§(2—2$1—4$3+5$6—2.’E7)—§$6
:1—1137

1 41
z = —29x1 — 4023 + 5 (2 — 221 — 4x3 + Sz — 227) — - %6

=1- 30.%1 — 421'3 — 18.%6 — X7
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zo=1 — 3z 4+ 2 23 + 2 z¢6 -— T7
=2 - 2x1 - 4 xz3 4+ 5 xg — 2x7
5 =1 — T7

z=1 — 30 x1 — 42 x3 — 18 x¢ -— T7

dove B = {2,4,5} e N = {1, 3,6, 7}. Poiché tutti i costi ridotti sono non positivi,
non € possibile alcun ulteriore miglioramento. La soluzione di base ottima é:

5’2:1, .734:2, $5:1, 571:0, 5:3:0, 126:0, 577:0 di valore 1
\ J

Esercizio 7.2 — Algoritmo del simplesso (C2)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 4 variabili e

m = 3 vincoli:

max 10 ;1 — 57 x9 — 9x3 — 244
1 11 5
soggetto a 51 — 5 w2 — 5 r3 + 9 x4 < 0
% ry - % Tr9 — % xr3 + Ty < 0
X1 S 1
x1, €2, €3, Tyq Z 0

Introducendo le variabili di scarto, otteniamo il seguente dizionario iniziale:

5 =0 — % r1 + % xTo + % xr3 — 9 x4
=0 — % r1 + % To + % xr3 — T4
Ty = 1 - 1
z=0 4+ 10 2y — B7 xz9 -— 923 — 24 x4
La soluzione di base ammissibile associata é:
5 =0, Tg=0, x7=1, Z1 =0, Zo =0, 23=0, T, =0 divalore 0

Domande

1. Eseguire 'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP. Scegliere come colonna pivot quella con il costo ridotto maggiore. Quando esistono
due o piu righe pivot, usare quella di indice minimo.
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2. Eseguire 'algoritmo del simplesso per trovare una soluzione ottima di questo problema
LP. Scegliere la colonna pivot e la riga pivot utilizzando la regola di Bland.

- J

Soluzione

1. e Inizializzazione

Consideriamo il dizionario iniziale:

rz5 =0 — % r1 + % T2 + g r3 — 9 x4
=0 — Lz + 2 @ + § a3 — x4
zr=1 - T

z=0 4+ 10x;y — b7 zo — 9x3 — 24 x4

dove B={5,6,7} e N' = {1,2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:
T5 =0, Zg=0, Zy=1, 1 =0, Zo=0, Z3=0, 4 =0 divalore 0

e Iterazione 1

11 costo ridotto maggiore ¢ quello associato alla variabile fuori base x1. Quindi, se
aumentiamo il valore della variabile 1, possiamo ottenere una soluzione migliore.

Abbiamo:
1
0—=-z1>0
1 2$1_
= — = N———
Is 0 2331 2520 il SO
1
1 == >
Te 20—51131 0 2561_0 T SO
N———
x>0
g :1—:U1 1_$1>0 T Sl
————
\ z72>0

Aumentando il valore di z; fino a 0, sia x5 sia xg restano uguali a 0. Poiché
esistono due righe pivot, usiamo quella di indice minimo, e quindi x5 é la riga
pivot. Questa & un’operazione di pivot degenere, poiché il valore della funzione
obiettivo non aumenta.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base
Abbiamo:

1 11 )
Ty = —5131 + 733‘2 + 5:103 — 9z, allora x7 = 1lxy + bx3 — 1814 — 2x5.
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 3 1
T = *5(111}2 + 5x3 — 18x4 — 21‘5) + 5%’2 + 5%3 — X4
= —4x9 — 223 + 84 + T5
T =1-— (11.%'2 + 5x3 — 18x4 — 2335) =1—11xy — 5x3 + 1814 + 225
z =10(11zg + bz — 18x4 — 2x5) — 5Txe — 93 — 2424
= 53x9 + 41x3 — 204x4 — 2025

I1 dizionario risultante é:

rz1=0 4+ 11 29 + 5 x3 — 18 x4 — 2 x5
=0 — 4 a9 — 2 x3s + 8 x4y + 5
z7=1 — 11 29 — 5 xrs + 18 x4y + 2 x5
z=0 4+ b3x9 + 41 z3 — 204 x4 — 20 z5

dove B=1{1,6,7} e N ={2,3,4,5}. La soluzione di base ammissibile é:
T1=0, z¢=0, 77 =1, To=0, ZT3=0, z4=0, 5 =0 divalore 0

e Iterazione 2

Il costo ridotto maggiore ¢ ora quello associato a x5. Abbiamo:

)
0+11z9>0
1 =0+ 11x9 T x2 >0
1=
0—4x2>0
—_————
x>0
7 =1—11a29 l—1lzy >0 zy <
x7>0

xg =0—4x9 2 <0

1
11

1
Aumentando il valore di x5 fino a min {0, 11} = 0, il valore di xg resta uguale

a 0, e zg & 'unica riga pivot. Anche questa é un’operazione di pivot degenere.
Abbiamo quindi che:
29 entra in base e di conseguenza zg esce dalla base
Abbiamo:
1

1 1
rg = —4x9 — 223 + 8x4 + x5 allora x9 = —§x3 + 24 + 13:5 — Z.’L’G.
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 1
1 =11 (—2963 + 224 + —x5 — x6> + bxrg — 18x4 — 225

4 4
L + 4z + 1
=——z T+ x5 — —C
2 3 4 4 5 4 6
1 1 1
zr=1-—11 —5.’1734-2:1744-13}5—13:6 — 5x3 + 18x4 + 225
1 3 11
— ] - S — Al — = -
+ 2333 T4 41'5 + 1 Tg
1 1 1
z =153 —§x3 + 24 + Z$5 — ng + 41x3 — 204x4 — 2025
29 27 53
= ?.263 — 98%4 — Z$5 — Za:(;
Il dizionario risultante é:

(xlzo = %1’3 + 4 x4 + %1’5 %JL‘G
ro=0 - %.7:3 + 2 x4 + i s % Tg
rzr=1 + %33‘3 = 4 x4 — g x5 % Te
z=0 + %.’L‘:; — 9B xy — 2747 T5 % T

dove B ={1,2,7} e N' = {3,4,5,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:

1 =0,

e Iterazione 3

To =0, x7=1,

r3=0, x4=0, z5=0,

L’unico costo ridotto positivo ¢ quello associato a x3. Abbiamo:

1
:0—7
T 2563
1
i) :0—53;3
7 =14+ -x3

Aumentando il valore di x3 fino a 0, sia x1 sia xo restano uguali a 0. Poiché
esistono due righe pivot, usiamo quella di indice minimo, e quindi x; é la riga

pivot.

Abbiamo quindi che:

1
0—533320
x12>0

1
0—533320
x22>0

1
x7>0

Te = 0 di valore

Autore: Fabio Furini
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x3 entra in base e di conseguenza z; esce dalla base
Abbiamo:

x xr3 +4x4 + - x allora T 1+ 8Tg4 + = 6.

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

! 21 +8 —|—3 = +2 +1 !
To=—— |2z a5y A =8 = —¢ i3y S =55 = =45
2 5 1 41 5%~ 5 T6 4 5T %6

=1 —21‘4— *.1‘54- —T6

2 2
29 3 11 27 53

z = ? <—2$1 + 8(L’4 + 51‘5 — 2%5) — 98.1?4 — ZJZE, — Zﬂjﬁ

= —29x1 + 18x4 + 1525 — 93x4

Il dizionario risultante é:
($2:0 + I - 25[,‘4 — % rs + 5 L6

rz3=0 — 2 zy + 8 =my + %JZ{, = %IG
7 = 1 — I

z=0 — 29 21 4+ 18 x4 + 15 z5 — 93 uzg

dove B=1{2,3,7} e N ={1,4,5,6}. La soluzione di base ammissibile é:
To =0, z3=0, x7=1, 21=0, 24=0, Z5=0, g =0 divalore 0

e Iterazione 4

Il costo ridotto maggiore ¢ ora quello associato a x4. Abbiamo:

0—2x242>0
To =0—2x4 SN——— zy <0
x2>0

04+8x4>0
——————

x3>0

r3 =048z xg >0

Aumentando il valore di x4 fino a 0, il valore di x5 resta uguale a 0, e z2 é 'unica
riga pivot (z7 non dipende da x4).
Abbiamo quindi che:
x4 entra in base e di conseguenza o esce dalla base
Abbiamo:

2 +5 11 L L L +
To =21 —2x4 — x5+ —x¢ allora xz4=_-21— -x2— —25+ —x6.
2 1 47 5%+ 5%6 4= 5T 5% — %5+ %6
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

21 +8 = L : -1-5 -|-3 =
T3 = —2x —T1— T2 — —T5+ - —T5 — —%
3 1 9 1 9 2 4 5 4 6 2 5 2 6

1
= 2%1 — 4%2 — 5%5 + 5%(5

1 1 1 5
z=—29x1 + 18 <2x1 — 53:2 — ng) + 4x6> + 1525 — 93x¢

21 141

= —20x1 — 922 + —o5 — —¢
2 2
Il dizionario risultante é:

( _ 1 9
rz3=0 + 2 x1 - 4 9 — 5 5 - 5 6

1 1 1 5
z4=0 4+ 51 — 5 T2 — i Ts —+ 1 Z6

Ty = 1 — I

z=0 — 20 z1 — 9 x2 + 271 T5 — % g

dove B =1{3,4,7} e N = {1,2,5,6}. La soluzione di base ammissibile ¢:
r3=0, z4=0, x7=1, T1=0, To=0, 5 =0, g =0 divalore 0

e Iterazione 5

L’unico costo ridotto positivo & quello associato a x5. Abbiamo:

1
r3 =0— -5 ——— z5 <0
2 320
1
T4 20—11‘5 O_Z‘T5ZO z5 <0
x>0

Aumentando il valore di x5 fino a 0, sia x3 sia x4 restano uguali a 0 (z7 non
dipende da x5). Poiché esistono due righe pivot, usiamo quella di indice minimo,
e quindi x3 ¢ la riga pivot.

Abbiamo quindi che:

x5 entra in base e di conseguenza x3 esce dalla base
Abbiamo:

1 9
T3 = 211 — 419 — §x5 + 51)6 allora x5 = 4x1 — 8x9 — 223 + 9x¢.
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 1 5
Ty = 51’1 — 51’2 — 1(4.%’1 — 8.772 — 2.1’3 + 9$6) + Zac(;
1 i 3 i 1
=——z - —I3—x
2 1 2 2 2 3 6
21 141
z = —20x1 — 9x9 + 5(4331 — 8x9 — 2x3 + 9x¢6) — —5 %6
= 22x1 — 9329 — 2123 + 2476
Il dizionario risultante é:

(z,=0 - %$1+%CE2+%$3* Z6
z5=0 4+ 4 21 — 8z — 223 + 9 x¢
zr=1 - T
z=0 4+ 2221 — 93 20 — 21 xz3 + 24 x4

\

dove B=1{4,5,7} e N ={1,2,3,6}. La soluzione di base ammissibile é:
z4=0, z5=0, x7=1, 21 =0, Zo=0, 23=0, g =0 divalore 0

e Iterazione 6

Il costo ridotto maggiore é ora quello associato a xg. Abbiamo:

0—xg>0

zg =0—x¢ S— zg <0
x>0

04+9z¢ >0

—_———

x5>0

xIs5 :0+9£U6

Aumentando il valore di ¢ fino a 0, il valore di x4 resta uguale a 0, e x4 € 'unica
riga pivot (z7 non dipende da ).
Abbiamo quindi che:

xg entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base

Abbiamo:

3 1 3 1
Ty = —5T1 + 572 + 5%3 — T allora zg = —5%1 + 572 + 5%3 — T4
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
1 3 1
5 =4x1 —8x0 — 223+ 9| —=x1 + =29 + —x3 — 24
2 2 2
1 11

- + 25— 0
=——21+ —x2+ -z3 — 9z
L 5 4

1 3 1
z = 22x1 — 9329 — 21x3 + 24 (—2z1 + §z2 + §$3 — x4>

= 10%1 — 57332 — 9333 — 24:174

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 120


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare

I1 dizionario risultante é:

rz5 =0 — % r1 + % T2 + g r3 — 9 x4
=0 — % r1 + % T2 + % r3 — T4
zr=1 - T

z=0 4+ 10x1 — b7 29 — 9x3 — 24 x4

dove B=1{5,6,7} e N = {1,2,3,4}. La soluzione di base ammissibile é:
T5 =0, Zg=0, x7=1, Z1 =0, Zo=0, 23=0, T, =0 divalore 0

Questo dizionario coincide con quello iniziale e 1’algoritmo del
simplesso cicla.

2. Eseguiamo ora l’algoritmo del simplesso utilizzando la regola di pivot di Bland. Quin-
di, tra le variabili fuori base con costo ridotto positivo, scegliamo quella di indice
minimo. Se & possibile piti di una variabile uscente, scegliamo la variabile in base di
indice minimo.

Le iterazioni 1-5 sono le stesse della precedente esecuzione: in ciascuna di esse, la
variabile fuori base con il costo ridotto maggiore é anche quella di indice minimo tra

quelle con costo ridotto positivo. Partiamo dal dizionario ottenuto all’lterazione 5,
con B={4,5"7}e N ={1,2,3,6}.

e Iterazione 6

In questo dizionario, i costi ridotti positivi sono associati a z; e xg. La regola di
Bland seleziona z1. Abbiamo:

1
g =0— =121 ~—_——— 1 <0
2 x4>0
z5s =04+4x; 0+42, 20 z; >0
x5>0
Ty =1—x1 1—21>0 1 <1
—_————
L x7>0

Aumentando il valore di x; fino a min {0, 1} = 0, il valore di x4 resta uguale a
0, e x4 & 'unica riga pivot. Anche questa é un’operazione di pivot degenere.

Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
Abbiamo:

Ty = —§x1 + 5.%'2 + §x3 —xg allora x1 = 3wy + 23 — 224 — 276.
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
x5 = 4(3x2 + 13 — 224 — 226) — 822 — 223 + 96
= 4x9 + 223 — 814 + Tg

x7=1— (3xg + x3 — 224 — 226) = 1 — 329 — x3 + 224 + 224

z = 22(3xg + x3 — 224 — 2x6) — 9322 — 213 + 2476
= —27Tx9 + x3 — 4424 — 2024

Il dizionario risultante é:

rz1=0 4+ 3 z2 + r3 — 2 x4 — 2 x¢
z5=0 4+ 4 29 + 2 x3 — 8 x4 -+ T
zr=1 — 3 29 — r3 + 2 x4y + 2 xg

z=0 — 27 x9 + r3 — 44 x4 — 20 zg

\

dove B =1{1,5,7} e N = {2,3,4,6}. La soluzione di base ammissibile é:
1 =0, z5=0, x7=1, To=0, Z3=0, z4=0, g =0 divalore 0

e Iterazione 7

L’unico costo ridotto positivo ¢ quello associato a x3. Abbiamo:

.

O+x23>0

1 =0+ 23 7;0_/ zz >0
>

r5 =04+2x3 w x3 >0

x5>0

Ty =1—12x3 l—232>0 r3 <1

z7>0

(
Aumentando il valore di x3 fino a 1, il valore di x7 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

x3 entra in base e di conseguenza 7 esce dalla base
Abbiamo:

r7=1—3x9 — 23+ 224 + 226 allora x3=1-—3xs+ 2x4 + 226 — x7.
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo un dizionario ottimo:
xr1 :33224-(1—31‘2+21‘4+2$6—{B7)—2$4—2$6:1—1'7
x5 :4332—0—2(1—3:52—1—2304—1—2:56—3:7) — 8x4 + x6
:2—2x2—4$4+5£86—2$7
z=—=27x9+ (1 — 3x2 + 224 + 226 — x7) — 44x4 — 2024
=1- 30%2 — 42(174 - 18%6 — X7
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I1 dizionario risultante é:

r1 =1 — Ty
rz3=1 — 3z + 2 x4 + 2 g — T7
r5=2 — 2 x9 — 4 x4 + 5 T — 227

z=1 — 302z — 4224 — 18 z¢ — T7

dove B ={1,3,5} e N' = {2,4,6,7}. La soluzione di base ottima ¢é:

T1=1, Z3=1, Z5=2, To=0, 4=0, Tg=0, Tyr=0 divalore 1
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Capitolo 8

Fase 0 dell’algoritmo del simplesso

Esercizio 8.1 — Fase zero dell’algoritmo del simplesso (P11)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 2 vincoli:

max -2 x1 — 4 xo
soggettoa — x1 — To < =2
ry - T < 0
1, Tg > 0

Domande

1. Eseguire la fase zero dell’algoritmo del simplesso per ottenere una soluzione
ammissibile e il dizionario associato del problema LP.

2. A partire dal dizionario ottenuto, eseguire ’algoritmo del simplesso per risolvere il
problema LP.

AN J

Soluzione

1. Prima fase dell’algoritmo del simplesso

Scriviamo il problema ausiliario in forma standard:
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max — I
soggettoa — x9g — x1 — Ty + a3 = =X
- X0 + X1 — X9 + x4 = 0

o, x1, T9, T3, T4 > 0

e 1l suo dizionario iniziale é:

By = =% <9 @y = @ 9
B = 0 + =z — x1 + 22
A — 0 — =z

dove B={3,4} e N = {0,1,2}. La soluzione di base non ammissibile ¢:

Tz =—2, T4=0, To=0, 1 =0, Zo =0 divalore 0

e Inizializzazione

Per ottenere una soluzione ammissibile del problema ausiliario aumentiamo il
valore di zg. Abbiamo:

—2+ 2920
r3 = —2+4 x9 —zo—_/ rg > 2
x3>0

Ty = Zo &,Z_q zg 20
x4>0

Aumentando il valore di x( fino a 2, il valore di z3 sale a 0, quindi 3 esce dalla
base.

Abbiamo:
r3=—24+x9+21+x9 allora x0=2-—21— 29+ 23
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
Ta=2-—m1—m24+x3) — T1+ T2=2—271 + 73

z=—2—-z1—22+2x3)=—-2+2x1 + 22— 3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:
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T = 2 — xr1 — To + X3
Ty = 2 — 2r + X3
z = =2 4+ =z + x2 — 3

dove B =1{0,4} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:
=2 Br=2 21=0, Zo=0, z3=0 divalore —2

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x7, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

2—1’120
Ty =2— 1,1 — T <2
x>0
T4 =2-2x w 1 <1
x>0

Aumentando il valore di z; fino a min{2,1} = 1, il valore di x4 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
Abbiamo:

1 1
Ty =2—2x1 +2x3 allora x1:1+§x3—§x4,

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 1 1
rxo=2—|14+=-23— =24 | —T20+23=1—29+ =3+ —24

2 2 2 2
=—-2+(1+ = = T =-1+ = =
Z = 21‘3 2:134 T xr3 = D) 2:1)3 2{[}4
Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:
1 1
g = 1 — z + 573 + 574
1 1
\ z = xI9 2(123 2.%'4
dove B ={0,1} e N = {2,3,4}. La soluzione di base ammissibile é:
To=1, 21 =1, To=0, z3=0, 24, =0 divalore -1
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e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

1—20>0

zo =1— a9 ~——
x>0

x1=12>0

—_———

x1>0

{xg <1
il =1

Aumentando il valore di x5 fino a 1, il valore di x scende a 0.

Abbiamo quindi che:

29 entra in base e di conseguenza x esce dalla base

Abbiamo:
1 + L + = 11 1 + L T =
=1- = — allora =1- - -
x D2 + 5% + 574 T 2 o + 5% + 574
Sostituendo nell’altra equazione del dizionario, otteniamo:
=—-1+11+ L + L = L=
z = 2:1?3 21‘4 X0 2(15'3 21‘4 = —X0

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima del problema ausiliario
(non & possibile alcun ulteriore miglioramento) e questo & un dizionario ottimo:

=1 T !
T = 9 I3 9 T4
1 1
o = 1 — x + 5 xr3 + 5 T4
z = 0 — =

dove B = {1,2} e N = {0,3,4}. La soluzione di base ottima é:
1'1:1, 532:1, 12'0:0, 533:0, 574:0 di valore 0

Attenzione

Dato un dizionario ottimo del problema ausiliario con valore ottimo zero,
possiamo costruire un dizionario del problema LP originale che corrisponde
a una soluzione ammissibile del problema LP originale.

Eliminando la variabile ausiliaria xq, otteniamo:

1 1
$1:1+§$3*§$4
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1 1
$2:1+§$3+§$4

Sostituendo nella funzione obiettivo del problema originale, possiamo esprimerla
in funzione delle variabili fuori base x3 e z4:

1 1 1 1
=93 —dzo=—-2(14 25— x4 ) —4(1+= x4 ) = —6— 33—
z T i) ( I 2$3 21’4) ( ar 21’3 ar 2.%'4) 6 333'3 T4

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non é possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo & un dizionario ottimo:

1 1
I = 1 + 5 I3 — 5 T4
1 , L + L
2 2 & 2 4
z= —06 - 3 x3 — T4

dove B = {1,2} e N = {3,4}. La soluzione di base ottima é:

T1=1, Zo=1, 23=0, 74 =0 divalore —6

2. Seconda fase dell’algoritmo del simplesso

Un dizionario ottimo e una soluzione ottima del problema LP sono stati determinati
nella prima fase dell’algoritmo del simplesso, quindi la seconda fase non viene eseguita.
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-

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) é il poliedro ombreggiato

1N rosso:

-

~

zl—m:o—

2 - .
8 r1 — T9 = —2
1 RS |
RN
—2x1 — 429 = —6 \‘~
0 ~
\ Se
0 1
1
Una soluzione ottima &( LP) ¢é:
F1=1, #g=1

il valore ottimo z( LP) ¢ —6.

In blu il vertice ottimo ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso. In blu
tratteggiato, la curva di livello della funzione obiettivo associata al valore assunto nel

vertice.

J

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e

m = 3 vincoli:

Esercizio 8.2 — Fase zero dell’algoritmo del simplesso (P21)

Autore: Fabio Furini
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max 1 + 2 x9
soggettoa — x1 — Ty < =2
4 1 — 2 x9 < 7
r1 + 5 2 < 21
1, To = 0

Domande

1. Eseguire la fase zero dell’algoritmo del simplesso per ottenere una soluzione
ammissibile e il dizionario associato del problema LP.

2. A partire dal dizionario ottenuto, eseguire ’algoritmo del simplesso per risolvere il
problema LP.

AN J

Soluzione

1. Prima fase dell’algoritmo del simplesso

Scriviamo il problema ausiliario in forma standard:

max — g
soggettoa — 1z — Ty — To +  x3 = =2
— xy + 4 1 - 2 x5 + x4 = 7
- x + z1 + 5 x9 + x5 = 21
zo, 1, x2, x3, T4, zz > 0

e 1l suo dizionario iniziale é:

r3 = —2 4+ z9 + ry + T9

T4 = 7T + a9 — 4x1 + 2 x2o

rxzs = 21 4+ x9 — rT — D X9
z = 0 — =z

\

dove B =1{3,4,5} e N = {0,1,2}. La soluzione di base non ammissibile é:
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g = =, =1, G5 = 2, To=0, 21 =0, 22=0 di valore 0

e Inizializzazione

Per ottenere una soluzione ammissibile del problema ausiliario aumentiamo il
valore di zg. Abbiamo:

—2+4 292> 0
———
x3>0
7+ 202>0 Tg > —7

N 7 =
x>0
x5 =21+ xo 21+ 202> 0 xg > —21

x5>0

T3 = —2+4+ x9

Ty =T+ xo

Aumentando il valore di xg fino a 2, il valore di x3 sale a 0, quindi x3 esce dalla
base.

Abbiamo:
r3=—24x9+ 21 +x9 allora x90=2—x1— 29+ 23
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
x4=7T4+2—z1—2204+23) —4dx1+2290=9—-521 + 22+ 3

x5:21—|—(2—x1—x2+m3)— T1 —D5xo=23—2x1 — 629+ 23
z=—(2—x1 —x9+2x3) = -2+ 21 + T2 — T3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

Tg = 2 — T, - To + T3
T4 = 9 — bz + r9 + T3
x5 = 23 — 2x1 — 6 22 + T3

g = =2 4 1+ T2 — a3

dove B =1{0,4,5} e N = {1,2,3}. La soluzione di base ammissibile é:

To=2, x4=19, x5=23, 1 =0, Zo9=0, 23=0 di valore —2
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e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x;, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

IA
DO

( (
2—%120 T
N————

x>0
9—-5z1 >0 T
~—_———

420

i) :2—3:1

IN

Ty :9—51‘1

ol e

rs =23—21 23—2x1 >0 1

IN

x52>0 \

Aumentando il valore di 1 fino a min {2, %, 223} = %, il valore di x4 scende a
0.
Abbiamo quindi che:
x1 entra in base e di conseguenza x4 esce dalla base
Abbiamo:
x4 =9—5x1 +x2+ 23 allora :g+1x2+1x3—1x4.
5 5 5 5

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

9 1 1 1 1 6 4 1
To=2— *+*$2+*$3—5$4 — o+ Z3=—-— —=-Ta+ -x3+ =24

5 5 5 5 5 5 5

23 -2 9—1—1 —1—1 ! 6z + o5 —1—3 +
x5 =23-2(-+-wo+-23—-wy ) 62+ T3=———mT2+-T3+ -7
5 FTplet g 2 35 5 T 5 T2t p ¥ g

_ o 9+1 +1 1 i _ 1+6 4 1
= 3 5x2 5:103 5&04 To — T3 = 5 53:2 5x3 5$4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

1 6 4 1
Ty = 5 — 55132 + 5:E3 + -4
9 1 1 1
Ty = 5 + 5 12 + -3 - 5 T4
97 32 3 2
Tr5 = g — €$2 + - xr3 -+ g$4
1 6 4 1
S T L L

9 97 1
31:5, Ts = —, To=0, z3=0, 4 =0  di valore %
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e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione

migliore. Abbiamo:

(1l 6
1 6 5—511220 ( 1
To =p-ge . T S
I :g—i-lﬂj‘Q g+gm220 x2 2_9
5 5 2 o
97 32 97 32 To < —
kl’g, _€_€x2 E—EI‘QZO { 32
x5>0

1 1
Aumentando il valore di x5 fino a min {6’ g;} =5 il valore di xz scende a 0.
Abbiamo quindi che:

To entra in base e di conseguenza z esce dalla base
Abbiamo:

1 6 +4 +1 1 1 5 +2 n
To=-—=-1=T = @ = @ allora x9=-—--u = @ = Z4.
0=F T pT2T I3 T I 2= T gloT g I3 T L

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

x—g—i-} 1—§x —i—gx —i—lx +1m —lx—E—lx —i—lx —la:
17575\ 627337675 5T 6 60733 674
x—%—g 1—§m —i—gx +1x +§x+gx—§+gm —Eaz —2:1;
"5 5\6 60 33 Tg ) TgT AT g g0 g g

1 61 5 2 1 4 1
z2=——4+- | -2+ T3+ T4 —cT3——Ta=—2
5 '5\6 60733 Tg) 5T 5 0

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima del problema ausiliario
(non ¢é possibile alcun ulteriore miglioramento) e questo ¢ un dizionario ottimo:

11 1 1 1
B = F — 6 xro + g r3 — 6 T4
1 ) 1
I0g) = 6 — 6 rog + g xr3 + 6 T4
55 16 11 2
Ty = ? + E i) — — I3 — g T4
7= 0 - o
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dove B=1{1,2,5} e N = {0,3,4}. La soluzione di base ottima é:

11 1 55
i‘lzg’ 5:2:6’ 3}5:?, Zop=0, T3=0, 24=0 divalore 0
Attenzione

Dato un dizionario ottimo del problema ausiliario con valore ottimo zero,
possiamo costruire un dizionario del problema LP originale che corrisponde
a una soluzione ammissibile del problema LP originale.

Eliminando la variabile ausiliaria xq, otteniamo:

11 1 1
mlzg §$3—6$4

1 2 1
$2:6+§$3+61‘4

55 11 2
=g =g gl

Sostituendo nella funzione obiettivo del problema originale, possiamo esprimerla
in funzione delle variabili fuori base z3 e x4:

11 1 1 1 2 1 13 5 1
Z=Q71+21’2:E+§$3—6x4+2 6+§$3+63}4 :€+§x3+6$4

Di conseguenza, abbiamo il seguente dizionario del problema LP originale:

( 11 1 1

I = F + g T3 — 6%4
1 2 1

2= 5 + 3 I3 + 6 U4
99 11 2

wm= 3 - 38 - 3
13 ) 1

L z = F + g I3 + 65[}4

dove B =1{1,2,5} e N = {3,4}. La soluzione di base ammissibile é:

To=—=, Ts=—, T3 =0, T4 =0 divalore

2. Seconda fase dell’algoritmo del simplesso

Eseguiamo ’algoritmo del simplesso per il problema LP originale.
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e Inizializzazione

Partiamo dal dizionario ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso.

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

1 1
— 4+ —-23>0
11 b 95— 11
T = €+§"’33 ) 5120 x3 Z_E
2= 6 3 ) ———— r3 2 _1
55 11 55 "1
Iy = 3—3333 g—g.’ﬂgzo €3 §5
x5>0
Aumentando il valore di x3 fino a 5, il valore di x5 scende a 0.
Abbiamo quindi che:
x3 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base
Abbiamo:
55 11 2 1 5 2 3
r5=— — —T3— =X allora x3=5— —o4 — — x5 .
T3 37 g™ K -t

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

11 1< 2 3 ) 1 7 5 1
r1 = + 5——964——335 — = T4 == — —= T4 — — X5

6 3 11 11 6 7 20 11
1,2 (, 2 Ll T 2
A=FT 3 T )T T T T
18,5 (2 3 PRI 5
=% T3 LTI Tg™M Ty T

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non é possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo é un dizionario ottimo:

( 7 )
r = 2 ~ 99 Ty — 11 T5
7 1 2
2 = 3 + o9 T4 T 17 %
2
r3 = 5 — 11 Ty — 11 5
21 3 )
L z = ? — ﬁ T4 — ﬁ xIs
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dove B =1{1,2,3} e N = {4,5}. La soluzione di base ottima é:

7 7 21
51:5’ j2:§, I3 =25, 24 =0, o5 =0 divalore 5

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

a R

=

\_ /

Una soluzione ottima &( LP) é:

21
il valore ottimo z( LP) ¢ o

In viola il primo vertice ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso, in blu quello
ottimo. In blu tratteggiato, le curve di livello della funzione obiettivo associate ai valori

assunti nei due vertici.
. J

Esercizio 8.3 — Fase zero dell’algoritmo del simplesso (P22)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 2 variabili e
m = 3 vincoli:
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Domande

problema LP.

.

max 3T
soggetto a T
-

2 il

x1,

T2

T2

T2

T2

T2

IN O IN A

AV

1. Eseguire la fase zero dell’algoritmo del simplesso
ammissibile e il dizionario associato del problema LP.

2. A partire dal dizionario ottenuto, eseguire ’algoritmo del simplesso per risolvere il

per ottenere una soluzione

J

max — i)
soggetto a — g
-

-

Zo,

7
T3

T4

5

z

\

+ 1 =

_ T

+ 2z +
x1,

e 1l suo dizionario iniziale é:

= -1 +
= -3 +
= 4 +
- 0 -

Z2

Z2

Z2

€2,

To

To

o

o

Soluzione

1. Prima fase dell’algoritmo del simplesso

Scriviamo il problema ausiliario in forma standard:

T3

zs3,

I
I

2:1,‘1

dove B =1{3,4,5} e N = {0,1,2}. La soluzione di base non ammissibile é:

=
+ x4 = -3
+ x5 = 4

Z4, zs > 0

+ xI9
+ xI9

Autore: Fabio Furini
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I3 =—1, T4 =-3, x5=4, To=0, 1 =0, o =0 di valore 0

e Inizializzazione

Per ottenere una soluzione ammissibile del problema ausiliario aumentiamo il

valore di zg. Abbiamo:

—14+20>0

x3 =-—1+uxo T o > 1
— >

Ty =-3+x i{o__g To > 3
x4>0

x5 =4+x0 4+2020 xo > —4

x5>0

\
Aumentando il valore di x¢ fino a 3, il valore di z4 sale a 0, quindi x4 esce dalla

base.
Abbiamo:
Ty =—34+x9+x1+x9 allora xg=3—x1— 29+ 24
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
z3=—-1+B—-xz1—z24+x4) —T1+22=2—221 + 24
x5 =4+ B—m1— w2t 14) — 201 — 22 =T — 311 — 202 + 14

z=—B8—z1—zo+14) =-34+x1+22— 24

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

Ty = 3 - B = T2 + 24
T3 = 2 — 2ux + x4
e — T — 3x1 — 2x9 4+ x4
|z = -3 + r1 + To — T4

dove B = {0,3,5} e N = {1,2,4}. La soluzione di base ammissibile é:
To=3, T3=2, x5=7, 1 =0, Z2=0, T4=0 di valore —3

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x;, possiamo ottenere una soluzione

migliore. Abbiamo:
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3—.212120
o) =3—x — 1 <3
x0>0
— >
x3 =2 — 211 uw,l;g z1 <1
x3>0
7
r5 =17T—3x1 7—3x1 >0 1 <
x5>0

\
Aumentando il valore di x fino a 1, il valore di x3 scende a 0, quindi x3 esce
dalla base.

r3=2—-2x1+x4 allora x; =1+ 5%~ 5T3

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

1 1 1 1
$0:3—<1+25U4_21U3>_-T2+$4:2_332+2~T3+21'4

1 1 3 1
= — 1 — —_— = - = - g - =
T5=7—3 < + 2334 21’3) 209 + x4 =4 — 229 + 21’3 2:1:4

1 1 1 1
z:—3+<1+2x4—2x3>+x2—$4:—2+$2—2az3—23§4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

(90 = 2 - @ + ! T3 + ! 4
2 2

T = 1 — 1 xr3 + 1 T4
2 2

5 = 4 — 22z + g 3 — % Ty

g = =& = T2 — 1 T3 — 1 T4
\ 2 2

dove B =1{0,1,5} e N/ = {2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:

To=2, x1=1, Z5 =4, To=0, z3=0, T4,=0 di valore — 2

e Iterazione 2

Se aumentiamo il valore della variabile xo, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

2—$220
Zo =2— 29 N—— To <2
x>0

4*21’220

zs =421 ———— T9 <2
x5>0
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Aumentando il valore di 2 fino a min {2, 2} = 2, il valore sia di x¢ sia di x5 scende
a 0. Scegliamo x(y come variabile uscente, in modo che la variabile ausiliaria esca
dalla base (di conseguenza, x5 resta in base con valore 0).
Abbiamo quindi che:

x9 entra in base e di conseguenza zy esce dalla base
Abbiamo:

1 1 1
m0:2—x2+§1‘3—|—§1‘4 allora, $2:2—x0—|—§x3—|—§1‘4

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

_ieafls +1 +1 +3 1_2+1 3
Irs = i) 21‘3 2:1}4 21‘3 2$4— i) 2l‘3 233‘4

zZ = i) 2.%3 2%4 2$3 233'4— i)

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima del problema ausiliario
(non & possibile alcun ulteriore miglioramento) e questo & un dizionario ottimo:

( 1 1
Ty = 1 — 5 xr3 + 5 T4
2 = 2 - xo + ! T3+ ! x4
2 2
zs = 0 + 2z + 1 T3 — § T4
2 2
z = 0 = g

T1=1, 22=2, =5=0, To=0, 23=0, =4=0, di valore 0

Attenzione

Dato un dizionario ottimo del problema ausiliario con valore ottimo zero,
possiamo costruire un dizionario del problema LP originale che corrisponde
a una soluzione ammissibile del problema LP originale.

Eliminando la variabile ausiliaria xy, mantenendo le variabili in base x1, z9, =5,
otteniamo:

1 1
T1=1— -3+ —x4

2 2
35'2:24-11'34-11'4
2 2
1 3
L5 = 51‘3 - §x4
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Sostituendo nella funzione obiettivo del problema originale, possiamo esprimerla
in funzione delle variabili fuori base z3 e x4:

1 1 1 1
z=3 < 2:63 + 2$4> + < + 2$3 + 2:U4> 5 —x3+ 214

Di conseguenza, abbiamo il seguente dizionario del problema LP originale:

1 1
1= 1 - 5 o3 + 5 T

1 1
To= 2 + 5 xr3 + 5 T4

1 3
5= 0 + 5 xr3 — 5 Ty
z= 5 - T3 + 2 x4

\

dove B ={1,2,5} e N' = {3,4}. La soluzione di base ammissibile é:

r1=1 x2=2, T3=0, 24=0, x5=0 di valore 5

2. Seconda fase dell’algoritmo del simplesso

Eseguiamo ’algoritmo del simplesso per il problema LP originale.

e Inizializzazione
Partiamo dal dizionario ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso.
e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x4, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

1
1+-24>0
” 1 2
_ —_————
T —1+§x4 3{120 Ty > —2
1 24+ -242>0
Z9 :2—1-5354 2" x4 =>—4
—_—
3 31220
—_————
x5>0

Aumentando il valore di x4 fino a 0 (un’operazione di pivot degenere, t,, = 0),
il valore di x5 resta 0: 1'unico vincolo su x4 proviene da x5 > 0, quindi x5 esce

dalla base.
Abbiamo quindi che:
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x4 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base

Abbiamo:
13 . 12
Iy = 2I3 2I4 allora Ty = 31‘3 3l‘5

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

e 9 L1 1
xr1 = = =395 o~ =JHa — =395 = = =9ba — =7
! 273 T \3g" 37" 3737 378

— 2t 2ag+ 2 25— 205 ) =2+ 205 — 2
Ta = x3 2 z3 3555— 3373 3375

— 1oL 2rs) =5 = 1
z = I3 31‘3 3l‘5 = 31‘3 31’5

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non é possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo & un dizionario ottimo:

I = 1 — } I3 — } xIs
3 3

Ty = 2 + 2 r3 = . s
3 3
1 2

zy = 0 + 3 T3 — 3 5

| 2 = 5 — % r3 — % Ts5

dove B =1{1,2,4} e N = {3,5}. La soluzione di base ottima é:

r1=1, 22=2, I4=0, z3=0, Z5=0 di valore 5
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Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 N

5
1
[y
“*** 3x1 +x2 =5
4 LN .
.
4‘* 2x1+ 22 =
[y
31 |
[\l
8
27 ]
— —IT) — T2 = —3
11 1 2 B
0
| | | |
0 1 2 3 4 5
X1

NS /

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP) ¢é 5.

In blu il vertice ottimo ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso. In blu

tratteggiato, la curva di livello della funzione obiettivo associata al valore assunto nel vertice.
(& J

Esercizio 8.4 — Fase zero dell’algoritmo del simplesso (P51)

Consideriamo il seguente problema LP in forma canonica di massimo con n = 3 variabili e
m = 2 vincoli:

max — 2z - T2
soggetto a T - o — 3 xz3 < —95
— 3 21 - 2 3 + 2 23 < =2
x1, Z2, xr3 2> 0
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Domande

1. Eseguire la fase zero dell’algoritmo del simplesso per ottenere una soluzione
ammissibile e il dizionario associato del problema LP.

2. A partire dal dizionario ottenuto, eseguire ’algoritmo del simplesso per risolvere il
problema LP.

- J

Soluzione

1. Prima fase dell’algoritmo del simplesso

Scriviamo il problema ausiliario in forma standard:

max — Zo
soggettoa — xg + m = ro — 3 x3 + 14 = =5
— xy — 3 11 — 2 9y + 2 I3 + s = —2
x0, x1, X2, x3, T4, x5 > 0

e il suo dizionario iniziale é:

x4 = -5 4+ =z -— r1 + ro + 3x3
x5 = —2 4+ xy + 3z1 + 2220 — 223
Z = 0 — =z

dove B=1{4,5} e N ={0,1,2,3}. La soluzione di base non ammissibile é:

Ty=-H, T5=-2 Tg=0, T1=0, T9=0, z3=0 divalore 0

e Inizializzazione

Per ottenere una soluzione di base ammissibile del problema ausiliario
aumentiamo il valore di zg. Abbiamo:

-5+ x29>0

Ty = -5+ x _xgg—/ o> 5
42>

—2+ 2920

————

x5>0

Iy = —2+ i)
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Aumentando il valore di zg fino a 5, il valore di x4 sale a 0, quindi x4 esce dalla
base. Questa variabile € la variabile di scarto associata al termine noto negativo
di valore assoluto maggiore. Abbiamo:

Ty =-Hb4+x9g—21+x9+3x3 allora x9=5+x1 —22— 323+ 24
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:
Ty = —2+(5 +x1 — T2 — 323 +x4)+3x1—|—2x2—2x3 =3+4x1+x0—Dx3+24

ZZO—(5+$1—$2—3{E3+ZL‘4):—5—ZE1+SL‘2+31'3—:E4

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario:

To = 5 + r1 — Ty — 3Jx3 + x4
5 = 3 + 4x1 + 2 — by + 14
z= =5 - 1 + oy + 3x3 — 24

dove B ={0,5} e N'={1,2,3,4}. La soluzione di base ammissibile ¢:

To =95, Ts=3, T1=0, Zo=0, z3=0, 74 =0 divalore -5

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x5, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

5— x9>0
To= 5— T9 ~—_—— ro < b
x>0
3+x220 1,22 _3

x52>0

Ty = 34+ a2

Aumentando il valore di x5 fino a 5, il valore di x( scende a 0.

Abbiamo quindi che:
29 entra in base e di conseguenza x esce dalla base
Abbiamo:

ro=5+x1 —a90—3x3+x4 allora z9=5—x9+x1 —323+ 24

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

x5 =3+4x1+(Bb—x0+x1 —3x3+x4) — D23+ T4 =8—20+511 —8x3+214
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z2=-5-m1+B—z9+x1 —3x3+m34) +323— 34 = —20

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima del problema ausiliario
(non ¢ possibile alcun ulteriore miglioramento) e questo ¢ un dizionario ottimo:

r9 = 5 — 1z + ry — 3x3 + Ty
rzs = 8 — x + dbxy — 8xz + 2x:4
z = 0 — 1z

dove B=1{2,5} e N ={0,1,3,4}. La soluzione di base ottima é:

Tg =95, Ty =2_, To=0, 21 =0, 23=0, 24, =0 divalore 0

Attenzione

Dato un dizionario ottimo del problema ausiliario con valore ottimo zero,
possiamo costruire un dizionario del problema LP originale che corrisponde
a una soluzione ammissibile del problema LP originale.

Eliminando la variabile ausiliaria xq, otteniamo:
o = 5 + 1, — 3z3 + T4
x5 = 8 4+ bxy — 8x3 + 2x4

Sostituendo nella funzione obiettivo del problema originale, possiamo esprimerla
in funzione delle variabili fuori base z1, r3 e x4:

z=-2x1—(5+x1 —3x3+4) =-5—-3x1+3x3— 24

Di conseguenza, abbiamo il seguente dizionario del problema LP originale:

/

Ty = 5 + Ty — 3x3 + T4
By = 8 + bxy — 8xz3 + 2x4
z = -5 — 3x1 + 3x3 — T4

dove B =1{2,5} e N ={1,3,4}. La soluzione di base ammissibile é:

To =05, Ts=28, Z1=0, Z3=0, 74=0 divalore -5
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2. Seconda fase dell’algoritmo del simplesso

Eseguiamo ’algoritmo del simplesso per il problema LP originale.

e Inizializzazione

Partiamo dal dizionario ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso.

e Iterazione 1

Se aumentiamo il valore della variabile x3, possiamo ottenere una soluzione
migliore. Abbiamo:

5—3x3 >0 )

T2= 5-—3z3 — T3 <=

220 -3

Ty — 8—81‘3 \8_8$3ZO/ I3 §1
x5>0

Aumentando il valore di x3 fino a 1, il valore di x5 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

x3 entra in base e di conseguenza x5 esce dalla base
Abbiamo:

5 1
5 =8+ bxry — 8xz +2x4 allora x3=1+ gxl + Zm — §x5

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario, otteniamo:

5 1 1 9 1 3
z:—5—3:c1—|—3<1—|—8:v1—|—4:c4—8az5>—x4:—2—8x1—4x4—8x5

Di conseguenza, abbiamo ottenuto una soluzione ottima (non é possibile alcun
ulteriore miglioramento) e questo & un dizionario ottimo:

Ty = 2—z$1+1$4+§$5
8 4 8
5 1 1

T3 = 1+§$1+1x4—§x5

z:—2—g$1—1$4—§$5
8 4 8

dove B =1{2,3} e N = {1,4,5}. La soluzione di base ottima ¢:

To =2, T3=1, z1=0, 24=0, 5 =0 divalore —2
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Programmazione lineare

Soluzione grafica:

La regione ammissibile del problema LP (in forma canonica) ¢ il poliedro ombreggiato in
rosso:

4 | N

Z3
RSIRN ~[E

oo =

- /

Una soluzione ottima &( LP) é:

il valore ottimo z( LP ) ¢ —2.

In viola il primo vertice ottenuto dalla prima fase dell’algoritmo del simplesso, in blu quello
ottimo.
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Programmazione lineare

SageMath Code: 3D Polyhedra (

# Define the polyhedron using inequalities (Hyperplane Representation)
p = Polyhedron(ieqgs=[

(-5, -1, 1, 3), # (-1, 1, 3) x - 5> 0
(-2, 3, 2, -2), # (3,2, -2) x - 2> 0
(0, 1, 0, 0, # (1, 0, 0) x+0>=0
(0, 0, 1, 0), # (0, 1, 0) x +0>=0
(0, 0, 0, 1 # (0, 0, 1) x+0>=0

D

# Display the inequalities of the polyhedron
p-Hrepresentation()

# Display the extreme points and extreme rays of the polyhedron
p.Vrepresentation()

# Plot the polyhedron (3D)
p-plot()
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