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Capitolo 10

Euristiche MIP

10.1 Arrotondamento e diving

Esercizio 10.1 — Arrotondamento e diving (P5)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2x; + 32

6r1 + 2lxzy < 77
8r1 + 3x9 < 36
X1, x9 c ZZO
L b,

Domande
1. Calcolare la soluzione ottima & del rilassamento lineare e il suo valore z(LP).

2. Applicare 'arrotondamento: arrotondare & al punto intero piu vicino, verificare se é
ammissibile, e poi arrotondarlo per difetto.

3. Applicare il diving frazionario: a ogni passo risolvere il rilassamento lineare con le
variabili fissate fino a quel momento, fissare la variabile meno frazionaria al suo intero
piu vicino (pareggi: indice piu piccolo), e ripetere finché la soluzione LP non ¢ intera.

4. Calcolare il gap di ottimalita della soluzione del diving rispetto all'upper bound
| z(LP)], e dimostrare che la soluzione ¢ ottima esaminando i possibili valori di zs.

AN J

Soluzione

1. I due vincoli sono attivi nel vertice ottimo: da 8x1+3xs = 36 otteniamo zo = 12— g:cl,
e 6z, + 21z = 77 diventa 6x1 + 252 — 56x; = 77, cioé x1 = % e Iy = %:

G = (Z §), #(LP) =7+8 = 15.
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Programmazione lineare intera

2. ( [%] , [%] ) = (4,3) viola il secondo vincolo: 8 -4+ 3 -3 = 41 > 36. L’arroton-
damento fallisce. L’arrotondamento per difetto da (3,2): 60 < 77 e 30 < 36,
ammissibile, di valore 12.

3. Passo 1. Le distanze dall’intero piti vicino sono % per x1 e é per xo: si fissa xg := 3.

Passo 2. Con x5 = 3 i vincoli diventano 621 < 14 e 8z < 27, quindi & = (%, 3), di
valore % +9= %1. Si fissa x1 := [%] = 2

Passo 3. La soluzione LP (2,3), di valore 13, ¢ intera: il diving restituisce (2, 3).

4. L'upper bound ¢é |15] = 15, quindi il gap ¢é 151_313 ~ 15.4%. Per dimostrare I'ottimali-
ta, facciamo variare xa: w9 > 4 ¢ inammissibile (21 -4 =84 > 77); xo =3 da z1 < 2,
valore al pit 13; o = 2 da z; < 3, valore al piu 12; 9 = 1 da z; < 4, valore al piu
11; 29 = 0 da x1 < 4, valore al pit 8. Quindi z(ILP) = 13 e (2,3) ¢ ottima.

Esercizio 10.2 — Arrotondamento e diving (P3)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2x1 + 4duxo

-z + x2 < 2
8x1 + 2xz9 < 19
X, ro € Zzo
g J

Domande
1. Calcolare la soluzione ottima & del rilassamento lineare e il suo valore z(LP).

2. Arrotondare & al punto intero piti vicino: & ammissibile? Arrotondarlo invece per
difetto, e indicarne il valore.

3. Applicare il diving frazionario (pareggi: indice pit piccolo). Restituisce una soluzione?

4. Ripetere il diving prendendo la decisione opposta al primo passo, e proseguire con la
regola del diving frazionario. Poi dimostrare che la soluzione ¢ ottima esaminando i
possibili valori di ;.

A J

Soluzione

1. Entrambi i vincoli sono attivi nel vertice ottimo: 9 = 2+ 1 e 8x1 + 229 = 19 danno
10:E1 = 15:
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Programmazione lineare intera

24 > 19. L’arrotondamento fallisce. L’arrotondamento per difetto da (1,3): 2 < 2
e 14 < 19, ammissibile, di valore 14.

3. Passo 1. Entrambe le variabili sono a distanza %: si fissa x1 = [%] = 2,

Passo 2. Con x; = 2 i vincoli diventano x3 < 4 e 2z9 < 3, quindi & = (2, %), di

valore 10. Si fissa xo := [%] = 2

Passo 3. Con 21 = 2 e 29 = 2 il secondo vincolo é 16 +4 = 20 > 19: I'LP ¢
inammissibile, il diving fallisce.

4. Passo 1. Si fissa 1 := 1 invece di 2. I vincoli diventano xo < 3 e 229 < 11, quindi
& = (1,3), di valore 14, che ¢ intera: il diving restituisce (1,3). La prima decisione
del primo diving, [%} = 2, era quella sbagliata.

Ottimalita: il secondo vincolo da xz1 < 2. Per 21 = 0 si ha xo < 2, valore al piu 8; per

21 = 1 si ha zo < 3, valore al piu 14; per 1 = 2 si ha xo < 1, valore al piu 8. Quindi
z(ILP) =14 e (1, 3) ¢ ottima.

10.2 Feasibility pump
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Programmazione lineare intera

AN

Esercizio 10.3 — Feasibility pump 1

Si consideri il programma intero

max x1 -+ Zo
soggetto a 611 —2x9 < 16
6x1 —Tx9 > 8
x1 €{0,1,...,5}
x9 € {0,1,...,5}

(Si ricordi che la distanza L; di un punto da un segmento che non é né orizzontale, né
verticale, né di pendenza +1 ¢ minima in un estremo o dove il segmento incontra la retta
orizzontale o quella verticale passante per il punto.)

Domande

1. Disegnare la regione L del rilassamento lineare e i suoi punti interi, e calcolare la
soluzione ottima z** del rilassamento lineare.

0

2. Arrotondare 2*0 al punto intero piti vicino #°, e verificare se & ammissibile.

k

3. Applicare la feasibility pump: a ogni iterazione calcolare la proiezione £*¥, cioé il punto

di £ che minimizza la distanza L A(w,:ik_l), arrotondarla e, se ’arrotondamento
restituisce lo stesso punto intero, spostare la componente con il ]a:;‘k — 57;?_1\ piu
*k

7. Fermarsi quando la distanza ¢ 0.

grande di un’unita verso x

4. La soluzione trovata dalla pompa ¢ ottima? Confrontarne il valore con il bound LP.

J/

Soluzione

1. 11 vincolo 6x1 — 7x9 > 8 con x5 > 0O richiede x1 > %, e 6x1 — 2x9 < 16 con x9 > 0

da z; < % sull’asse. £ ¢ il triangolo di vertici (%, 0), (%, O) e I'intersezione delle due
rette, (%, %) I suoi punti interi sono (2,0) e (3,1). La funzione obiettivo 1 + x2 &
massima nel vertice

16 8 24
20 = ( ), zrp(I) = = =4.8.

55

Z2

I
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Programmazione lineare intera

2. 2% = ([3.2],[16]) = (3,2): 6-3-2-2=14<16,ma6-3—-7-2=4< 8
inammissibile.

3. Iterazione 1. Proiezione di (3,2). La retta verticale ;1 = 3 attraversa £ per 18 —
225 < 16 € 18—7z9 > 8, cioé fra (3,1) e (3, 2): il punto pit vicino & (3, 1), a distanza

2 — 1—70 = %. La retta orizzontale x9 = 2 non attraversa £ (x1 < 13—0 ez > %) 11
vertice (%, %) é a distanza % + % = % > %, gli altri vertici sono piu lontani. Quindi
z*l = (3, %), A= %, el = [:L‘*l] = (3,1), un punto nuovo.

Iterazione 2. (3,1) € £ (16 < 16, 11 > 8): A =0, la pompa si ferma con (3,1), di
valore 4, dopo due proiezioni.

4. L’altro punto intero (2,0) ha valore 2, quindi (3,1) & ottima. Anche il bound LP da
z(I) < |4.8] =4, e certifica 'ottimalita senza enumerare i punti interi.

- J

Esercizio 10.4 — Feasibility pump 2

Si consideri il programma intero

max 4z, +4xo
soggettoa —3x1+bxe <11
41 —3x9 < —1
x1 €{0,1,...,5}
x9 €{0,1,...,5}

(Si ricordi che la distanza L; di un punto da un segmento che non & né orizzontale, né
verticale, né di pendenza +1 é minima in un estremo o dove il segmento incontra la retta
orizzontale o quella verticale passante per il punto.)

Domande

1. Disegnare la regione L del rilassamento lineare e i suoi punti interi, e calcolare la
soluzione ottima z*° del rilassamento lineare.

0

2. Arrotondare 2*0 al punto intero piti vicino #°, e verificare se & ammissibile.

k

3. Applicare la feasibility pump: a ogni iterazione calcolare la proiezione x*", cio¢ il punto

di £ che minimizza la distanza L; A(z,Z*~1), arrotondarla e, se I’arrotondamento
restituisce lo stesso punto intero, spostare la componente con il |a:;“k - 5:;?_1\ pitt

*k

7. Fermarsi quando la distanza ¢ 0.

grande di un’unita verso x

4. Di quanti flip ha bisogno la pompa? La soluzione trovata ¢ ottima?
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Soluzione

1. Con x1 > 0, £ ¢é il triangolo di vertici (O, %) e (O, %), sull’asse x1 = 0, e 'intersezione
delle due rette, (%, %) I suoi punti interi sono (0,1), (0,2), (1,2), (2,3). La funzione
obiettivo & massima in

o (28 41 276
= (1)
1111/

I

2. 2% = ([255],[3.73]) = (3,4): —9+20 =11 < 11, ma 12-12 = 0 > —1:
inammissibile.

3. Iterazione 1. Proiezione di (3,4). La retta verticale 1 = 3 richiederebbe zo > 13—3
e 9 < 4: nessuna intersezione. La retta orizzontale x5 = 4 richiederebbe x; > 3

ex; < %: nessuna intersezione. Il punto pitl vicino & il vertice z*! = (%, %), a

distanza % + 13—1 = 1%. Il suo arrotondamento & di nuovo (3,4): un ciclo corto. La
. o5 5 5 3 : 28. =1 _

differenza pit grande ¢ su 1 (35 > 17), che si sposta verso 7: & = (2,4).

Iterazione 2. Proiezione di (2,4). La retta verticale 1 = 2 attraversa £ per x5 > 3
e xy < %7: il punto piu vicino é (2, %7), a distanza % La retta orizzontale xo = 4 non
attraversa L, e il vertice (%, %) ¢ a distanza % =+ % = 1% > % Quindi z*? = (2, %7)

e 72 = (2,3).
Iterazione 3. (2,3) € L (—6+15=9<11,8—9=-1<-1): A =0, la pompa si

ferma con (2, 3), di valore 20.

4. La pompa ha bisogno di un flip: senza, ciclerebbe all’infinito fra (3,4) e il vertice

2*9. T valori dei punti interi sono 4, 8, 12, 20: (2, 3) & ottima.
& J

Esercizio 10.5 — Feasibility pump 3

Si consideri il programma intero

max 4x1+ 2x9
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soggetto a bxy +4x92 <9
—Tx14+3x2 <5

x1 €4{0,1,...,5}

x9 €{0,1,...,5}

(Si ricordi che la distanza L; di un punto da un segmento che non é né orizzontale, né
verticale, né di pendenza +1 ¢ minima in un estremo o dove il segmento incontra la retta
orizzontale o quella verticale passante per il punto.)

Domande

1. Disegnare la regione L del rilassamento lineare e i suoi punti interi, e calcolare la
soluzione ottima z*° del rilassamento lineare.

0

2. Arrotondare z* al punto intero piti vicino #°, e verificare se ¢ ammissibile.

k

3. Applicare la feasibility pump: a ogni iterazione calcolare la proiezione ™", cioé il punto

di £ che minimizza la distanza L; A(x,*~1), arrotondarla e, se I’arrotondamento

restituisce lo stesso punto intero, spostare la componente con il |:v;k — 53?71| pit
xk

7. Fermarsi quando la distanza ¢ 0.

grande di un’unita verso x

4. Trovare la soluzione ottima esaminando i punti interi, e calcolare il gap della soluzione
della pompa rispetto al bound LP. Perché la pompa manca 'ottimo?

(& J

Soluzione

1. £ ¢ il quadrilatero di vertici (0,0), (2,0), (&, %) (intersezione delle due rette) e

37
(0, g) I suoi punti interi sono (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). I valori della funzione
obiettivo nei vertici sono 0, %, % ~ 4.74, 13—0, quindi
9 36
*0
— —,0), N==2=712
v (5 2rp(l) =%
Z2
2
1@
$*0 — .’L‘*l
i.O
r>/ )

T O
1 2 3

2. 7%= ([1.8],0) = (2,0): 10 > 9, inammissibile.
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3. Iterazione 1. Con 3° = (2,0), A(z,3°) = |21 — 2| + x2. La retta verticale zq = 2
non attraversa L; la retta orizzontale zo = 0 la attraversa sul segmento da (0,0) a
(%, 0), il cui punto pitt vicino ¢ (%, O), a distanza %; gli altri vertici sono piu lontani.

Quindi z*! = (%, 0) = 2*9 il cui arrotondamento ¢ di nuovo (2,0): un ciclo corto. Il

flip sposta 1 verso %: ! = (1,0).

Iterazione 2. (1,0) € £: A =0, la pompa si ferma con (1,0), di valore 4.

4. T valori dei punti interi sono 0, 4, 2, 6: 'ottimo & (1,1), con z(I) =6 (5+4=9 <9,
—7+4 3 < 5). Rispetto al bound LP |7.2] = 7 il gap della soluzione della pompa &
% ~ 42.9% (il suo vero errore relativo ¢é % ~ 33.3%). La pompa guarda solo la
distanza da £, mai la funzione obiettivo dopo il primo LP: si ferma al primo punto
ammissibile che incontra. Migliorarlo ¢ compito di metodi come il local branching o

la proximity search.

10.3 RINS e local branching

Esercizio 10.6 — RINS, local branching e proximity search (P23)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2
variabili intere e m = 3 vincoli:

max r1 + 4duxo
31 + 8z < 24
— T < -1
— X9 < -1
1, T2 € Z>o

La soluzione incumbent ¢ & = (1, 2).

Domande

1. Calcolare il valore dell’incumbent, la soluzione ottima & del rilassamento lineare e
I'upper bound |z(LP)].

2. Applicare RINS con 6 = 1: elencare le variabili che vengono fissate, scrivere il sotto-
MIP con il vincolo di cutoff e risolverlo.

3. Applicare il local branching con & = 1, kypax = 3, kstep = 1 ¢ 8 = 1. Scrivere
esplicitamente i vincoli di local branching.

4. Applicare la proximity search con # = 1. Confrontare i tre metodi, e dire quale di essi

dimostra 'ottimalitd della soluzione trovata.
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Soluzione

1. L’incumbent ¢ ammissibile (3 + 16 = 19 < 24), di valore 1 + 8 = 9. L’ottimo LP ¢
x1 = 1 (il suo limite inferiore) e x9 = %1:
21 21 23
%= (1, §), ALP) =1+ =2,  [=(LP)| =1L

2. T1 =1 = Z1, mentre Ty = %1 # 2 = ZTo: RINS fissa x1 := 1. Il sotto-MIP &
max 1+4xy sa. 3+8x2<24, 1+4+4x9>10, m2 € Z>1.

Il primo vincolo da xo < 2, il cutoff x5 > 3: il sotto-MIP & inammissibile e RINS
restituisce 'incumbent, di valore 9.

3. Con ! = (1,2) il vincolo A(zx, Z') < 1 si scrive |21 — 1|+ |z2 — 2| < 1, con le variabili
ausiliarie d1 > 21 — 1, d1 > 1 — 21, dy > 29 — 2, do > 2 — 29, di + do < 1; il cutoff &
x1 + 4x9 > 10.

k = 1. I vicini a distanza 1 sono (2,2), (0,2), (1,3), (1,1). Solo (2,2) ¢ ammissibile
e ha valore 10: Z2 = (2,2). Si aggiunge A(z,z!) > 2.

k =1,2,3, attorno a 2. Il cutoff & 21 + 4z5 > 11. Per x5 = 2 il primo vincolo da
!
richiede 21 > 7, che viola il primo vincolo. Nessuna soluzione: il metodo si ferma con

(2,2), di valore 10.

r < valore al piu 10; per z9 > 3 il primo vincolo é violato; per xo = 1 il cutoff

4. Iterazione 1. Cutoff z1 4+ 4x9 > 10: la soluzione piu vicina é (2,2), a distanza 1, di
valore 10.

Iterazione 2. Cutoff 21 +4x2 > 11: inammissibile, come mostrato nella domanda 3.
Per la proposizione sulla proximity search (Capitolo 10), 10 ¢ ottimo.

Confronto: RINS fallisce, perché la variabile ;1 su cui I'LP e I'incumbent concordano
é proprio quella che deve cambiare; il local branching trova I'ottimo con k£ = 1 ma,
fermandosi a kyax, non lo dimostra; la proximity search lo trova e lo dimostra. Il
bound |z(LP)| = 11 da solo non lo dimostra.
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Esercizio 10.7 — RINS, local branching e proximity search (P4)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 5xr; + 3z

2x1 + Ty < 14
1 + 8x < 32
x1, T2 € Z>o
La soluzione incumbent ¢ & = (5, 3).
L )

Domande

1. Calcolare il valore dell’incumbent, la soluzione ottima & del rilassamento lineare e
I'upper bound |z(LP)].

2. Applicare RINS con § = 1: quali variabili vengono fissate, e che cosa restituisce il
sotto-MIP?

3. Applicare il local branching con k& = 1 e poi, dopo aver aggiunto il vincolo inverso,
con k = 2.

4. Applicare la proximity search con § = 1. Quali metodi dimostrano 'ottimalita della
soluzione trovata?

. J

Soluzione

1. incumbent ¢ ammissibile (13 < 14, 29 < 32), di valore 34. Entrambi i vincoli sono
attivi nell’ottimo LP: zo = 14 — 221 e 21 + 829 = 32 danno 15x; = 80:

16 10 80 110

= (—, — LP)=—+10= — LP)] = 36.

z=(3.3) cLP)=F+10=—=  [«(LP)| =36

2. % #5e 13—0 # 3: nessuna variabile viene fissata, il sotto-MIP ¢ I'intero problema con
il cutoff 51 + 3z2 > 35. La sua soluzione ¢ (6,2) (1242 = 14, 6+ 16 = 22), di valore
36. Poiché 36 = | z(LP)], la soluzione ¢ ottima.

3. &' = (5,3). k= 1. I vicini a distanza 1 sono (4, 3), (6,3), (5,2), (5,4): (6,3) viola il
primo vincolo (15 > 14), (5,4) il secondo (37 > 32), e (4,3), (5,2) hanno valori 29 e
31 < 35. Nessuna soluzione; si aggiunge A(z,Z') > 2 e si pone k = 2.

k = 2. La soluzione (6,2), a distanza 2, ha valore 36 > 35: 2 = (6,2). Non esiste
alcuna soluzione di valore almeno 37, perché 37 > | z(LP)|: il metodo prosegue fino a
kmax € si ferma con 36.

4. Tterazione 1. Cutoff 5z1 + 3z2 > 35: nessuna soluzione a distanza 1 (domanda 3),
e (6,2) e a distanza 2: viene restituita, di valore 36.
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Iterazione 2. Cutoff > 37: inammissibile. Per la proposizione sulla proximity search
(Capitolo 10), 36 & ottimo.

RINS e la proximity search trovano I'ottimo in un passo; anche il bound |z(LP)| = 36
lo dimostra, qui senza alcun lavoro aggiuntivo. Il local branching lo trova con k = 2
e non ha bisogno di dimostrarlo: 'intorno di raggio 1 non basta.

Esercizio 10.8 — Proximity search (P3)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2x1 + 4x9

IN

—x1 + T2 2
8xr1 4+ 2x9 < 19
r1, ro € Zzo

La soluzione incumbent ¢ & = (0,0). Fra le soluzioni del sotto-MIP di prossimita alla

stessa distanza, si sceglie quella di valore maggiore.

Domande

1. Calcolare il valore dell'incumbent e I'upper bound | 2(LP)| (I'ottimo LP ¢ (3, .

\]

. Applicare la prima iterazione della proximity search con 6 = 1.

w

. Applicare le iterazioni successive finché il sotto-MIP non é inammissibile.

4. Concludere: I'ultima soluzione ¢ ottima? Quanti sotto-MIP sono stati risolti?

- J

Soluzione

1. Lincumbent ha valore 0. Il valore LP ¢ z(LP) = 3 + 14 = 17, quindi |2(LP)| = 17.

2. Iterazione 1. Cutoff 2z1 + 429 > 1. Due punti ammissibili sono a distanza 1 da
(0,0): (1,0), di valore 2, e (0,1), di valore 4. Si sceglie (0, 1).

3. Iterazione 2. Cutoff 2x; + 4x9 > 5, attorno a (0,1). A distanza 1: (0,2), di valore
8, e (1,1), di valore 6. Si sceglie (0, 2).
Iterazione 3. Cutoff > 9, attorno a (0,2). A distanza 1: (0,3) viola —z1 + z2 < 2;
(1,2) ha valore 10 ed ¢ ammissibile (1 <2, 12 < 19). Si restituisce (1, 2).
Iterazione 4. Cutoff > 11, attorno a (1,2). A distanza 1: (2,2) viola il secondo
vincolo (20 > 19); (1, 3) ha valore 14 ed ¢ ammissibile (2 < 2, 14 < 19). Si restituisce
(1,3).
Iterazione 5. Cutoff > 15, attorno a (1,3). Il secondo vincolo da x; < 2, e per
x1 = 0,1,2 i valori sono al piu 8, 14, 8: inammissibile.
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4. L’ultima soluzione (1,3), di valore 14, & ottima per la proposizione sulla proximity
search (Capitolo 10): sono stati risolti 5 sotto-MIP, quattro dei quali con una solu-
zione. Il bound 17 da solo lascia un gap di 171_414 ~ 21.4%. Ogni passo si sposta di

un’unitd perché il cutoff é piccolo: un 6 pitt grande chiederebbe mosse pit ampie e

meno iterazioni.
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