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Capitolo 6

L’algoritmo dei piani di taglio con 1 tagli
frazionari di Gomory

Esercizio 6.1 — Algoritmo del piano di taglio (P1)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili
intere e m = 1 vincolo lineare:

max 1 + 8x9
3r1 + 6x9 < 16

X1, T € ZZO

e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma standard:

T3

x3

D
@[ B oo
Wk O

Domande

1. Esegui ’algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:

(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;
(b) il termine noto piu grande come strategia di selezione del taglio.
Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando

I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema
LP a ogni iterazione.
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Programmazione lineare intera

2. Mostra graficamente l'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento
lineare del problema ILP in forma canonica.

e a
Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare
> (@i — lay)) x> b — |bi]
JjeEN

¢é detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga i.

& J

AN J

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max r1 + 8z

3rz1 + 6x9 + x3 = 16

v
o

x, €2, €3

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

T3

3% N =

T3

(=}
@2 wioo
Wik o =

La soluzione ottima &( LP; ) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

3

=21

2(ILP) < {%J

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:
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Programmazione lineare intera

max r1 + 8xg

3r1 + 6z < 16
1, o > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
- - 8
71 =0, T2 =3
I1 valore ottimo é:
64
Z( LPI ) = ?

/ | | | | T T \

wloo o
T

[\S]
T

2

Z1

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

8 1 1
xTo = §—§$1—6x3
z:6—4— 3m1—ém3

3 3

dove
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Programmazione lineare intera

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

(L) 12 = G- )

= 3r1+x3>4

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory

in forma standard:

1 1 2
§$1+6$3—$4:§ = 3zr1+x3—624=4

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
1‘3:16—31‘1—61172.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

3$1+(16—3$1—6$2)Z4 = To < 2

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:

/ T 1 T T T T 1 \
3* ]
8 |
3
2 ]
N
8
1 ]
0 . ® . ° .
| | | | |
0 1 4 2 3 4 5 16
3 3
z1
\_ /

— 11 taglio frazionario di Gomory generato dalla riga della funzione obiettivo

wmwww

64 _1
3 21=3

é€:
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Programmazione lineare intera

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

x3 > = wx32>1

W=
W —

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

! _ 1 = Jxg=1
3l‘3 1'4—3 T3 T4 =

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
3 =16—3 1 — 6 x9,

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

16 —3xz1 —6x9>1 = x1+222<5

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla riga della funzione
obiettivo sul problema LP; in forma canonica:

a I
3 .
8 N
3 5 |
2
2 .
o
8
1 .
0 ® ® & &
| | | | |
0 1 2 3 4 5 16
3
T
\_ J

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piti grande
e creiamo il problema LP» aggiungendolo al problema LP;.

max r1 + 8xg

3r1 + 6x2 + x3 = 16
To + x4 = 2
X, €2, x3, T4 Z 0

Autore: Fabio Furini
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Programmazione lineare intera

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

2 1 1
3x1+a3—614=4 = $4:—§+§JJ1+6$3

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 8 1 1
x = = = - — -
2 3 5 11 6 3
B 2 n 1 n 1
B 5 6 "
64 3 4
z = — - r — - x
3 ! 37
dove B=1{2,4} e N ={1,3} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:
8 2 64
Tog = g, Ty = —g, 1 = 0, xr3 = 0 di valore ?
— la soluzione duale di base ammissibile é:
64
9 =0, 7y =0, T =3, M3= 3 di valore 3

Se aumentiamo il valore di 74, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
3 1 >0
_ 1 _571-4_
T =3--m —_—— s <6
2 71>0
4 1 4 1
3 :§—77r4 §_6W420 Ty <8
m3>0

Aumentando il valore di 74 fino a min{6,8} = 6, il valore di m; scende a 0.
Abbiamo quindi che:

my diventa una variabile duale di base e di conseguenza x4 diventa una
variabile primale fuori base

71 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x; diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:
2 1 1 4 1
x4:—§+§x1+6x3 = 1 :§—§x3+2x4
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

8§ 1/4 1 49 1 5
Ta==—=|=—z=z Ty )| —=x3=2—=2
2 3 2 3 4 63 4
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64 41, 4 52 1
T3 3 3P T AT T g3 = Ty T g% T O

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

1 ! + 2
rn = - - - x
1 3 3 T3 4
i) = 2 — Ty
52 1
Z = 3 T 33 - 6 x4
dove B=1{1,2} e N = {3,4} e
— la soluzione di base primale ottima é:
4 52
:731 = -, 552 = 2, fg = 0, i‘4 =0 di valore —
3 3
— la soluzione di base duale ottima é:
1 52
=0, =0, 3= 3’ T, =06 di valore 3

La soluzione ottima &( LP» ) ¢é frazionaria e il problema LP, ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

Z(ILP) < f;J

——
=17

Per il problema LP» in forma canonica, abbiamo:

max r1 + 8uxo

3ry + 6z < 16
Ty < 2
1, To > 0
Una soluzione ottima &( LP, ) é:
) = %, Fy =2
I1 valore ottimo é: =
z( LPy ) = 3
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/ T T | | | T T \

x2

@
—
ol |-
()
w
S
o b
g |-

Z1

e Iterazione 2

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

4 1
Ty = § — g r3 + 2 x4
i) = 2 — Ty
52 1
z = 3 3 T3 — 6 x4
dove . A
1 9 4
_ 3 - 3
A= b=
0 1 2

— 1l taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

G- »rie e (2[4
(o) e G- L)

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

1
7333—:1:525 = x3—3z5=1
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Dalla forma standard del problema LPs, abbiamo:
l‘3:16—3l‘1—6$2,

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

(16*3581*61‘2)21 = x1+2x2 <5,

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema L P, in forma canonica:

/ T 1 T T T T 1 \
3* ]
8 | |
3
2 ]
N
8
1 ]
0 . ® . °
| | | | |
0 1 4 2 3 4 5 16
3 3
z1
\ /

— 11 taglio frazionario di Gomory generato dalla riga della funzione obiettivo

wxs—%wgcélzw

1 1 52 q7_1
3 —17=3

N

e:

= :(,‘321

Questo taglio frazionario di Gomory coincide con quello generato dalla prima

riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piti grande
e creiamo il problema LP; aggiungendolo al problema LPs.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LPs in forma standard:
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max r1 + 8z

3r1 4+ 6x9 + x3 = 16
T2 + x4 = 2

1 + 2x9 + x5 = b5
x1, z2, x3, T4, zs > 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

1 1
z3—325=1 = z5=—74 - T3.
3 5 5 3 T3
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e

otteniamo il seguente dizionario:

( 4 1
Ty = 3 T 3 3 + 2 x4
To = 2 — %0
1 i 1
x5 = —= -
5 3 3 3
52 1 6
z = — - = —
3 3 3”4
dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:
4 1 52
xr] = 5’ ToOR—N2N - — —g, r3=0, x4=0 di valore E
— la soluzione duale di base ammissibile é:
1 52
m =0, wm=0, 75=0, ﬁ3:§, Ty =06 di V&lOI‘eE

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
m3 = — — —T = = =] T
3 3 3 5 3 3 5 = 5 >
w3>0

Aumentando il valore di 75 fino a 1, il valore di w3 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

75 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale fuori base
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w3 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x3 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo: 11
T5=—+ -3 = a23=1+3uxs.
3 3
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
4 1
T = §—§(1+3:€5)+2x4= L+ 224 — x5,
To = 2 — T4,
52 1
” = §—§(1+3x5) — 6x4 =17 — 624 — T5.

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

(

T, = 1 + 2x4 - Ts
Ty = 2 — Ty

T3 = 1 + 3 x5
z = 17 — 61y — x5

dove B=1{1,2,3} e N = {4,5}.

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=1, x9=2, ZTz3=1, x4=0, T5 =0 di valore 17
— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, m=0, w=0, =6, 75=1 di valore 17

La soluzione ottima &( LPs ) ¢ intera. Di conseguenza, una soluzione ottima
Z(ILP) é&:

I1 valore ottimo z( ILP ) ¢ 17.

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max r1 + 8xg

3r1 + 6z < 16
r9 < 2

r1 + 2z < 5
Ty, z2 > 0

Autore:

Fabio Furini
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Una soluzione ottima &( LP3) é:

I =1, Tog =2
I1 valore ottimo é:
Z( LP3 ) =17
K T T T T \
3 |
2 [~ = ~eaoh N
= x1+8x2.;'1'7--.--.
I } ° |
0 )
| | | |
0 1 3 4 5)
x1

Esercizio 6.2 — Algoritmo del piano di taglio (P2)

Domande

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili
intere e m = 2 vincoli:

max rnn + 3
—4 ;1 + 10
3 1 +
zy,

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare

( ) 1
x1—§ + 31 xs3
9 3
.1‘2—5 — 3*4.7}3
4
z=16 — 17 T3

1. Esegui I’algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:

T2

To < 35
Ty < 12
T2 € Z>o

in forma standard:

Autore: Fabio Furini
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(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;
(b) il termine noto piu grande come strategia di selezione del taglio.
Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando

I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema
LP a ogni iterazione.

2. Mostra graficamente 'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento
lineare del problema ILP in forma canonica.

e N
Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@i — lai)) @; > b — |bi]

JEN

¢ detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga :.
. J

. /

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 1 + 3 z2
4 1 + 10 22 + a3 = 35
3 1 + To + xy = 12
1, T2, z3, g = 0

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

(b, ] 5
=5 34 3 17 4
279 34 3 17 4

4 11
- 16 - _ =
S 17 3 17
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La soluzione ottima &( LP; ) ¢ frazionaria e il problema LP; é ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

2(ILP) < 16

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max 1 + 3 x2
—4 z; + 10 290 < 35
3 1 -+ T < 12
1, Ty > 0

Una soluzione ottima &( LP; ) é:

Il valore ottimo é:

~

o NN N DO ot
I

z2

o

=

[\
ot [

w

S

1

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli
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Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

( D 1 )
xl:i + @ xr3 — ﬁl’4
9 3 2
TS T oy T o™

4 11
z=16 — ?7 r3 — 17 Ty
dove
1 ) )
N A I
3 2 9
34 17 2

Cai=li)) =+ G- [w)) == G- 12))

—— _(—1)=— = o=— R
34 34 17 17 2 2
33 5 1
= > - >
34x3+17x4_2 = 33z3+10x4 > 17

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

33

5 1
@x:”—i_ﬁm_mg’_i = 33x3+10x4 — 3425 =17

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
r3=35+4+4 21 — 10 a9, Ty =12 —3 21 — x9.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

33(35+4m; —10a2) +10 (12—321 —29) > 17 = —3a21+10a5 <37

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:
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4 | | I
43Q7 3 — |
2 — N p—
5 | 1 +10xo =]
4 |
7
Z |- |
3 |
™
8
2 1 |
17 —
gl
| | | | |
0 1 2 5 3 4
2
x1
\ J

— 1l taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

(ol » G2 = -1

3 3 2 2 9 1
34 " 31 17 =17 272
3 2 1
= S gy >
34x3+17a:4_2 = 3x3+4xy4>17

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

3 2 1
3z$3+ﬁ$4—$5=§ = 3a3+4x4—34x5=17

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
r3=35+4 1 — 10 a9, Ty =12 — 3 x1 — xo.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

3(35+4x1 —10x9)+4(12—3x1 —22) > 17 = 29<4

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema LP; in forma canonica:

Autore: Fabio Furini
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UNIVERSITA DI ROMA

18


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

4 — N

w NN s Do

€2

(en]
o |
N[
\}
N|ot
wloo [
w
N

x1

\_ /

1
I due tagli frazionari di Gomory hanno lo stesso termine noto, pari a —. Sele-
zioniamo il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga e creiamo il
problema L P, aggiungendolo al problema LP;.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LP» in forma standard:

max 1 + 3 @
—4 1 4+ 10 2o + 3 = 35
3 1 + o + T4 = 12
2 + Ty = 4
x1, x2, x3, x4, zz > 0
Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:
3xz+4xy—34x5=17 = x5:—l+ix3~l—3x4
2 34 17

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 19


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

( 5 1 5
m=g vty ™ T o™
9 3 2
2Ty T o3 T o™
1 3 2
T5 = *5 + 31 r3 + T? T4
4 11
\ z=16 — 17 r3 — 7 T4

dove B = {1,2,5} e N = {3,4} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:

z3=0, x4 =0 divalore 16

— la soluzione duale di base ammissibile é:
4 11
—, Wy ==
17 "t
Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

m =0, m=0, 7 =0, 3 = di valore 16

4 3
S >0
S I 173407 8
_ 43 ‘ , <8
T AR YR =20 =3
1 2 N 11
_ = _Zr>0
T4 =I5~ T 17 17 ° = T S
T42>0

8 11 8
Aumentando il valore di 75 fino a min {3, 2} =3 il valore di 73 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

75 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale fuori base

73 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x3 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:

1,3 2 i 174 3
= —— + — — indi =—=c= - 5.
To=Tg Tyt d T3=g T gt g

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

a:—§ ! H—%x —i-%x —Ex—§—1x —i—lx
1793y \3 343 Tyt T3 3T
_y_ sy e e A
27573 \3 3T I Ty T TS

Autore: Fabio Furini
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g A (a3 11 44 18
“= 17 \3 3% T3 Tyt T 3 T 3¥ T 3%

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

( 8 1 1
T = 3 T 3 T4 + 3 5
To = 4 — xIs
17 4 o 34
T3 = 3 3 T4 3 T5
44 1 8
Zz=— — - T4y — - x
( 3 3 3
dove B=1{1,2,3} e N = {4,5} e
— la soluzione di base primale ottima é:
8 17 44
521 = g, i’2:4, i’3: ?’ .%4:0, 5520 di valore ?
— la soluzione di base duale ottima é:
1 8 44
7~T1:O, ﬁ'QZO, 77'3:0, 7?425, ﬁ5:§ di valore E

La soluzione ottima &( LP, ) ¢ frazionaria e il problema LP» ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

2(ILP) < F;J

——
=14

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:

max 1 + 3 x2
-4 1 + 10 2o < 35
3 x1 + T < 12
To < 4
x1, Ty > 0

Una soluzione ottima &( LP, ) é:

- 8 N
Tr1 = g, 9 = 4
I1 valore ottimo é:
44
Z( LP2 ) = ?
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w NN N

€2

S
—
NS =

Z1

\v}
Wl [—

~

e Iterazione 2

a) Fase di generazione dei tagli

n o= o - Ly
1 = 3 34
Tro = 4
17 4
r3 = E — §£U4
N
T3 3 "
dove
11
3 3
A=[0 1 b
4 A
3 3

Ts5

W =

T5

Ts

Ts5

w| oo w\ﬁ

B~ W] oo

s

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

B[22 = G- )

11 17 2 e
373 3773 3773
L2052 o ay4225>2
- X =X — X X
3 4 3 5_3 4 5 £

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

! —I—2 _ 2 = +2 3xg =2
3564 31‘5 1'6—3 T4 xIs5 T —

Dalla forma standard del problema LP», abbiamo:
x4:12—3x1—x2, 565:4—3172.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

(12—31:1—172)—1—2(4—3:2)22 = 1+ 22 <6.

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema L P, in forma canonica:

a4 T 1 N
4, |
7
. .
37 —
N
8
2, |
1, |
n
L | \ || \
0 15 2 8 3 4
4 3
Z1
. %
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla terza riga é:

(-5 = (-2 = - [2)

11 34 2 17 2
373 R 3 73
1 —|—2 >2 = + 2 > 2
- X — X — X X
3 4 3 5_3 4 5 £

Si ottiene lo stesso taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piti grande e
creiamo il problema LP; aggiungendolo al problema LP5.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LP3 in forma standard:

max 1 + 3 @
—4 1 + 10 zo + a3 = 35
3 1 + T + T4 = 12
T2 + x5 = 4
r1 + T2 + 5 = 6
z1, z2, T3, Z4, x5, s > 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

2 1 2

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 8 1 1
l‘lzg — g T4 -+ §I5
o =4 - Ts

17 4 i 34
T3=—= — =z — z
3 3 3 4 3 5
2 1 2
$6——§ + §$4 + §$5
44 1 8
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dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e

— la soluzione primale di base non ammissibile é:

8 17 2 44
_g, Ty =4, i’gzg, fﬁz—g, x4 =0, 5 =0 di valore 3

— la soluzione duale di base ammissibile é:

1 =0, me=0, m3=0, 76 =0, 7_T4:é, 7_1'5:§ di valore %
Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.
Abbiamo:
1 1
11 3 3m =0
Ty = 37 §7TG T e <1
7520

Aumentando il valore di 7g fino a min{1,4} = 1, il valore di m4 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

g diventa una variabile duale di base e di conseguenza zg diventa una
variabile primale fuori base

74 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x4 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:
2 1 2 o
Te=—=+-x4+ -5 quindi x4 =2— 25+ 3.
3 3 3
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
8§ 1 1
T1=3 - 5(2—2505—#3:106)4—3335 =2+2x5 — g
17 4 34
T3 = 3~ 3(2—23;54—33:6)—1—?965 = 3+ 14x5 — 4dxg
4 1 8
Z=§—§(2—2x5+3x6>—5375:14_2335_-%'6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

x1=2 + r5 — Z6
To =4 — 5

r3=3 4+ 14 x5 — 4 xg
Ty=2 - 2 x5 + 3 x4
z=14 - 2 x5 — T
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dove B ={1,2,3,4} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:
1‘1:2, .25'2:4, i‘3:3, :i4:2, 535:(), .fﬁZO di valore 14
— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7a=0, 73=0, 74=0, F5=2 #g=1 divalore 14

La soluzione ottima &( LPs ) ¢ intera. Di conseguenza, una soluzione ottima
Z(ILP) &
F1=2, @g=4

I1 valore ottimo z( ILP ) ¢ 14.

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max 1 + 3 x2
-4 7 + 10 zo < 35
3 1 + ro < 12
Ty < 4
1+ T2 <6
1, Ty > 0

Una soluzione ottima &( LPs ) é:

Il valore ottimo é:
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4 h

w NN N

€2

S
—
NS =
\V)
w
N

x1

Esercizio 6.3 — Algoritmo del piano di taglio (P3)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili
intere e m = 2 vincoli:

max 211 4+ 4 x9

2 T9 < 2
8 1 + 2 x5 < 19
x1, ro € ZZO

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

_ 3 1 1
=g 5 T3 10
7 4 1
X = — — — — —
2 2 53 10 4
14 3
\ z = 17 - 5 r3 — 5 T4

Domande
1. Esegui I’algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:

(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;
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(b) il termine noto pit grande come strategia di selezione del taglio.

Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando
I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema
LP a ogni iterazione.

2. Mostra graficamente 'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento
lineare del problema ILP in forma canonica.

e N
Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@5 — 3]z 2 bi— |

JjeEN

bi]

é detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga i.
g J

. J

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 2 x1 + 4 x9

- T+ T2 + 3 = 2
8 21 + 2 x + x4 = 19
Z1, T2, 3, g = 0

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

( _ 3,1 1
T 5 3 10 ™
7 4 1
x = — = = 7B — — T
2 2 5 3 10
14 3
| z = 17 - = r3 — £ T4
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Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

z(ILP) < 17
Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max 2z + 4 x

-z + z2 <2
8 z1 + 2 w2 < 19
x1, To > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
.3 .7
2=, T2 =35

Il valore ottimo é:

-~

Z2

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli
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Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

(. _ 3, 1 1
=g 5 3 10
_ 7 4 1
2T 5 3 10 ™
14 3
z = 17 - 5 r3 — 5 T4
dove
1 1 3
= 5 10 = 2
A: =
4 1 b 7
5 10 2

— 1l taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

(L2~ (5o [a]) <= G2

T Lo 3 1
—5~ =3 10 10 5773
st > o 8zsta>5
5583 10$4_2 I3 T4 =

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

4 1 1
5$3+Ex4_w5:§ = 8x3+x4—102x5=5

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
T3 =24 11 — T2, Ty =19 — 8 21 — 2 9.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

8(24—:171—172)—}—(19—82?1—21’2)25 = 19 < 3.

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:
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4 N

T2

- /

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

(212 e (53 = G- )

4 4 1 . 1 7 1
5 5 10 10 2 72
4oLl
5903 10904_2 T3 T T4 =

Si ottiene lo stesso taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piti grande e
creiamo il problema L P, aggiungendolo al problema LP;.

b) Fase di riottimizzazione con il simplesso duale

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 2 x1 + 4 x9

- x1 + T2 + I3 = 2
8 1 + 2 x9 + x4 = 19
T + x5 = 3

x1, Zg, z3, Z4, zs = 0
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Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

1 4 1
T3 + T4 5 5 2+5:1:3+10x4
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e

otteniamo il seguente dizionario:

3 1 1

T, = 5 + g T3 — TO T4
7 4 1

T2 = 5 — g T3 — TO T4
1 4 1

5 = _5 o 5 r3 + TO T4

| = 17 - 154 r3 — g T4

dove B = {1,2,5} e N = {3,4} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:

x3=0, x4 =0 divalore 17

14 3
m =0, m=0, 75 =0, 7['3=€, ﬁ4=g di valore 17
Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.
Abbiamo:
14 4 >0
14 4 5 5 °° 7
Ty = ———T - L
’ 5 5° a0 UGTRS 2
3 1 3_1 <9
T4 _gfﬁﬂ'g, 5 107’[‘5_ 5 §6
T42>0

7
Aumentando il valore di 75 fino a min {2,6} = il valore di w3 scende a O.

57
Abbiamo quindi che:
75 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale fuori base

w3 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x3 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:

1 4 1
Ty =—7c+-T3+-—x4 — T3=

275 10 T4t 4T

| ot
| =
W
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

3 1/5 1 5 1 13 1 1
Ti=5telgmglat %) — g% =g ~ gt %

5\8 84171 10 8 8T}
T 45 1 .5 Lo
2= T\ g ) Tt T 0T
_qgp_ (5 1 5 3 61 1 7
“= 5 \8 g ) TEMT T T T %

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

13 1 1
T + 7 T
X9 = 3 - Ty
r3 = § — 1 T4 + § x

3 = 3 g T4 1 Y
61 1 7
%z = 4 4 T4 9 ZT5

La soluzione ottima &( LP» ) é frazionaria e il problema LP, ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:
61

z(ILP) < {4J

——
=15

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:

max 211 4+ 4 x9

- 1 + T2 <2
8 1 + 2 x99 < 19
T < 3
Z1, 2 > 0
Una soluzione ottima &( LD ) é:
T = %, To=3
11 valore ottimo é: 61
2(LPy ) = i
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€2

~

e Iterazione 2

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

( 13 1 i 1
rn = — - -z -z
1 3 3 4 1 5
To = 3 - Ts
r3 = > _ lx + §x
3 = 3 3 4 7
61 1 7
z = 1 Ty 2335
dove
1 1 13
8 4 8
A=1]10 1 b=1 3
. 5
8 4 8

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

34


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

G-[5) =Gl =2 G- 5)

e 3 135
8 78 1 Y=g g 73
1 3 5
§m4+1x52§ = x4+6x52>5

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

1

3 b)
gt r-Te=g = zg+625 —8x6=05

Dalla forma standard del problema LP», abbiamo:
CE4:19—8$1—2:172, :U5:3—:L'2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

(19—81‘1—2%2)—!—6(3—1‘2)25 = x1+x2 <4

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema L P, in forma canonica:

a )

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 35


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla terza riga é:

(2 (12D == G- )

11 5 3 5 5
—_(O)—— _7_;'_2:7 _ ()= —
8 8 477 8 8
lm +§x >§ = x4+6x5>5
8 4 4 5_8 4 5 =

Si ottiene lo stesso taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto pit grande e
creiamo il problema LP; aggiungendolo al problema LP.

b) Fase di riottimizzazione con il simplesso duale

Consideriamo il problema LP3 in forma standard:

max 2 x1 + 4 xo

- T —+ T2 + T3 = 2
8 1 + 2 x2 + Ty = 19
To + x5 = 3

1 + T3 4+ x¢ = 4

z1, T2, z3, Z4, zs, zg > 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

5 1 3
zy+6x5 —8x6=5 = x6:—§+§$4+1$5

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 13 1 1
I = g — §$4 + 1375
To = 3 - Ts
r3 = > 1:1: + §a:
3 = 3 g T4 1 U

Te = D + lx + §$
6 = 3 g 4 1 s

61 1 7
I T

dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e
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— la soluzione primale di base non ammissibile é:

13 5 5 61
j]_:g, 3732:3, fgzg, iGZ—g, 574:0, CEE,:O di valore Z
— la soluzione duale di base ammissibile é:
1 7
m =0, m9=0, m3=0, 7 =0, 77'421, 7_1'525 di valore
Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.
Abbiamo:
1 >0
O i 877 me <2
Ty =—— =T 6 =
4 4 8'° T4 >0
7 3 T3 >0 14
T =g g 2 47°% T =3
75>0

14
Aumentando il valore di 7g fino a min {2, 3} = 2, il valore di m4 scende a O.

Abbiamo quindi che:

g diventa una variabile duale di base e di conseguenza xg diventa una
variabile primale fuori base

74 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x4 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:

x——§+lx +§3: — x4=05—06zx5+ 8z
6=—gTgPat % 4= 5 6-

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

13 1 1
$1:§—§(5—6x5+8x6)+1x5:1+$5—x6

1 5)
xr3 = —*(5—611}5—%81‘6)4-1.%'5:21‘5—336

8
61 1 7
Z:Z—1(5—6$5+8$6)_§x5:14_2x5_2x6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

oo | Ut

rx = 1 + r5 — Z6

To = 3 - T5

T3 = 0 + 2 x5 -— Tg

Ty = 5 — 6 3 + 8 x4
z = 14 - 2x5 — 2 xg

dove B=1{1,2,3,4} e N = {5,6} e
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— la soluzione di base primale ottima é:
T1=1, Z2=3, 3=0, T4 =5, T5 =0, Z¢=0 di valore 14
— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, mpa=0, 13=0, 74 =0, 75 =2, 7 =2 divalore 14

La soluzione ottima &( LPs ) ¢ intera e il problema LPs ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:
z(ILP) < 14

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max 211 + 4 x9

= B T2 < 2
8 1 + 2 x99 < 19
xr9 < 3
1+ 2 < 4
1, r2 > 0
Una soluzione ottima &( LPs ) é:
F1=1, #2=3
11 valore ottimo é:
z( LPy ) =14

La soluzione ottima &( LP3 ) = (1,3) & intera. Quindi é anche una soluzione
ottima del problema ILP.
2(ILP) = 14.
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~

Esercizio 6.4 — Algoritmo del piano di taglio (P4)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili

intere e m = 2 vincoli:

max 5 x1 + 3 x9
2 x1 + Ty < 14
1 + 8 x2 < 32
1, T2 € Z>o

e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma standard:

( 16 8 1
rr = T T3 + 15 T4
10 1 2
T2 = 3 + 15 T3 — IR T4
110 37 1
\ z = 3 — T5 I3 — T5 T4

Domande

1. Esegui I'algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:
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.

(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;
(b) il termine noto piu grande come strategia di selezione del taglio.
Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando

I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema
LP a ogni iterazione.

2. Mostra graficamente 'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento
lineare del problema ILP in forma canonica.

e N
Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@i — lai)) @; > b — |bi]

JEN

¢ detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga :.
. J

J

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 5 x1 + 3 x9

2 x1 + To + X3 = 14
Ty + 8 x2 + x4 = 32
1, T2, s, zg > 0

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

( 16 8 1
o= 5 T o + 1 T4
10 1 2
Ty = 3 + 15 r3 — 15 T4
110 37 1
\ z = T — 1—5 €T3 — 1—5 T4

Autore: Fabio Furini
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La soluzione ottima &( LP; ) ¢ frazionaria e il problema LP; é ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

2(ILP) < F;OJ
=36

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max 5 x1 + 3 x9

2 1 + To < 14
Ty + 8 oy < 32
B o > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
N 16 . 10
Tl = 57 T2 = ?
I1 valore ottimo é: 110

/ | | | T« T T T I\

41 4 : :
St

10 | 2 |
3 [ ¢ ° ® { S -

A=

P

o
g 21 @ o ° ° ° ° %%
A\
1— @ { ] { ] [ ] ( J (] -
A Y
O Py Py L Py Py L ‘
| | | | L | | l‘
0 1 2 3 4 516 6 7
1

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:
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( 16 8 1

r1r = ? - T5 r3s + T5 T4
10 1 2

T2 = £} + 15 T3 — 15 T4
110 37 1

z = 7 — B xr3 — T5 Ty

dove

8 1 16
- 15 15 = 3
A=1 °=110
15 15 3

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

G [i)) =+ (5 [s)) 2 (5-[5))

8 : 8 T 161
15 15 15 V715 3 3
8 14 1
— — > - = 8 14 > 5
15903-1-15364_3 x3+ 14 24 >

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
x3:14—2m1—x2, x4:32—m1—8x2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

8(14—21‘1—$2)+14(32—1‘1—81‘2)25 = 2x1+8x9 <37

Dividendo per il massimo comune divisore 2 dei coefficienti e arrotondando
per difetto il termine noto, otteniamo il taglio in forma primitiva:

37
1 +4 29 < \‘QJ =18

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:

/ T T \
416 =
7 |
2B 2 &
7 ° °
x1 + 4z = 18
) 21 ¢ . . ° ° ° —
1 ¢ ° ° ) ) ) —
O, .
I I I I I L I
0 1 2 3 4 516 386 7
3 7
z1

Autore: Fabio Furini
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

14 2 2 10

1 1
- (D=2 0= =
15 15 15 15 3 73

15 3 15 4_3 3 4 =

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
r3 =14 —2 21 — x9, Ty =32—1x1 — 8 x9.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

14(14—22) —29) +2 (32— 2 —8a2) =5 = 2z +229 <17

Dividendo per il massimo comune divisore 2 dei coefficienti e arrotondando
per difetto il termine noto, otteniamo il taglio in forma primitiva:

17
r1+ a2 < 5 =38

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema LP; in forma canonica:

/ [ [T 7 \

24

% 7: -
3

g 21 :

17 —

07 ® ® —

| | | | | L | | | |

0 1 2 3 4 32516 6 7

7 3
1

1
I due tagli frazionari di Gomory hanno lo stesso termine noto, pari a —. Sele-

zioniamo il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga e creiamo il
problema L P, aggiungendolo al problema LP;.

b) Fase di riottimizzazione con il simplesso duale

Consideriamo il problema LP» in forma standard:
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max 5 x1 + 3 x9
21 + T3 + 3 = 14
r1 + 8 xo + x4 = &%
1 + T2 + x5 = 8
x1, x2, x3, T4, zs = 0

La variabile di scarto del taglio primitivo aggiunto é x5 = 8 —x1 —x2. Sostituendo
le righe di z; e x2 del precedente dizionario ottimo, abbiamo:

o (1 8 1 10, 1 9 2,7 1
=8 |——-——23+—2u|—-| =+—23——24 | =—+—23+—2
5 3 15 2" 15 3 7153 1574 3715 3715

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

16 8 1

T = 3 T 15 r3 + 15 T4
10 1 2

Ty = 3 + 5 T3 — 1 T4
2 7 1

Trs = —§ + 5 r3 + 15 Ty
110 37 1

L z = ? — T5 I3 — TS T4

dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione primale di base non ammissibile é:

- 16 _ 10 _ 2 110
ry = —, T9 = Irs = ——=

T3=0, Z4=0 di valore =

37 3’ 3’
— la soluzione duale di base ammissibile é:
37 1
T P— T pr— T pr— T —_ — T —_ — 1 1
=0, m=0, 75 =0, 3 15’ Ty G di valore

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

3T,
— = —7
I A 15 15 °° _ 37
0 &7
S T T — ™ <
11 1 1 -9
™ =15 T 15" B_15°7 mo s
742>0

Aumentando il valore di 75 fino a min {7, 1} =1, il valore di m4 scende a O.

Abbiamo quindi che:

Autore: Fabio Furini
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75 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale fuori base

74 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x4 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:

1

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

16 8 1
xl:g—Ex3+ﬁ(10—7x3+15x5)26—$3+x5

10 1 2
:1:2:3—1—1—5963—1—5(10—73:34—153:5):2+x3—2x5

110 37 1

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

(

r = 6 - r3 + 5
T, = 2 + r3 — 2 x5
gy = 10 — 7 =xz3 + 15 x5

z = 36 — 2 x3 -— T5

dove B={1,2,4} e N ={3,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=6, To=2, T4 =10, T3 =0, 5 =0 divalore 36
— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, m =0, m =0, 3 =2, 75 =1 divalore 36

La soluzione ottima &( LP2 ) = (6,2) é intera. Quindi é anche una soluzione
ottima del problema ILP.
z( ILP ) = 36.

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:
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max 5 x1 + 3 x9
2 1 + To < 14
Ty + 8 oy < 32
1+ T2 < 8
1, r2 > 0
Una soluzione ottima &( LD ) é:
1 = 6, Tg =2

Il valore ottimo é:

-

T2
V)
T

Esercizio 6.5 — Algoritmo del piano di taglio (P7)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili
intere e m = 2 vincoli lineari:

max 3z1 -+ T2

1 + 4z < 12
21 + Ty < 5
1, T2 € Ix

e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma standard:
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Domande

x1

x3

LP a ogni iterazione.

) 1
19 7
= 3 T og®

15 1
= 3 T og®

lineare del problema ILP in forma canonica.

Iq

Iq

N W N~ N~

T4

1. Esegui I’algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:

(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;

(b) il termine noto pit grande come strategia di selezione del taglio.

Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando
I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema

2. Mostra graficamente l'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento

-

|\

Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@i — lag)) @ = b |bi]

JEN

¢ detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga .

N\

-

J

e Inizializzazione

max

3r1 + To
Il T 4$2 e
221 + T

Z1, x2,

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

T3

xs3,

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

= 1%
+ x4 = 5
T4 Z 0

Autore: Fabio Furini
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e il suo dizionario ottimo del simplesso:

( 5) 1 1
xrpT = 5—5332— 5334
19 7 1
$3:?f§$2+§$4
15 1 3
| == 5 — g™ — 3@

La soluzione ottima &( LP; ) ¢ frazionaria e il problema LP; é ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

2(ILP) < F’J

2
~——
=7
Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:
max 3x1 + T2
Ty 4+ 4z < 12
2x1 + T2 < 5
1, x2 > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
- 5 -
=35 Z2 =0
Il valore ottimo é: 15
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e — N

\1‘5 9

2

Z1

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

. 5 1 1

1 — 9 2 x2 2 T4
19 7 1

r3 = ? — 5 To + 5 T4
- 15 1 3

z = 9 9 T2 9 Ty

dove
1 1 5
_ 2 2 = 2
A S b =

7 _1 19
2 2 2

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

() (12 = G- )
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1
T2 +

55642 = zat+ax42>1

1
2

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:
1 1

1
*$2+§I4*$5=§ =

5 To+xy—2x5=1

Dalla forma standard del problema L P, abbiamo:
$4=5—2:L’1—$2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

x2+(5—2$1—x2)21 = x1<2

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:

a )

I3 e

x2

7 _1 1 e _1
273=3 —3—(=1)=3

19 g1
2 972

0 ®
_T L \ \ \
0 18 2 5 3
7 2
z1

\_ _/
— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

7 7 o 1 1 S 19

2 |2|) ™ 2 2|) =12

N—————
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= wxa+x4>1

N | —

1 +1 =
— T2+ -
g T2t 542

Questo taglio frazionario di Gomory coincide con quello generato dalla prima
riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto pitt grande
e creiamo il problema L P, aggiungendolo al problema LP;.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 3z; —+ T

r1 + 4z9 + a3 = 12
221 + T2 + x4 = 5
1A + x5 = 2
z1, z2, x3, Z4, zs =2 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:
+ 205=1 = _ ! T = + L
T2 Ty Trs = Ty = B 9 T2 9 T4

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

) 1 1

I = 5 — §$2 — §$4
19 7 1

xr3 = ? — §$2+ 51’4
1 1 1

$5:—§+§LL’2+§LL’4
15 1 3

[ 7= 3 — 3™ — ;%@

dove B=1{1,3,5} e N = {2,4} e

— la soluzione primale di base non ammissibile é:

_ 5 19 1 _ _ . 15
By = > T3 = TR Ty = T To=0, Z4=0 di valore 5
— la soluzione duale di base ammissibile é:
_ _ _ _ 1 3 .
m =0, m3=0, 75=0, Ty = > Ty = 3 di valore
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Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
L >0
T :1—171' §_§7T5_ T <1
2 2 > 72>0 o =
3 1 S_Loso
™ =g 3372 m <3
T4 2>0

Aumentando il valore di 75 fino a min{1,3} = 1, il valore di m scende a 0.
Abbiamo quindi che:

75 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale fuori base

mo diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza xo diventa una
variabile primale di base

Abbiamo: 11 1
xs:—§+§x2—i—§x4 — x2=1—x4+4+225

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

S0t Bm) aa=2
T1 == — — — — X x — T4 = -
19 7 1
3= — 5 (1= 24 +225) + 574 = 6+ 4oy — Tas
15 1 3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

T, = 2 — T5
ro = 1 - x4 + 2 z5
3 = 6 + 4d4x4 — T x5
z = 7 - Ta — 5

dove B ={1,2,3} e N = {4,5}.

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=2, Zo=1, 23=6, 24=0, T5=0 di valore 7
— la soluzione di base duale ottima é:

=0, ma=0, m3=0, my=1, m5=1 di valore 7

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 52


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

La soluzione ottima &( LP, ) ¢ intera. Di conseguenza, una soluzione ottima
x(ILP) &
T1=2, Z2=1

I1 valore ottimo z( ILP ) é 7.

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:

max 3z + T9

1 + 4z < 12
221 + ro < 5
T < 2
1, To > 0
Una soluzione ottima &( LP,) é:
F1=2,  dp=1

I1 valore ottimo é:
2(LPy ) =T

-

\1|5 29

Z2

x1
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Esercizio 6.6 — Algoritmo del piano di taglio (P8)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili
intere e m = 2 vincoli lineari:

max r1 + 2

—x1 + 2x9 < 2
1 + oz < 3
X1, x9 S ZZO

e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma standard:

( 4 1 2

ry = §+§$3—§1‘4
5 1 1

Tr9g = §—§$3—§x4
14 1 4

| # T 3 3™ gm

Domande
1. Esegui I'algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:

(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;
(b) il termine noto pitt grande come strategia di selezione del taglio.
Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando

I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema
LP a ogni iterazione.

2. Mostra graficamente l'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento
lineare del problema ILP in forma canonica.

e 2
Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@i — lai)) @ > b — |bi]
JjeN
¢ detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga i.
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Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max T1 + 2z

-1 + 222 + z3 = 2
x1 + X2 + x4 = 3
Z1, T2, xs3, Ty Z 0

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

4 1 2

r = 3 ol 3 T3 — 3 Ty
5 1 1

X9 = g = g I3 = g T4
14 1 4

\ z = —3 — g T3 — 3 Ty

La soluzione ottima &( LP) ) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

2(ILP) < {1—4J

3
=4
Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:
max 1 + 2x9
—I1 + 23}2 S 2
r1 + ®m < 3
1, 2 > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
- 4 . 5
T ==, Tg ==
T3 73
Il valore ottimo é: »
Z( L.Pl ) = ?
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~

wWlot o

T2

(en]

—
Wi

[\V]

w

z1

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

( 4 i 1 2
T, = — - X3 — =X
1 3 3 3 3 4
_ 5 1 1
T2 = 3 3 x3 3 T4
14 1 4
z = 3 3 T3 3 T4
dove
1 2 4
_ 3 3 _ 3
A: b:
1 1 5
3 3 3

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

([ e G ) = (4D

“3-0-3 101 11~
2 2 1
§x3+§x42§ = 2x3+2x42>1
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Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
T3 =241 — 2 T9, T4 =3 —x1 — Ta.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

2(24—%‘1—21‘2)4—2(3—1‘1—%2)21 = 622<9

Dividendo per il massimo comune divisore 6 dei coefficienti e arrotondando
per difetto il termine noto, otteniamo il taglio in forma primitiva, la stessa
disuguaglianza del taglio generato dalla seconda riga:

9

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:

/ T T T T \
2? |
5 a
3
S 1 ° .
" ro =1
0 L 2 L 4 .
I I I I
0 1 4 2 3
3
1
\_ J/

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

G- l) e 12 = G- )

1_og=1
3 0*3

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

! —i—l 2 = + 3 2
= T3+ = T4 — Ts — = T3+ T4 — 35 =
3 3 3 4 5 3 3 4 5
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Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
T3 =241 — 2 29, Ty =3 —x1 — 9.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

2+x1—229)+B—21—22) >2 = 22<1

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema LP; in forma canonica:

/ | | | | \
2 .
5L .
3
§o1f :
0 ® ®
| | | |
0 1 4 2 3
3
Z1
\_ /

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piti grande
e creiamo il problema LP» aggiungendolo al problema LP;.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LP» in forma standard:

max 1 + 2z

—r1 + 2m + 3 = 2
x1 + X2 + a4 = 3
T2 + x5 = 1

x1, x2, x3, x4, zs = 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

2 1 1
T3+ x4 —325=2 = $5:_§+§$3+§CE4
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Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 4 1 2
= g S §$3 - §$4
5 1 1
ro = g — §$3 — §$4
2 1 1
$5:—§+§$3+§$4
14 1 4
|z = 3 — 3% - 3o

dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione primale di base non ammissibile é:

4 5 2 14
i‘lzg, fg:g, .f5:—§, T3 =0, 4 =0 di valore ?
— la soluzione duale di base ammissibile é:
_ _ _ _ 1 4 . 14
1 =0, m=0, 75 =0, Ty = 3’ Ty = 3 di valore

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
1 1
- — = >0
T3 = 1 — 17‘(’5 3 3 i T <1
3 3 T3>0 5 =
4 1 1 1 <0
T4 =§—§7F5 3 37T5_ s <4
w4>0

Aumentando il valore di 75 fino a min{1,4} = 1, il valore di 73 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

75 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale fuori base

73 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x3 diventa una
variabile primale di base

Abbiamo: 5 1 ]
x5:—§+§x3+§x4 — 1x3=2—1x4+ 325
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
4 1 2
xl:g 5(2—x4+3x5)_§x4:2—$4+x5
5 1 1
1'2:5—5(2—$4+3$5)_§$4:1—I5
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14 1 4
z:?—§(2—x4—|—3x5)—§x4:4—x4—x5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

rn = 2 — x4 + 5
r9 = 1 — 5
3 = 2 — x4 + 3 x5

z = 4 — x4y - x5

dove B=1{1,2,3} e N = {4,5}.

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=2, xo=1, 23=2, 24=0, z5=0 di valore 4
— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, m=0, w3=0, my=1, 15=1 di valore 4

La soluzione ottima &( LP» ) ¢ intera. Di conseguenza, una soluzione ottima
Z(ILP) &
F1=2, @y=1

Il valore ottimo z( ILP ) ¢ 4.

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:

max T1 + 2z

-1 + 2z < 2
1 + x2 < 3
T < 1
1, o > 0
Una soluzione ottima &( LD, ) é:
F1=2  @p=1
11 valore ottimo é:
z(LPy ) =4
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/ | | | \

wlo

z2
—

Z1

Esercizio 6.7 — Algoritmo del piano di taglio (P10)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili

intere e m = 3 vincoli lineari:

max b5x1 + 2x9

—x1 + 3z < 12
1 + 2z < 12
3r1 — 2z9 < 8
1, T2 € Z>o

e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma standard:

1 1

T = 5 — Z Ty — Z I5
7 3 1

Ty = 3 73 T4 + ] L5
13 7 5)

r3 = > + 3 Ty — 3 5

z = 32 — 2mxy; - 5

Domande

1. Esegui I'algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:
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(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;

LP a ogni iterazione.

lineare del problema ILP in forma canonica.

(b) il termine noto piu grande come strategia di selezione del taglio.

Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando
I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema

2. Mostra graficamente 'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento

-~

ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@ — i)z > b — |bi]

jEN

¢ detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga :.

(N

Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

N

.

J

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max bx; + 29

—x1 + 3z + T3

1 + 2x0 + 14
31 — 2x9 + x5
Iy, €2, €3, T4, T

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.
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1 1

X = 5 — 1 Ty — 1 I5
7 3 1

T2 = 53 T 3% T4 + 8 L5
13 7 )

r3 = > + 3 Ty — ] 5

z = 32 — 2xy; - T5

La soluzione ottima &( LP; ) ¢ frazionaria e il problema LP; é ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

z(ILP) < 32
Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max b5x1 + 2x9

—x1 + 3z < 12
T1 + 2 ) < 12
3 1 - 2 9 < 8
x1, o > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
- . 7
r1 = 5, T9 = 5
Il valore ottimo é:
z( LP ) =32
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~

ol

N
[

W NI

2

[en)
=
N}
=
[\
wloo [—
w
=~
ot

8 o
kS,

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

( - 1 1
m = — -x4 — -z
1 4 4 4 5
7 3 N 1
Gy = o= = = =
2 2 g g
13 N 7 5
T3 = — =@ = = &
3 2 g 4 g
z = 32 — 2x4 - s
dove . )
i1 5
A 3 1 L. 7
A=15 -3 b= 3
7 5 13
8 8 2

— 1l taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

-[i) = (- = - D

8 — & 1 _7 7 _ 1
§—0=3% —g—(-1)=g 273=3
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= 3x4+T7z5>4

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

3 7 1
§x4+§x57$6:§ = 3z4+T7x5—-8zx6=4

Dalla forma standard del problema L P, abbiamo:
a:4:12—:c1—2a:2, x5:8—3x1+2m2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

3(12—21—2x9)+7(8—-3x1+222) >4 = 3zx1—22<11

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema LP; in forma canonica:

a )

x2

\_ /

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla terza riga é:

(3Ll G == (215D

7 _1 5 _5 13 _1
s—(=1=g 5 0=% 3 —6=3
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5
T4+

§$5Z = x4+5x5>4

1
8

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

1 5 1
§x4+§$57m6:§ = @y+dx5—816=4

Dalla forma standard del problema L P, abbiamo:
a:4:12—:c1—2a:2, x5:8—3x1+2m2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

(12—21 —222)+58—=-3x1+2m2) >4 = 2x1—22<6

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla terza riga sul
problema LP; in forma canonica:

a )

x2

(e}
wloo (—
w
N
o

g ol |-

1

\_ /

1
I due tagli frazionari di Gomory hanno lo stesso termine noto, pari a —. Sele-

zioniamo il taglio frazionario di Gomory generato dalla terza riga e creiamo
il problema LP» aggiungendolo al problema LP;.
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b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max o5x; + 2x9

-1 + 3x2 + T3 = 1%
T + 2z 4+ x4 =
3r1 — 2z + x5 = 8
21 — To + x6 = 6
z1, z2, T3, Z4, zs, zg > 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

1 1 5
Ta+5x5—8x6=4 = zg=—-+-T4+-2x
4 5 6 6 g Tgtatgs
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e

otteniamo il seguente dizionario:

_ s 1 0
I = 1 Ty 1 Is5
131
xT9 = 9 3 Tyg 3 xIs
13 i 7 5
r3 = — — x4 - -
s 2 gt g °
1 i 1 i 5
rg = —= - x - x
6 2 3 4 3 5
z = 32 — 2 x4 - 5
dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:
7 13 1
T1 =9, Tpa=—=, T3 =—, Tg=—=, T4 =0, 5 =0 divalore 32
2 2 2
— la soluzione duale di base ammissibile é:
1 =0, ma=0, m3=0, 76 =0, M =2, =1 divalore 32

Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
1

Ty =2— —Tg —_——— T <16

8 75r420
8
s =1—-Tg 17§7T620 6 Sg

—_———
w5>0
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Aumentando il valore di g fino a min {16, 5} =% il valore di 75 scende a 0.

Abbiamo quindi che:

g diventa una variabile duale di base e di conseguenza xg diventa una
variabile primale fuori base

75 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale di base
Abbiamo:

m——l—i-}x +§x = x—ﬁ—}x —|—§x
67 79 TgTaT g 5T 5 54T 5"

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 1(4 1 8 > 24 1 2
.7}125—*.1‘4—* *—*.%'4-1-*.1'6 = — — - T4 — - Xp

4 4\5 5 5 5 5 5
T Z—§a: +1 %—lx §x _ 18 gx +1:L'
2797 g g\ 5T 50 5 5 47570

x—E LS 4—190 +8w =6+x4—7

3 2 84 3 5 5 4 5 6 — 4 6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

( 24 1 2
T = g — g T4 — g Te
18 2 i 1
To = — - -z - x
2 5 5 T4 5 L6
T3 = 6 + T4 — Ze
_ 418
Irs = 5 5 T4 5 Te
156 9 8
[ 2 = 5 ~ 5T T 5T
dove B ={1,2,3,5} e N = {4,6}.
— la soluzione di base primale ottima é:
24 18 4 156
flzg, .f2=€, .f3:6, i‘5=5, 53420, .f'(;:() di valore T
— la soluzione di base duale ottima é:
9 8 1
77'120, 7?2:0, 77'3:0, 7~T5:0, ’/:['4:5, 77'625 di valore —
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La soluzione ottima &( LP, ) ¢ frazionaria e il problema LP» ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

S(ILP) < V?J

=31

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:

max bdx; + 2x9
—I1 + 31’2 S 12
r1 + 2z < 12
31‘1 — 2132 S 8
2.T1 - o S 6
x1, zz = 0
Una soluzione ottima &( LD ) é:
- 24 - 18
I = —, T9g = —
75 °" 5
1l valore ottimo é: 156
5
a T T ] \ T )
|
.
A}
4 | |
18 | o
5
\ !
3 ® A
A )
N \
8 '
21 ¢ . . “
11 @ ° ° i
0 ® °
| \ [ \ L
0 1 2 128 3 4 245
5 3 5
1

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 69


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

e Iterazione 2

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema L P, in forma standard:

( 24 1 2
ry = 5 51'4 - 51'6
18 2 1
Ty = = - 5I4 - 5336
r3 = 6 + Ty — Tg
4 1 8
T5 = 5 T p + 5 76
156 9 8
(| # = 5 T 5™ T 5%
dove
1 2 24
5 5 5
2 _1 18
A: 5 5 E: 5
-1 1 6
1 _8 4
5 5 5

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

(1) e Gl = (- 12D

%_0_% %_0_% %_4_%

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:
1

2
— X4+ = X — X7 =

3 5 5 = x4+2x6—5x7=4

Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto, abbiamo:

T4 =12 — 21 — 2 29, g =6 — 2 x1 + 2.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 70


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

(12*$1*21‘2)+2(6*2$1+.’E2)24 = 1 <4

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema L P> in forma canonica:

4 N

% o

w

€2

o
[t
()
wloo [—
w
N
[\
=
ot

g g |-

. %

— 1l taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

G-[s) =+ (-] == G- [5))

%70_% 7%7(71)_% 157873_%
- - > = = 2 >3
5 4 5 6 = 5 4 6 =

Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto, abbiamo:
1’4:12—1’1—23’}2, x6:6—2$1+x2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

2(12—%‘1—2%‘2)4—4(6—2331—1—.%2)23 = 10z1 <45

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 71


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Dividendo per il massimo comune divisore 10 dei coefficienti e arrotondando
per difetto il termine noto, otteniamo il taglio in forma primitiva, la stessa
disuguaglianza del taglio generato dalla prima riga:

45
< |—| =4
xl—LoJ

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema L P in forma canonica:

e )

ol

T2

(en]

[\
wloo |—
w
N
‘l\')
g
ot

g s |-

- /

— 1II taglio frazionario di Gomory generato dalla quarta riga é:

O RERERET)

— T4+ - T6 >

1 2 4
5 ) )

Questo taglio frazionario di Gomory coincide con quello generato dalla prima
riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piu grande
e creiamo il problema L P; aggiungendolo al problema LP5.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LP3 in forma standard:
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max dx; + 2x9

—x1 + 3x2 + T3

T + 2z + x4

3r1 — 29 + x5

2x1 — X9 + g
I i
z1, Z2, 3, Ly, s, L6,

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

4 1 2
T4 +2x6—Hax7=4 = x7:_g+5x4+5$6

otteniamo il seguente dizionario:

( 24 1 2
X = = — — T — —x
1 5 5 T4 5 76
18 2 i 1
To = — - - -
2 5 T 5 76
xr3 = 6 + T4 — Tg
B 4 1 i 8
=5 5 4 5 "0
4 1 2
x7 = —g + g T4 + g Tg
s = w9 8
-5 5 ° 5 °°
dove B ={1,2,3,5,7} e N = {4,6} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:
_ 24 _ 18  _ 6 7 4 4
T = — T = — T = €T [ — X —_— — =
1 5 ) 2 5 ) 3 ) 5 55 7 57
56

T4 =0, Tg=0 di valore =

— la soluzione duale di base ammissibile é:
7?1:07 7?2:()7 7_"—3:07 77(5:07 7?7207

1
9 6 :§ di valore ﬁ

5

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
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Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
9 1
= = = >0
Ty _ ) 17T7 %f—/5 5”7— T <9
_ 2 _ =
5 5 74>0 v =
8 2 8_ 2 -0
6 :5*571'7 5 57r7_ w7 <4
762>0

Aumentando il valore di 77 fino a min{9,4} = 4, il valore di ms scende a 0.
Abbiamo quindi che:

77 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x7; diventa una
variabile primale fuori base

g diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza xg diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:
4 1 2 1 )
x7:—5+3x4+5az6 = x6:2—§x4+§x7

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

24 1 2 1 )
T1 = — — —-X4 — = 2—*£C4+§$7 :4—x7

5 5 5 2

18 2 1/ 1 5 PR
r9 — — — =T — — =X = g5 = = = 75 = g5
275 5475 R Y g AT QT

1 5 3 5
=6+z4—(2— =24+ = =44+ —x4— =
r3 =64 x4 < 2:1:4 2:U7> 23:4 21’7

4 1 8 1 5
x5:5—5x4—|—5<2—2x4+2x7> =4 —x4+4x7

1 1
z:?—§x4—§<2—2x4+2x7> =28 —x4—4x7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

T = 4 — Ty
1 1

Ty = 4 — 5 rq4 + 5 X7
4 + 0 >

By = - x4 - =X

3 2 4 9 7

5 = 4 — ry + 4 x7
5 1 . )

Tg = - - —x

6 2 4 2 7

z = 28 - Ty — 4 x7
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dove B ={1,2,3,5,6} e N = {4,7}.

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=4, To=4, Tz3=4, ¥5=4, 26=2, T4=0, Ty =0
di valore 28
— la soluzione di base duale ottima é:
=0, mo=0, w3=0, 15=0, Tg=0, My=1, =4

di valore 28

La soluzione ottima &( LPs ) ¢ intera. Di conseguenza, una soluzione ottima
#(ILP) &
F1=4, Gg=4

Il valore ottimo z( ILP ) & 28.

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max bdx; + 2x9

—x1 4+ 3x9 < 12
r1 + 2z < 12
3r1 — 239 < 8
2x1 — To < 6
T < 4
1, z2 > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
T, =4, To =4

Il valore ottimo é:
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Esercizio 6.8 — Algoritmo del piano di taglio (P21)

Considera il seguente problema ILP in forma canonica di massimizzazione con n = 2 variabili

intere e m = 3 vincoli lineari:

max 1 + 2z

—ry - r9 < —2
4y — 2z9 < 7

r1 + Sxy < 21
Ty, T2 € Z>o

e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma standard:

7 5

r = 5 29 Ty — 11 5

7 1 2

T2 = 5 + 5 T4 — ﬁ x5
2

r3 = 5 - ﬁ T4 - ﬁ 5
2 3

L z = ? - ﬁ Tyg - ﬁ x5
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Domande
1. Esegui l'algoritmo del piano di taglio basato sui tagli frazionari di Gomory utilizzando:

(a) un taglio frazionario di Gomory a ogni iterazione;
(b) il termine noto pit grande come strategia di selezione del taglio.
Risolvi i problemi LP dopo aver aggiunto il taglio frazionario di Gomory utilizzando

I’algoritmo del simplesso duale. Mostra graficamente la soluzione ottima del problema
LP a ogni iterazione.

2. Mostra graficamente 'effetto di ciascun taglio frazionario di Gomory sul rilassamento
lineare del problema ILP in forma canonica.

e N
Data una riga ¢ € B di un dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

ammissibile tale che b; sia frazionaria, la disuguaglianza lineare

> (@ — ag)) ;> b — |

JEN

g

¢é detta taglio frazionario di Gomory generato dalla riga i.
& J

A J

Soluzione

Esecuzione dell’algoritmo del piano di taglio per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max T1 + 2x9

—T1 — xr9 + X3 = -2
4z, — 2x9 + x4 = 7
1 + dao + x5 = 21
Z1, Z2, x3, Z4, zs > 0

e il suo dizionario ottimo del simplesso:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 77


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

r 7 5 1
r = 3 ~ 9 Ty — 11 Zs
7 1
T2 = 5 oI ﬁ T4 — ﬁ Ts5
2 3
T3 = 5 — 11 Ty — 11 T5
21 3
L z = ? — ﬁ T4 — ﬁ Iy

La soluzione ottima &( LP; ) ¢ frazionaria e il problema LP; é ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

2(ILP) < FJ

2
=10
Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:
max 1 + 2x9
—I — i) § —2
4 il — 2 X9 S 7
r1 + bxy < 21
Z1, T2 2 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
- 7 - 7
xr1 = — To = —
1= 75 2= 5
Il valore ottimo é: 51
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~

21 |
547
7
Tl
37
g 2f
17
1
b
| | | | |
0 1 112 3 7
6 2
1

e Iterazione 1

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

7 ) 1
ry = 3 - 29 T4 — 11 T5
7 1
T = 5 + ﬁ T4 — ﬁ Ts5
2
T3 = 5 — 11 T4 — 11 5
21 3
|z = -5 ﬁm — ﬁx5
dove
5 L 7
22 11 2
A-|-% | o=}

:“‘7 o
oo
ot
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

(5o []) ([ == G-2)

5 _0=2 1 _p=1L 7_3-1
25 0=123 i1 0= 3 3=3

= bHaxyg+2z52>11

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

) 1 1
ﬁl‘4+ﬁ$5—x6:§ = bxy+2x5—2226=11

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
Ty =T7—4 11+ 2 x9, T5 =21 —x1 — 5 x9.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

5(7*4$1+25L’2)+2(21*1’1*5$2)211 = x1<3

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LP; in forma canonica:

a I

als e

[N [ w

T2
)
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

(a=2)) =+ (G- [5) == G- 13)

~%-(-1=% F-0= 3-3=4
21 2 1
— — x5 > — 21 45 >11
22x4+11$5_2 = T4 +4 25 2

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

21 2 1
§$4+ﬁ$5—1‘6:§ = 2lxzyg+4x5—22x6=11

Dalla forma standard del problema LP;, abbiamo:
ra=T7—4x1 + 2 29, r5 =21 —x1 — 5 x9.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

21(7—4331—|—2."E2)—|—4(21—$1—51’2)211 = 4dx1—29<10

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema LP; in forma canonica:

4 N

€2
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1
I due tagli frazionari di Gomory hanno lo stesso termine noto, pari a 7

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga e
creiamo il problema LP, aggiungendolo al problema LP;.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LP» in forma standard:

max T1 + 2z

=@ = To + I3 = =2
41 — 2w9 + x4 = 7
r1 + bHao + x5 = 2
T + x5 = 3
x1, T2, z3, T4, x5, e > 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:
Sx4+2x5—22x5=11 = x6=—=4+— 124+ — x5

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

7 5
rr = 3 §$4 - ﬁﬂ%
7 1
T2 = B + o9 T4 T 11 T
2 3
I3 = 5 — ﬁ$4 — ﬁx5
1 5 1
Tre = D) I ﬁ$4 + ﬁa%
21 3
z = 5 5564 - ﬁﬂ%

dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:

2
T3 =09, Tg=——= T4 =0, Ts=0 divalore —

3 15} 21
m =0, m=0, m3=0, 7 =0, 7?425, 7?5:ﬁ di valore P
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Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.
Abbiamo:

3 5 .
— Y
-3 5 22 22 0= _3
_3 9 : — 3
tTo 227 5 T <
5 1 S 1 20
R TIE T a_ "= me <8
75>0

3 3
Aumentando il valore di mg fino a min {5, 5} = il valore di m4 scende a O.

Abbiamo quindi che:

g diventa una variabile duale di base e di conseguenza zg diventa una
variabile primale fuori base

74 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x, diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:

1
ZG——§+5$4+ﬁx5 = x4f€—5x5+€x6

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

7 5<11 2 22 ) 1
T1=5 5|l =05+ —T6 ) — =5 =3— 6

2 22\5 5 5 11
xz:ul(n_%ﬁm%)_?5_18_1%1%
2 22\ 5 5 5 11 5 5 5
x3:5_2<11_2x5+226>_3x5:23_1m5_4x6
11\ 5 5 5 11 5 15} 5
21 3 /11 2 22 5% 51 2 3
Z:2‘m<5‘5%+5%>‘n%‘5‘5%‘5%

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

I = 3 - Te
18 1 1

Tog = T T 3 s + 5 T6
23 1 4

T3 = g — g xIs — g Te
11 2 22

T4 = = T 5 r5s + 5 Ze
o1 2 3

{7 T F T 5®™ T 5%

Autore: Fabio Furini
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— la soluzione di base primale ottima é:

51
Ts=—, T5=0, Zg=0 di valore =

3 5
=0, m=0, w3=0, My =0, 75 =—, 7T6:5 di valore =

La soluzione ottima &( LP, ) ¢ frazionaria e il problema LP, ¢ ammissibile.

Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:
51
z(ILP) < {5J

——
=10

Per il problema LP, in forma canonica, abbiamo:

max T1 + 2z

—xr7 — Ty < =2
4y — 2x9 < 7
r1 + Dz < 21
T < 3
x1, T2 = 0
Una soluzione ottima &( LD ) é:
- - 18
a5 = & To = =
11 valore ottimo é: 51
2(LPy ) = =
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\
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~

e Iterazione 2

I =

T2 =

I3 =

Ty =

dove

N
Il

a) Fase di generazione dei tagli

Ts

Iy

Ts5

Ts

—_
—_
Ny Ol Ol = ot =

o
—

i
Y=
(@l
Il

o Ol

(S N
|
SN

)
cn\ooc“‘w S NS Y

w

8 ol

o=

T6

L6

Le

T6

L6

ammissibile frazionaria del problema LP; in forma standard:

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base

Autore: Fabio Furini
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

(- [s]) =+ (-] == G- [5))

-0 ~3-C0)-

(S0

18 _3_3
5 9=5

1 4
— x5+ = T =

5 5 = x5+4z6>3

ot w

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

L +4 _3 = +4 Sx7r =3
51:5 51‘6 :E7—5 xIs Te Tr7 =

Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto, abbiamo:
:1:5:21—301—5:1;2, x6:3—:r;1.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

(21*1‘1*5.’E2)+4(3*$1)23 = x1+22<6

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema L P, in forma canonica:

a I
21 |
5 4 N
15
T 18 .
5)
3 |
5 |
& 2
8
2 |
1 |
0
| | 1 |
0 1 192 9 3
6 4
z1
\_ J
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— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla terza riga é:

(G- la) e (L2 = (22D

%_ 7% %_ 7% ?_47%

Questo taglio frazionario di Gomory coincide con quello generato dalla
seconda riga.

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla quarta riga é:

C-l) e (22~ (2 [2)

2 _ 2 22 _3 11 1l
50=5 —5—(=5)=3 T 2=3

2 3
— x5+ = T =

5 5 = 2x5+3x5>1

ot =

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

2 3 1
5x5+5w6—x7:g = 2x5+3xs—0z7=1

Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto, abbiamo:
:E5:21—.271—5:E2, .1:6:3—1’1.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

2(21—ZB1—5$2>+3(3—1’1)21 = x1+2x,<10

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla quarta riga sul
problema L P, in forma canonica:

Autore: Fabio Furini
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4 N

w

T2

(@)

—_
ol

b
wloo [

wW

Z1

\ %

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto pitt grande
e creiamo il problema L P3 aggiungendolo al problema LP5.

b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max r1 + 2z
=) = xr9 + I3 = -9
41 — 229 + x4 = 7
1 + OSm9 + x5 = 21
T +  x6 = 3
1+ X2 + xz7 = 6
x1, Z2, z3, Z4, Zs5, Z6, zr =2 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

3 1 4
r5+4r6—Hx7=3 = xT7=—-+4+—-1T5+ = x4
5 5 5
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e

otteniamo il seguente dizionario:
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T = 3 - Te
18 1 1

Ty = ? = 5 rs + g Tg
23 1 4

T3 = g — 5 xT5 — g Te
11 2 22

T4 = g — 5 r5 + g Z6
3 1 4

T7 = —g + g x5 + 5 Tg
51 2 3

zZ = E - 5 s — g L6

dove B ={1,2,3,4,7} e N = {5,6} e

— la soluzione primale di base non ammissibile é:

18 _ 23 _ 11 3
= b xs = ) )
) ) ) )

51
T5 =0, ¢ =0 di valore =

— la soluzione duale di base ammissibile é:

1 =0, ma=0, w3=0, Ty =0, 77 =0,

_ 2 _ 3 . )
s =—, ©g=— divalore —
5 5 5
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.
Abbiamo:
2 1
2 1 5 5 =Y mr <2
M = —— =T —_— 7 =
> 5 5 7 75>0
3 4 3_4 <0 3
6 :5—571'7 5 57T7— 7 SZ
w6>0

Aumentando il valore di 77 fino a min {2, i} = Z, il valore di mg scende a 0.

Abbiamo quindi che:

77 diventa una variabile duale di base e di conseguenza x; diventa una
variabile primale fuori base

g diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza xg diventa una
variabile primale di base

Abbiamo:

3 1 43 1 5
Ty = 5 5375 5376 156—4 41'5 4$7
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

3 1 5 9 1 5
r1=3—|-—-a5+-2x7 ]| =-+-25— - 27

1 1 1 171 1
18 1 1/3 1 5, .15 1, 1
=y TE TR\ T g T 4 gt
_B L Ais L8 4
TB= g TET T p\g g Tt T AT
11 2  2/3 1 5 o3 1
Ty=—— = — ==z +-z7|=——--z %
T 5T 5\ gy 9 2T g
_al oz e 1B % 1 8
T TR T\ T g T ) T T T g

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

( 9 1 5
o=y + 1% - g
15 1 i 1
T2 = 4 4 Ts5 1 T
r3 = 4 - T
_u s n
Tr4 = 9 5 xIs B Ty
3 1.
S 1" 17
39 1 3
z = = — - T — —
4 4" 47
dove B = {1,2,3,4,6} e N = {5,7}.
— la soluzione di base primale ottima é:
~_9~_15~_4~_11~_3~_0~_
1 4’ $2—4,l‘3—,$4—2,$6—4, 5 =Y, X7 =

9
di val —
i valore —

— la soluzione di base duale ottima é:

1 3
m =0, mp2=0, 713=0, m4=0, 76 =0, 7?5217 7?721

39
di val —
i valore —

La soluzione ottima &( LPs3 ) ¢é frazionaria e il problema LP3; ¢ ammissibile.
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Abbiamo il limite superiore sul valore ottimo del problema ILP:

39

Z(ILP) < LJ

——

Per il problema LP; in forma canonica, abbiamo:

max T1 + 2z

—xr; - Ty < =2
4y — 2x9 < 7
1 + bxy < 21
T < 3
1 + xy < 6
1, To > 0
Una soluzione ottima &( LP; ) é:
- 9 . 15
Z1= T2=r

I1 valore ottimo é:

/

21 |
547
15
4
37
51
2
g o2)
17
0
| | |
0 1 112 9 3
6 4
1
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e Iterazione 3

a) Fase di generazione dei tagli

Abbiamo il seguente dizionario del simplesso associato a una soluzione di base
ammissibile frazionaria del problema L P5 in forma standard:

_ 9 1 5
ry = 4 4-%‘5 4557
15 1 1
T2 = 4 T 5 + i
xr3 = 4 - x7
1 3 n 11
T4 = B B Iy D) Ty
_ 3 1.5
Te = 4 4355 4$7
_ = _ 3
[ ° T 3 4 4 7
dove
_1 5 9
i 1 7
1 _1 15
7] 7] 7]
A= 0 1 b= |4
3 _11 11
2 2 2
1 _5 3
7] 7] 7

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga é:

([ e G- = C-[2)

_i_(_l)fg %_17% %_ 7%
x5 + X7 X +ﬂf7
l 5 | =4 5 -

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

3 1
- X5+ — X7 — X8 =

4 4 Z = 3x5+x7—4[1}8:1
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Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto all’iterazione
2 (il problema LP3), abbiamo:

r5 =21 —x1 — 5 29, T7 =6 — 21 — 29.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

3(21—x1—5x2)+(6—x1—x2)21 = x1+4x0 <17

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla prima riga sul
problema LPj in forma canonica:

-~

~

1540 B
1115 | _
34| b

37 |

S |

n )
8

27 .

17 |

0

\ L \
0 1 1» 7 3
64 3
T1

N /

— Il taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga é:

G-i) =Gl == G- 15D

15_g_3

3
1 4 1

1 3

- T5+ — x7 > = x5+3x7>3

3
1Ty

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:

1
- X5+ — X7 — X8 =

1 1 1 = x5+3xz7—4x3=3

Autore: Fabio Furini
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Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto all’iterazione
2 (il problema LP3), abbiamo:

r5 =21 —x1 — 5 29, T7 =6 — 21 — 29.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

21—z —5x29)+3(6—21—22) >3 = x1+2292<9

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla seconda riga sul
problema LPj in forma canonica:

~

~

4, —
3, |
N
8
2, ]
1, |
0
\ \ \
0 1 il 3
6
r1

N /

— 1l taglio frazionario di Gomory generato dalla quarta riga é:

(8- ) e (A 2]) = (- 18]

U _s_1

1
2 2 2

1 1
75(,‘5—{—§$7Z

5 = x5+a7>1

Sottraendo una variabile di surplus, otteniamo il taglio frazionario di Gomory
in forma standard:
1

1 1
5:1:5—1-5:67—1’8:5 = xstar—2zg=1
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Programmazione lineare intera

Dalla forma standard del problema LP; e dal taglio aggiunto all’iterazione
2 (il problema LP3), abbiamo:

1'5:21—1‘1—5.7}2, 337:6—.7}1—33‘2.

Sostituendo nel taglio frazionario di Gomory, possiamo esprimerlo in termini
delle variabili originali del problema ILP:

21—z —5x9)+ (66— —22) >1 = 21+322<13

Effetto del taglio frazionario di Gomory generato dalla quarta riga sul
problema LPj in forma canonica:

-

~

4, |
3, |
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0
\ \ \ \
0 1 i1 5 3
6 2
Z1

N /

— 11 taglio frazionario di Gomory generato dalla quinta riga é:

(L)~ B = G-

1=} ~3-Co-3 1-0-3
1 + § > § = +3z7 >3
4 s 4 X7 = A Zs T =2

Questo taglio frazionario di Gomory coincide con quello generato dalla
seconda riga.

Selezioniamo il taglio frazionario di Gomory con il termine noto piti grande
e creiamo il problema L P, aggiungendolo al problema L Ps.
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b) Fase di riottimizzazione LP

Consideriamo il problema L Py in forma standard:

max T 4+ 2x9

=gB| = To + xs3 = -9
4y — 2x9 + x4 = 7
1 + dxg + x5 = 21
T + 6 = 3
r,  + To + a7 = 6
T1 + 2xo + zz3 = 9
x1, X2, zs3, T4, x5, Z6, x7, zg > 0

Per il taglio frazionario di Gomory aggiunto abbiamo:

3 1 3
rs+3r7—4dag =3 = x82_1+1x5+1x7

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

S 5
T1 = 1 4%5 4,2127
15 1 o 1
r2 = 4 41105 4$7
r3 = 4 — 7
11 3 11
T4 = ? — 51‘5 + ?:C7
Te = §— lx + §a:
6 = 1 1 T 1 o
_ 3 13
rg = 1 4535 4-"57
39 1 3
\ 2 = 7T T 1% T 1
dove B ={1,2,3,4,6,8} e N = {5,7} e
— la soluzione primale di base non ammissibile é:
9 15 1 3 3
$1—4, $2—4,$3—,$4—2,$6—4, xrg = 4’
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Programmazione lineare intera

— la soluzione duale di base ammissibile é:
7_1_1:07 7_-‘—2:07 77(3:07 7?4207 7_1—6:()) 7?8:07

1 3 3
:17 7?7:Z di valore T

Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

== >0
s —1 171'8 \—4 47:—/8_ s <1
_ - _Z
4 4 75>0 ¢ =
3 8 3.3 <o
7 _Z_ZFS 4 47T8— g <1
w7 >0

Aumentando il valore di 7g fino a min {1, 1} = 1, i valori di 75 e 77 scendono a 0
contemporaneamente: nel test del rapporto c¢’é un pareggio. Scegliamo di far
entrare x5 nella base primale (scegliendo invece x7 si arriverebbe all’altro vertice
ottimo (1,4), anch’esso di valore 9: il problema ILP ha due soluzioni ottime,

(3,3) e (1,4)). Abbiamo quindi che:

mg diventa una variabile duale di base e di conseguenza xg diventa una
variabile primale fuori base

75 diventa una variabile duale fuori base e di conseguenza x5 diventa una
variabile primale di base
Abbiamo:

3 1 3
mg=—7 T o = @ =3-3wr+4ug

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

9 1 9
a;1:1+1(3_3x7+4378)_Zw7:3_2x7+x8
15 1 1
x2:Z—1(3—3$7+4.€C8)+11’7:3+x7_x8
:E3:4—33‘7
11 3 11
$4:?—5(3—31’7—1—4%8)4-3587:1+10$7_6x8
3 1 )
xG:Z—1(3—3x7+4w8)+1$7:2$7_w8
39 1 3
Z:1—1(3—3x7+4x8)—1$7=9—$8

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale ottimo:

Autore: Fabio Furini
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rn = 3 — 2z + s
To = 3 + 7 = s
r3 = 4 - T7

gy = 1 + 10xzy — 6 zg
5 = 3 - 3z + 4 xg
g = 0 + 2 x7 — s
z =9 — s

dove B ={1,2,3,4,5,6} e N = {7,8}.

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=3, T2=3, Tz3=4, 24=1, 5=3, =0, Tr=0, zg=0
di valore 9
— la soluzione di base duale ottima é:
m =0, mo=0, 713=0, m4=0, 715=0, 76=0, 7, =0, 7g=1

di valore 9

La soluzione ottima &( LPy ) ¢ intera. Di conseguenza, una soluzione ottima
Z(ILP) &
F1=3, #3=3

Il valore ottimo z( ILP ) ¢ 9.

Per il problema L Py in forma canonica, abbiamo:

max T1 + 2x9

—xr7 - Ty < =2
4y — 2x9 < 7
xr1 + bxy <21
T < 3
r1 + xa < 6
1 + 2z < g
T1, To 2> 0
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x2

o Nlot o

~

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 7

Il branch-and-bound basato sulla
programmazione lineare

7.1 Algoritmo di branch-and-bound
Esercizio 7.1 — Algoritmo di branch-and-bound (P1)

r

<
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 1 vincolo:
max r1 + 8 x2
3x1 + 6z < 16
x1, T2 € ZZO

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

8 1 1

T2 = g — 5 I — 6 T3
64 4

z = ? - 3rn - § L3

Domande
1. Eseguire 'algoritmo di branch-and-bound utilizzando:

(a) la regola dell'indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non viene eseguito alcun algoritmo euristico).
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Programmazione lineare intera

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con l'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare ’albero di branch-and-bound, mostrando il motivo per cui
ciascun nodo di branching viene potato.

- J

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo di branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max r1 + 8 x9
3xz1 + 6z 4+ 3 = 16
Z1, T2, zz3 > 0
e 1l suo dizionario ottimo:
8 1 1
T = = — - I — -
2 3 5 11 6 3
64 5 4
z = — — 1 — =X
3 ! 3

x2

\ i %

Figura 7.1: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (in rosso), punti ammissibili del problema
PLI (in nero) e soluzione ottima di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che vi
passa.
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Una soluzione ottima &(LP;) é:

1 =0, Iz = 3
il valore ottimo é: 64
Z(LPl) = ?

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

3

——
=21

—00 < 2(ILP) < {MJ

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:
To < § e x9 > § +1
2= |3 22 |3
=2 =3

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LPj3.

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max r1 + 8 x2
3z + 6 xz2 4+ a3 = 16
9 + x4 = 2
x1, z2, z3, g = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To + x4 = 2 = x4=2—29

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

9 8 1 1 2+1 +1
T4=2—|g—zT1— %% = T4=—z+tzT1t+=7T
4 3 Tl T3 4 3 Tt T3

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:
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8 1 1
T = = = - — - x
2 3 5 11 6 T3
2 1 1
Ty = —5 ol 5 r1 + 6 x3
64 5 4
L z = 3 T 3 X3
dove B=1{2,4} e N ={1,3} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
8 2 64
Ty = g, Ty = —g, Ty = 0, I3 = 0 di valore ?
— la soluzione di base duale ammissibile é:
6
o =0, 7 =0, T =3, 77'325 di valore ?

Se aumentiamo il valore di w4, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

1
1 3—577420
M =3—-m N— Ty <6
2 7120
4 1 2. 1 -0
T3 :§_6W4 3 6 4 Z T4 Sg
w3>0

Aumentando il valore di 74 fino a min {6,8} = 6, il valore di m; scende a 0.
Abbiamo quindi che:

74 entra nella base duale e, di conseguenza, x4 esce dalla base primale.

w1 esce dalla base duale e, di conseguenza, x1 entra nella base primale.

Abbiamo:
2 1 1 4 1
x4:—§+§x1+6m3 = x1:§—§x3+2x4
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

8 1(4 1 ., Lo
A C R S Al B

64 41, 4 52 1 ’
T3 g glaTET TR I3T g T g d3 T 0%

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

( 4
e + 214
To = 2 — T4
52 1
A — 3 ~ 3 3 — 6 x4
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dove B=1{1,2} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale ottima é:
4 52

T ==, Io=2, T3=0, 24=0 divalore —
3 3
— la soluzione di base duale ottima é:
- ~ - 1 ) 52
m =0, m =0, 3 =—, w4 =06 divalore —
3 3
/ T T T T T T \
3 §
9 b
[l
8
I —
0
Il Il Il Il Il Il Il
0 2 2 3 4 5 6

\ i %
Figura 7.2: Nodo 2: regione ammissibile di LP3 (in rosso), con il vincolo di branching zo < 2
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

Una soluzione ottima &(LP3) é:

- 4
T = 3’ To =2
il valore ottimo é:
z(LPg) = 52
Y73
Il problema LP5 ¢ ammissibile e abbiamo
. 92
|z(LPy)] > LB poiché {3J > —00
——
=17

La soluzione ottima &(LP3) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP3 viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max r1 + 8 x9
31 + 629 + x3 = 16
To — T4 = 3
L1, 2, 3, Ty = 0
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Per il vincolo di branching abbiamo:
To — T4 =3 = x4=-3+29

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

_ g (81 1 Lo, 11 1
T4 = 3 2$1 6x3 Ty = 3 2$1 6373

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

8 1 1

T2 = 3 7 3 rr - 6 L3
1 1 1

T4 = —g — 5 I — 6 I3

z = o 3 x — éﬂf?’
3 3

dove B=1{2,4} e N ={1,3} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:

8 1 64
= Ty=—=— x1 =0, x3=0 di valore 3

o =10, 7 =0, T =3, 7’7325 di valore %

Se aumentiamo il valore di 74, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1
1 3"‘577420
T =3+ -m N———— Ty > —06
2 >0
4 1 4 1 -
™ T3Te™ 3 m=" m =
|
w3>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di m4 senza violare ’ammissibilita duale: il
problema duale ¢ illimitato. Ne segue che il problema primale LP3 ¢ inammissibile e il
nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su xo dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso ’alto, Nodo 3. Il Nodo 2
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 & potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 1

max x1 + 8xg
3r1 + 6x2 < 16

L1, L2 > 0

LB =—-0
Nodo 2 Tg <2 Nodo 3 T2 >3
max xj -+ 8x9 max xj + Sxa
3xr1 + 622 < 16 3r1 + 620 < 16
To < 2 x2 >3
z1,22 >0 x1,w2 20
1 . TN
PO pf)tato per inammissibili
3 ta
52
cp) = | 3|
~——
=17
LB=-x

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

“so < H(ILP) < f;J

——
=17

p Iterazione 2

Il problema LPs viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:

4 4
:L"1§§ e:v12§+1
—~— —_—

=il =2,

Con il primo vincolo di branching si crea il problema LP4 (il secondo figlio si risolve solo
se necessario).

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LP4 in forma standard:
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max 1 + 8 xo
31 + 629 4+ x5 = 16
To + x4 = 2
T + x5 = 1
Z1, Z2, z3, T4, zs =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T1+x5=1 = x5=1—27

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

1 21 +2 = 1+1 2
rs=1—|-—z-=z z T5 = —= +-x3—2x
5 3 3% 4 5 3T 373 4

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

( 4 1
ry = 3 7 3 3 + 2 a4
xr9 = 2 — T4
1 i 1 5
By = == = -
5 3 3 x3 X4
52 1 6
z = — - - x3 - 7
L 3 3 3 4

dove B = {1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

4 1
_57 j2:27 *%5:_57

— la soluzione di base duale ammissibile é:

2
Z3=0, 4 =0 di valore %

52
m =0, m=0, 7w =0, 7T3:§, 74 =6 divalore ?

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

L 4 >0
1 1 2 275 Z
My = — — = T5 3 3 T <1
3 3 30
Ty =64 27y 6+2m >0 5 > -3
>0
>

Aumentando il valore di 75 fino a 1, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:
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7y entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.
Abbiamo:

1 1
$5:—§+§x3—2$4 = x3=14+6x4+ 325

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1
z1=g—g(1+62s+3z5) +224=1-a5
52 1
z:E—§(1+6$4+3x5)—6$4:17—8$4—$5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

T, = 1 — 5
To = 2 — T4

r3 = 1 + 624 + 3 x5
z = 17T — 8zy - Z5

dove B ={1,2,3} e N = {4,5} e
— la soluzione di base primale ottima é:

r1=1, Z9 =2, 23=1, T4=0, 5 =0 divalore 17

77('1 == 0, ﬁ'g = 0, 77'3 = 0, 77['4 == 8, 77'5 =1 di valore 17
[] T T T T T
4 . 0
3 : |
[ ]
]
]
R . 1
2 o= g e e i e s i e e -
SN [ R TP S
8 $1+8$2;'1;'--
1 @ -
0 |
[ ]
] | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
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Figura 7.3: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (in rosso), con il vincolo di branching z; <1
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP,) é:

Fr=1, Gp=2

il valore ottimo é:

z(LP4) = 17
Il problema LP4 ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)] > LB poiché 17 > —o0

La soluzione ottima &(LP4) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 17 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 1,Z3 = 2.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su z; dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4. Questo nodo € potato per integralita. Il nodo di branching
verso l’alto non viene risolto, poiché dopo il Nodo 4 il lower bound soddisfa

|2(LPs)] < LB.

Questa ¢ la parte dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi di
branching risolti:
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» Terminazione

Nodo 2

max x1 + 8xg
3x1 + 6x2 < 16

To < 2
z1,22 >0
- 4
r1 = g, 9 = 2
52
2P = | 7
——
=17
LB=—-x
Nodo 4 rp <1

max x1 + 8xg
3x1 + 6x2 < 16
T9 < 2
r1 <1

z1,T2 > 0

T1=1, Zo0=2

z(LPy) = 17

LB =17

potato per integralita

17 < z(ILP)

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

< 17

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢é uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 17 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ 1 = 1,29 = 2 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
|2(LPy)] = 21
ILB = —>
|
To < 2 T2 > 3
Nodo 2 Nodo 3
|2(LPy)| = 17 potato per
LB = —c0 inammissibilita

1 <1
Nodo 4

z(LPy) = 17
LB = 17

potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching vengono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP;)| = 21: si effettua il
branching su xs.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LPg)| = 17: si effettua il
branching su zj.

e Il nodo di branching verso 'alto del Nodo 2 non viene risolto né disegnato, poiché
|2(LP3)] = 17 < LB = 17 dopo il suo primo figlio.

e [ Nodo 3 é potato per inammissibilita: il problema LPj3 non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 4 ¢ potato per integralita: &(LP4) = (1,2) ¢é intera, con valore 17, e
diventa la soluzione incumbent.

I1 valore ottimo & z(ILP) = 17 e l'algoritmo di branch-and-bound restituisce la
soluzione ottima &(ILP) = (1, 2).
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Esercizio 7.2 — Algoritmo di branch-and-bound (P2)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max r1 + 3 X9
-4 x 4+ 10z < 35
3z + Ty < 12
1, T2 € Z>o

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

, _ 5 1 5
=g 34 3 17
W o= 2 3. 2,
27 9 34 73 7
4 11
- 16 - _ =
[ 7 6 17" 17
. J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo di branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell'indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola FIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non viene eseguito alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare 1’albero di branch-and-bound, mostrando il motivo per cui
ciascun nodo di branching viene potato.

N\ /

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo di branch-and-bound per risolvere il problema ILP.
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e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max z1 + 3 22
-4z + 10z + z3 = 35
3 x1 + T2 + x4 = 12
x1, T2, z3, zg > 0

e il suo dizionario ottimo:

5 1 5

T §+3—4x3—ﬁx4
9 3 2

T2 = i—ﬂﬂf:i—ﬁu
4 11

\z:16—1—7x3—1—7$4

B N[O o

2

-
N i /

o

—

[\
vlon |-

W

Figura 7.4: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (in rosso), punti ammissibili del problema
PLI (in nero) e soluzione ottima di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che vi
passa.

Una soluzione ottima &(LP;) é:

il valore ottimo é:

2(LPy) = 16
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La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

—o0 < z(ILP) < 16

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching & x;. I vincoli di branching sono:

5 5
:L"1§§ e:v12§+1
—~ —_—

=) =3
Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 1 + 3z
4z 4+ 10z + x3 = 35
3T + T2 + x4 = 12
T + x5 = 2
x1, x2, x3, Z4, zs > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1+ x5 =2 = x5=2—1x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(5.1 5 _ 1ot 5
Ty = 9 34 €T3 17 T4 s = T3 T4

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

) 1 D

) = B + 32$3 = ﬁx4
9 3 2

T2 = 5 - 3z$3 - ﬁm
1 1 5)

By = —5 = 3Z$3 + T7:L'4
4 11

| = 16 — ﬁ$3 — 1—7504
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dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

5 9 1
By = 5, To = 5, Ty = —5, T3 =0, z4=0 divalore 16
— la soluzione di base duale ammissibile é:
4 11
= — — = = — - —p— T = — 1 1 1
=0, M =0, 75 =0, 3 T Ty T di valore 16

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

41
I S O 17 34"~ 1 > 8
_ 4. 1 G R >
3 17 345 73>0
15 11 5 11
T T 717 ™ =75
742>0

11
Aumentando il valore di 75 fino a = il valore di m4 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w4 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
115 N w1 T
=Ty Ty BTy ™ =TT I

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

) 1 5 (17 1 17
Ti==+—23——=|—=+—2z23+—25 ) =2 — =5

2 34 17 \10 10 )

9 3 2 (17 1 17 43 1 2
“””2—29)49”317(10 10563*5905) =10 107 5%
Z:16—4LL’3—11(17+1$3+171’5> :%—ixg—gm

17 17 \10 10 ) 10 10 )

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

;

1 = 2 — xIs
43 1 2

T R (I -
17 1 17

Ta = g T Tt F
149 3 11

(T 10 T 1w T 5"

dove B=1{1,2,4} e N = {3,5} e
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— la soluzione di base primale ottima é:

43 17 149
.i‘1:2, .i'QZE, £4:E, .i'3:0, .%5:0 di valore ﬁ

— la soluzione di base duale ottima é:

- - ~ - 3 . . 149
m =0, m=0, 14=0 T3 = —, 75 = — divalore —
’ ’ ’ 10’ 5 10
/ T ! T T \
50 k. ! i
~... 1
iy ]
43 | S~ §
10 Y
[ ® ..... |
$17L ....
312’2§1.9~
J\
3L e ° ® 0
N
8
2 @ L) ® —
1 @ L ] ® |
0 ®
| ]
I P I I
0 1 2 3 4

N i /

Figura 7.5: Nodo 2: regione ammissibile di LP3 (in rosso), con il vincolo di branching z; < 2
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

- - 43

T1=2, Ip= 0
il valore ottimo é: 149
LPy) = —
2(LP2) = 75

Il problema LPs ¢ ammissibile e abbiamo
149
|z(LP3)| > LB poiché {J > —00
La soluzione ottima &(LP3) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP9 viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

Autore: Fabio Furini
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max 1 + 3 xo
—4 1 + 10 20 + 3 = 35
31 + T2 + x4 = 12
1 - x5 = 3
x1, z2, x3, Ty, zs =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T — x5 =3 = T5=-3+4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g (5] 5 ~ _ 1,1 5
8= 2 T3 BT ™ YR T A

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

( 5 1 b}
R S Vi BT A
9 3 2
2T 7oy T o™
1 1 5
s R v i T
Z = 16 — 147 T3 — % T4

dove B=1{1,2,5} e N ={3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

By = g, To = g, Ty = —%, T3 =0, z4=0 divalore 16
— la soluzione di base duale ammissibile é:

_ _ _ _ 4 11 .

=0, m=0, 7 =0, T3 = 7 Ty = I di valore 16

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1 150
= = =1
41 17 34°°° ms <8
_ 42 S 82 <
ST 3 520
11 5 T 11
T =1t s wtm™ e T 2
w4 >0

Aumentando il valore di 75 fino a 8, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo quindi che:
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7y entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:

1 1 )
x5:—§+ﬁx3—ﬁx4 = x23=174+10x4 + 34 x5
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
=2 (174 1004+ 345) — > @5 =3+
B REEY TAT ORI T TS
9 3 2
To = 5 = 3—4(17+10x4+34x5) = ﬁ Ty =3—x4 — 325
=16 1 (17 4+ 104 + 34 z5) 1 =12-3 8
z = 17 T4 xIs 17 Ty4 = Ty x5

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

ry = 3 = 5
9 = 3 — Ty — 3 x5
r3 = 17 + 10 x4 + 34 z5
z = 12 - 3 x4 — 8 x5

dove B=1{1,2,3} e N ={4,5} e
— la soluzione di base primale ottima é:
:i‘l = 3, 522 = 3, 53 = 17, i‘4 = 0, {1~75 =0 di valore 12

— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, m=0, w3 =0, 4 =3, 5 =8 divalore 12
f T T ¥ T
1
5 i :
1
1
1
~ ]
4Ty ! e
$1:F... !
3 Y
$2§1'~._ :
37
I
8
27
17
0
| ]
I I P I
0 1 2 3 4
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Figura 7.6: Nodo 3: regione ammissibile di LP3 (in rosso), con il vincolo di branching z; > 3
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:
F1=3, #3=3
il valore ottimo é:

Il problema LP3 ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP3)| > LB poiché 12 > —o0

La soluzione ottima &(LP3) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 12 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 3,z2 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su x; dal Nodo 1 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso l’alto, Nodo 3. 1l
Nodo 2 ¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 é potato per integralita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:

Nodo 1

max xi + 32
—4x1 + 1022 < 35

3x1 + a2 <12
CULCCQZO
IR
1—27 2—2
z(LPy) = 16
ILB=—-
Nodo 2 T <2 Nodo 3 r1 >3

max i -+ 3x9
—4x; + 1029 < 35

max i+ 3xo
—4x1 4+ 1022 < 35

3r1 + 10 <12 3r1 + 10 <12
z1 <2 1 2>3
z1,22 20 x1,x2 20
. . 43 1 =3, T2=3
T =2, Tg=—
ig 2(LP3) = 12
1
|2(LPy) | = {J LB =12
10 potato per integralita
=14

Autore: Fabio Furini
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Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

10

=14

12 < 2(ILP) < FMJ

» Iterazione 2
Il problema LPs viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:

o |43 NI

PR e PR

2=170 22170
—— —_——

=4 =5

se necessario).
(a) Soluzione del problema LP,4

Consideriamo il problema LP,4 in forma standard:

max r1 + 3 x9

-4z + 10 29 + 3

31 + ) + x4
T + x5
x2 =
1, T2, 3, T4, 5,

Per il vincolo di branching abbiamo:

To+x6 =4 = xg=4— 19

otteniamo il seguente dizionario:

Con il primo vincolo di branching si crea il problema LP, (il secondo figlio si risolve solo

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
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I = 2 — I5
43 1 2
i) = E — Exg — 3x5
17 1 17
Ty = E + Tol‘g + El‘g,
3 1 2
T = 10 + Ex?’ = 5$5
149 3 11
e [ R

dove B=1{1,2,4,6} e N = {3,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

8 w3

100 “T 10 T 10
149

10

T1 =2, Tg9=
T3=0, s =0 di valore

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, ma=0, my=0, =0,
3 _ 11 149

5 di valore

R T I 10

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

3 _ 1. .50
SR R 10 10 °< re <3
3 10 10 6 73>0 o
1 2 U 2oy 11
5 23*5776 5 57r6— 6 < =
75>0

11
Aumentando il valore di g fino a min {37 2} = 3, il valore di 73 scende a

0. Abbiamo quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

mg esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:
i T ! T 2 = 3—4x5+10
Tg=—"—+-—x3+-x r3=3—4x 45
6 0T 0%t 3 5 6
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
43 1 2
=——-—(3—-14 10 ——x5=4-—
2= 95~ 1 ( x5 + 10 z¢) 7 5 z6

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

121


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

17 17

1'4:710 170(3—4.%'54’101'6)"1'?x5:2+3$5+x6
149 3 11

:ﬁ_ﬁ(3_4m5+10$6)_ 5 z5 = 14 — x5 — 376

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

— la soluzione di base duale ottima é:

T = 2 — T5
To = 4 — T
T3 = 3 — 4d4x5 + 10 xz¢
ey = 2 + 3z + T
|z = 14 - T5 — 3 Tg

dove B=1{1,2,3,4} e N = {5,6} e
— la soluzione di base primale ottima é:
T1=2, To=4, Tz3=3, Ty=2,

T5 =0, Tg=0 divalore 14

F1=0, 7o=0, 73=0, #4=0,

-

s =1, mg =3 divalore 14
f T Y T T \
5 " b
i E3 52 '
“esuq !
4 ---7—'ﬂ:: .......... -
3 @ (] ® —
N
8
21 @ L] ® -
11— @ { ] ® —
0 )
| ]
| f | |
0 1 2 3 4
x1

J

Figura 7.7: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (in rosso)
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

, con il vincolo di branching x5 < 4

Autore: Fabio Furini
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Una soluzione ottima &(LPy) é:

il valore ottimo é:
z(LPy) =14

Il problema LP4 ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)] >LB  poiché 14 > 12

La soluzione ottima &(LP,) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 14 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 2,Zy = 4.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su x5 dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4. Questo nodo € potato per integralita. Il nodo di branching
verso l’alto non viene risolto, poiché dopo il Nodo 4 il lower bound soddisfa

|2(LPs)] < LB.

Questa ¢ la parte dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi di
branching risolti:
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» Terminazione

Nodo 2
max x1 + 3x9
—4z1 + 1022 < 35
3r1 + 20 <12
1 <2
z1,22 20
- ~ 43
T1 =2, To= 0
149
2P = | 57
g
LB=-c
|
Nodo 4 rg < 4
max x1 + 3x9
—4x1 4+ 1022 < 35
3r1 + 220 <12
r1 <2
T9 < 4
z1,x2 2 0
T1=2, To=4
z(LP4) =14
LB=14
potato per integralita

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

14 < 2(ILP) < 14

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 14 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima &(ILP)
e &1 = 2,79 = 4 (la soluzione incumbent z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

124


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Nodo 1
LB = —©
|
ry <2 r1 >3
Nodo 2 Nodo 3
|2(LPy)| = 14 z(LP3) = 12
LB = — LB = 12
potato per
integralita
To < 4
Nodo 4
z(LPy) = 14
LB = 14
potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching vengono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP;) = 16: si effettua il
branching su z.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)| = 14: si effettua il
branching su zs.

e Il nodo di branching verso 'alto del Nodo 2 non viene risolto né disegnato, poiché
|2(LP2)| = 14 < LB = 14 dopo il suo primo figlio.

e Il Nodo 3 & potato per integralita: &(LP3) = (3,3) ¢ intera, con valore 12, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 4 ¢ potato per integralita: &(LP4) = (2,4) ¢é intera, con valore 14, e
diventa la soluzione incumbent.

II valore ottimo ¢ z(ILP) = 14 e l'algoritmo di branch-and-bound restituisce la
soluzione ottima &(ILP) = (2,4).
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Esercizio 7.3 — Algoritmo di branch-and-bound (P3)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 4 x9

—xr1 + T2 < 2
8x1 4+ 2 a9 < 19
xq, o S Zzo

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

, _ 3,1 1
=g 5 O3 10 "
7 4 1
X = — — — X — — T
2 2 5 3 T
14 3
\ z = 17 - = T3 — 5 T4
g J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo di branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell'indice massimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non viene eseguito alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare 1’albero di branch-and-bound, mostrando il motivo per cui
ciascun nodo di branching viene potato.

N\ /

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo di branch-and-bound per risolvere il problema ILP.
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Programmazione lineare intera

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 2 x1 + 4 xo

Ty + 2 + x3 = 2
8x1 + 2 x9 + x4 = 19
1, z2, 3, T4 > 0

e il suo dizionario ottimo:

3, 1 1
1 = = -3 — —z
! 2 5 3 10
7 4 1
2= 5 5o 10 "
14 3
| z = 17 - E xr3 — 5 T4

\_ i /

Figura 7.8: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (in rosso), punti ammissibili del problema
PLI (in nero) e soluzione ottima di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che vi
passa.

Una soluzione ottima &(LP;) é:

il valore ottimo é:

2(LPy) = 17
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Programmazione lineare intera

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

-0 < z(ILP) < 17

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching & x5. I vincoli di branching sono:

7 7
T2 < B e X9 2> §+1
—~— —_—

=3 =4
Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 2 x1 + 4 x9

-1 —+ T2 + T3 = 2
8xz1 + 2z + x4 = 19
To + x5 = 3

x1, x2, z3, Z4, zs =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To + x5 =3 = T5=3— 29
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(T4 1 N _ 1,41
4 = 2 5 10 BT TR T A

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

3 1 1

T, = 5 + 5 r3 — TO T4
7 4 1

T2 = 5 — g T3 — TO Xq
1 4 1

By = —5 + g xr3 + TO T4

| = 17 - % r3 — g T4
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Programmazione lineare intera

dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

3 7 1
By = 2 :Z'gzi, :E5:—§, T3 =0, T4 =0 divalore 17
— la soluzione di base duale ammissibile é:
14
m =0, m=0, 75 =0, 773:€, 7_T4:g di valore 17

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

14 4 >0
14 4 5 50 7
7T = — = = 7] —
3 5 5 5 ) 71320 5 §2
3 1 S >0
e T 510 < s <6
w4>0

7 7
Aumentando il valore di 75 fino a min {2, 6} = —, il valore di 73 scende a

2 )
0. Abbiamo quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.

w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:
1 4 1 5 1 5
x5:—§+5x3+ﬁx4 = x3:§—§x4+1x5
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
3 1/5 1 5 1 13 1 1
””lzz*g(s‘g“*ﬁf’)‘m 1= g TgTt g
7T 4/5 1 5 1
x2—2—5(8—8x4+4x5)—10$4_3_x5
2217—14(5—1$4+5$5>—3$4:61—1l‘4—7$5
5 \8 8 4 5 4 4 2

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

13 1 1

T = & — 3 T4 t+ X5

8

i) = 3 — xIs
) 1 n )

T = - — - X - X

3 ] ] 4 4 5
6l 1 7

L z = Z Z T4 5 xIs

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 129


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

dove B=1{1,2,3} e N = {4,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:

_ U

61
T = To =3, Tz=—, z4=0, 5 =0 di valore T

7 61
=5 di valore x

2

N i /

Figura 7.9: Nodo 2: regione ammissibile di LP2 (in rosso), con il vincolo di branching zo < 3
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

1 = —/, i‘2:3

il valore ottimo é: 61

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo
: 61
|z(LP2)| > LB poiché {J > —00

=15

La soluzione ottima &(LP9) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP5 viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:
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Programmazione lineare intera

max 2 x1 + 4 x5

—x1 + T2 + T3 = 2
8x1 + 2 x9 + x4 = 19
T2 — x5 = 4

x1, z2, x3, T4, zs > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To—T5 =4 = x5=—-4+ 2

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(7 1 N 14 1
45— 2 5 0™ ="y T T 0™

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

( 3 1 1

xr1 = 5 + g xr3 — TO T4
7 4 1

i) = i — 5 T3 — E T4q
1 4 1

Ta = —5 T F e - g

| 2z = 17 — % T3 — g T4

dove B=1{1,2,5} e N ={3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

3 7 1
T = > To = 3 Ty = g r3=0, £4=0 divalore 17
— la soluzione di base duale ammissibile é:
14
=0, m=0, 75 =0, 771'323, 77'425 di valore 17
Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:
14 4 -
14, 4 5 T -
T3 = —+-m _— _ -
3 5 5 75 %5 T > 5
3 1 Syl so
4 =5+E7T5 5 10 °°© 5 > —6
w4 2>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di 75 senza violare ’ammissibilita duale: il
problema duale é illimitato. Ne segue che il problema primale LP3 ¢ inammissibile e il
nodo di branching corrispondente é potato per inammissibilita.
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Programmazione lineare intera

Alla fine della prima iterazione, il branching su xo dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 3. Il Nodo 2
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 & potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
Nodo 1
max 2x1 + 4xo
—x] + 29 < 2
8x1 + 229 < 19
z1,22 >0
1= 3 % 7
1= 5 227535
Z(LPl) =17
LB = -0
Nodo 2 T3 <3 Nodo 3 T2 > 4
max 2x1 + 4xs max 2x1 + 4xs
—z1 + 29 <2 —z1 + 22 <2
8r1 + 2x9 < 19 8r1 4+ 210 < 19
r2 <3 T9 >4
x1,22 >0 x1,22 20
13 . T
F= B 5,3 p\otato per inammissibili
8 ta
61
cp) = | |
——
=15
LB=—-00
Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:
61
—o0o < z(ILP) < {4J
=15
» Iterazione 2
Il problema LPs viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:
13 13
1 < {SJ e x1 > LSJ +1
=1 =2
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Programmazione lineare intera

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LP5.

(a) Soluzione del problema LP4

Consideriamo il problema LPy4 in forma standard:

max 2 x1 + 4 x9

—r; + T2 + x3 ==
8xz1 + 2z + a4 = 19
T + x5 = 3

T + x6 = 1
z1, Z3, z3, x4, zs, g > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 +xg=1 = xg=1—2

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

13 1 +1 5+1 1
Gy = L = | — = = 2 =F = % = Zg— - -Z4 T
6 4 5 6 g Tg¥— 3%

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

13 1 1
= g T g™ + 7 ¥
Ty = 3 — s
r3 = § — 1 x4 + § x
3 - 3 3 4 4 5
B 5 N 1 1
e = 3 3 L4 4 Zs
61 1 7
2 = 1 %4 5 5
dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
_ 13 _ 3z 5 5
1 =—, Tg= T3 ==, Tg=—=
1 R ) 2 ) 3 87 6 8)

1
24=0, 5 =0 di valore T

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 133


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, m9=0, w3=0, 7 =0,
1 _ 7

61
75 = — di valore 7

= 2

Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

6 N— g < 2

Vv

Aumentando il valore di mg fino a 2, il valore di w4 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

g entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.
74 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.
Abbiamo:

5 1 1
x6:—§+§x4—1x5 = x4=5+4+2x5+ 8zg

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

13 1 1
131:§—§(5+2w5+8$6)+1x5:1_$6
_0 1(5+2 +8 )+§ =0+

x3—8 3 T5 Te 4.%'5— xIs5 Te
61 1 7
z:1—1(5—1—21’54—81‘6)—§$5:14_4x5_2ﬂ76

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

T, = 1 — T
Ty = 3 - 5

rxz3 = 0 + 5 — T
x4y = o5 + 2x5 + 8 xg
z = 14 — 4d4z5 — 2 x4
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Programmazione lineare intera

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=1, T9=3, T3=0, T4=05,
T5 =0, Zg=0 divalore 14
— la soluzione di base duale ottima é:

ﬁ1:0> 7?2207 77‘-3:()7 ﬁ4207

75 =4, mg =2 divalore 14

2

— -

N i J

Figura 7.10: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (in rosso), con il vincolo di branching
x1 <1 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP,) é:

il valore ottimo é:
Z(LP4) =14

Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)| > LB poiché 14 > —o0

La soluzione ottima &(LP4) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 14 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 71 = 1,3 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Soluzione del problema LPs

Consideriamo il problema LPj5 in forma standard:

Autore: Fabio Furini
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max 21 + 4 x9

=g Tr T2 + T3 = 2
8x1 4+ 2 x9 + x4 = 19
T2 + x5 = 3

T = g5 = X
T, T2, 3, T4, Ts, T > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T — X6 =2 = T6=-241

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(B 1 I B DA
6 = g g Tt 76 =—3 ~ g Ut ;T

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

B
rr = 3 3 T4 1 Zs
Tro = 3 — xIs

9 1 n )
r3 = = = = @ = B
3 S 8 4 4 5
3 1 1
Te = —g — g T4 -+ Z Is5
_ a1 T
L z = 4 4 Xq 9 xIs

dove B =1{1,2,3,6} e N ={4,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

13 5

_ _ _ 3
1'2:3, T3 = 3, x6:_§7

=g 8

1
T4=0, T5=0 di valore Z

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, mo=0, w3=0, 7 =0,
1

7?4217

7 61
Ty = 3 di valore 7
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Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1+1 >0

-+ =7

Y —1+17T6 L & - T > —2
= — —_ _,—/ —
4 8 74>0 =
7 1 LA D

5 :5_1776 2 47T6_ e S14

75>0

Aumentando il valore di g fino a 14, il valore di 75 scende a 0. Abbiamo quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

75 esce dalla base duale e, di conseguenza, x5 entra nella base primale.
Abbiamo:
_ 31 + = = _3 T = +4
e — 3 81‘4 4.’)35 Irs — 9 2584 Te

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1
5 %
)

3

2
=2 o2 (24 ot ams) = 24 Sag+5
$3—8 8$4 9 T4 Te —2 2.7}4 Te

61 1 7T(3 1
= — S pp—e(Z2al 4 =10—2x4 — 14
z 1 43:4 5 <2+2x4+ x6> 0 T4 T

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

I = 2 + Te

3 1
= = = = = 4

i) B 5 Ty Te
5 1

3 = 3 + 5 T4 + 5w
3 1

s = B i B T4 + 4 xg

z = 10 — 2 x4 — 14 x4

dove B =1{1,2,3,5} e N = {4,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:

Tg=0, Tg=0 divalore 10
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— la soluzione di base duale ottima é:

Figura 7.11: Nodo 5: regione ammissibile di LP5 (in rosso), con il vincolo di branching

F1=0, 7a=0, 73=0, #5=0,

w4 =2, wg =14 di valore

2

N

—
N -
w

1 j

x1 > 2 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

Una soluzione ottima &(LPs) é:

il valore ottimo é:

- - 3
x1:2, 1:225

Il problema LP5 ¢ ammissibile e abbiamo

|2(LP5)| < LB

poiché 10< 14

Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per bound.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su z; dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso I’alto, Nodo 5. Il Nodo 4 &
potato per integralita, mentre il Nodo 5 é potato per bound. L’albero di branch-and-bound

corrispondente é:

10

Autore: Fabio Furini
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» Terminazione

ILP ¢é risolto all’ottimo.

Nodo 2
max 2x71 + 4xo
—x1] + 19 < 2
8xr1 + 222 < 19
i) § 3
z1,22 20
- 13 .
r1 = g, Tro = 3
61
cp) = | |
~———
=15
LB =—-c
Nodo 4 rp <1 Nodo 5 Ty > 2
max 2x1 + 4xo max 2x1 + 4xo
—x1 + 29 <2 —x1+ 120 <2
8xr1 + 2x2 < 19 8xr1 + 2x2 < 19
T2 <3 T2 <3
I S 1 X1 Z 2
x1,22 20 x1,22 20
T1=1, T3 =3 . . 3
T1=2, Ta= g
2(LPy) = 14 2
potato per integralita LB=14
potato per bound

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

14 < z(ILP) < 14

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢é uguale all’'upper bound UB e il problema

11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 14 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima &(ILP)
¢ 1 = 1,72 = 3 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
LB = —©
|
T2 <3 To >4
Nodo 2 Nodo 3
|z2(LPy)| = 15 potato per
LB = —c0 inammissibilita
|
1 <1 1 > 2
Nodo 4 Nodo 5
z(LPy) = 14 z(LP5) = 10
LB = 14 LB = 14
potato per potato per bound
integralita

I motivi per cui i nodi di branching vengono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP;) = 17: si effettua il
branching su xs.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)| = 15: si effettua il
branching su zj.

e [1 Nodo 3 é potato per inammissibilita: il problema LP3 non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 4 é potato per integralita: &(LP4) = (1,3) ¢ intera, con valore 14, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 5 ¢ potato per bound: z(LP5) =10 < LB = 14.

I1 valore ottimo ¢ z(ILP) = 14 e l'algoritmo di branch-and-bound restituisce la
soluzione ottima x(ILP) = (1, 3).
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Esercizio 7.4 — Algoritmo di branch-and-bound (P4)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 51 + 3 x2

2 x1 + Ty < 14
1 + 8z < 32
xq, o S Zzo

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

16 8 1
rr = 5_175:63+175$4
10 1 2
To = ?4_175%3_1751’4
110 37 1
e e T R T
. J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo di branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell'indice massimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non viene eseguito alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare 1’albero di branch-and-bound, mostrando il motivo per cui
ciascun nodo di branching viene potato.

N\ /

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo di branch-and-bound per risolvere il problema ILP.
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e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max b5 x; + 3 x9

2 x1 + Tro + x3 = 14
r1 + 8 w2 + x4 = 32
1, z2, T3, T4 = 0

e 1l suo dizionario ottimo:

, 16 8 Ll
3T = = - —Z —
! 3 15 3 T
0 1 9
T2 = — — @y = — @
2 3 15 3 15
110 77 1
© T 73 B 15
/ T T T T T \
4;\1 .
—Lf 8z, = 39
10 |
3
E— [ ] [ J [ ) [
g 2 @ ° ° ° [}
1 @ L ) L ] L ] L )
0 [} [ J [} [ ] ® ® 23
| | | | | | | N‘
0 1 2 3 4 ? 6 7

\_ i /

Figura 7.12: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (in rosso), punti ammissibili del problema
PLI (in nero) e soluzione ottima di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che vi
passa.

Una soluzione ottima &(LP;) é:

- 16 10
Tl = 3, Ty = ?
il valore ottimo é:
A(LPy) = 220

3

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.
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Programmazione lineare intera

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

“0 < (ILP) < F;OJ

=36

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:

Ty < 1—0 > E—kl
2>173| ¢ 2=]73
—— —_—

=3 =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LPj3.

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max b5 x; + 3 x9

2z + T2 + @3 = 14
r1 + 8 w2 + x4 = &
To + x5 = 3

x1, x2, z3, Z4, zs =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:

To + x5 =3 = I5=3— X9

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

4, (0,1 9 N _ 11 2
= 3 T T s A T AR T

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

16 8

xr, = ? = ﬁ xr3 + T5 T4
10 1 2

T2 = 3 + I r3 - 15 T4
1 1 2

T —g — B r3 + T5 T4
110 37 1

2 = —FV — = X3 — = T4
\ 3 15 15

Autore: Fabio Furini
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Programmazione lineare intera

dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:
16 _ 10 _ 1 110

1_31:?, $2:?, x5:—§, z3=0, 74 =0 di valore =
— la soluzione di base duale ammissibile é:
37 1 110
=0, =0, 75 =0, T3 = T4 di valore 3

B T 15
Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

37+1 >0
37 1 15 1570
= — 4+ — - w5 > =37
3 15+157T5 73>0 >
1 2 1 2 1
TR T 115 =2
7412>0

1
Aumentando il valore di 75 fino a 3 il valore di 74 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w4 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
1 1 2 5 1 15
$5=—§—B$3+B$4 = $4=§+§CE3+?$5
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
16 8 1 /5 1 15 1 1 1
$1:315$3+15(2+2$3+2$5> :?*§$3+§$5
10 1 2 (5 1 15
$2:§+T5$3*B <2+2$3+2x5> =3 -5
110 37 1 /5 1 15 73 5 1
223‘15”53‘15<2 2x3+2$5> T gt

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

11 1 1
X1 = 3 — § I3 + 5 T
XTo = 3 - Ty
5 o 1 + 15
T = — — _
4 D) D) 3 9 5
_ B 5 1
z = B 9 T3 5 T5

dove B=1{1,2,4} e N = {3,5} e
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Programmazione lineare intera

— la soluzione di base primale ottima é:

no_ b
9’ T2 = o, 1‘4—2,

— la soluzione di base duale ottima é:

73
T = T3 =0, 5 =0 di valore 5

) 1 73
7?1:0, ﬁ'QIO, 77'4:0, 7['325, 71'5:5 di valore ?

f T T T T ST x\
4 AN -
A Y
R & ® ® & ®
g 21 @ ° ° ° o ]
1@ ° ° ° ° )
0 & @ & & & & 4
I I I I I I
0 1 2 3 4 5%6 7

\_ o J
Figura 7.13: Nodo 2: regione ammissibile di LP2 (in rosso), con il vincolo di branching

x9 < 3 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

1 = —, i’2:3

il valore ottimo é:

Il problema Py ¢ ammissibile e abbiamo
o 73
|2(LP2)| > LB poiché — | > -

=36

La soluzione ottima &(LP9) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP5 viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj3

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max 5 x1 + 3 22

2z + 2 + x3 = 14
r1 + 8 x9 + x4 = 32
T2 — x5 = 4

x1, z2, x3, Ty, zs > 0
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Per il vincolo di branching abbiamo:
To— x5 =4 = x5=—-4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(10,1 2 N _ 2.1 9
= 3 15T ™ =73 T g T 5™

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

16 8 1

T, = ? = T5 xr3 + T5 X4
10 1 2

2 = 3 + 5%~ 15
2 1 2

T5 = ~3 + 15 T3 — G T4
110 37 1

L z = ? — T5 T3 — T5 T4

dove B=1{1,2,5} e N ={3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

16 10 2 110
;zj:?’ 37;2:?, :Z=5:—§, Z3=0, T4=0 divalore =3

— la soluzione di base duale ammissibile é:

37 1 110

m =0, M =0, 7w =0, 773:?5, 7?4:175 di valore T

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

37 1 >0
=TT 2
T3 :3f7—iﬂ'5 M,_/ 5 §37
15 15 73>0
1 2 L2 1
T4 :B+B7T5 15+157T5_ 5 2_5
T4 >0

Aumentando il valore di 75 fino a 37, il valore di 73 scende a 0. Abbiamo quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.

w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo: 9
$5:—7+fl‘3*71’4 = $3:10+2$4+15I5
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

3 15 15
Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

r = 0 - T4 — 8 x5
To = 4 + T5
z3 = 10 4+ 2 x4 + 15 x5
z = 12 — b xzy — 37 x5

dove B=1{1,2,3} e N ={4,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:

16 8 1
T =3 15(0+ T4 + 5$5)+15ZC4 0— x4 — 85
10 1 2
= — 4+ —(1 2 1 - — =4
x9 3 15( 04+2x4 + 5.%5) 5 Ty + x5
110 37 1
z=———(10+2x4+1525) — — 24 = 12— 524 — 37 x5

di valore

di valore

21 =0, T9 =4, z3=10, z4=0, z5=0
— la soluzione di base duale ottima é:
m =0, m =0, w3 =0, Ty =5, w5 =237
/ ‘\i— I ] I I T T T \
A e -
A Y
A )
.
‘.
30 LR §
A Y
.
A
.
S 2| s, |
S
L)
s
X s
1 32 |
@ h
SRR
N
0 x"\
A Y
| | Sl | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
\_ o J

x9 > 4 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:
F1=0, Go=4

Figura 7.14: Nodo 3: regione ammissibile di LP3 (in rosso), con il vincolo di branching

12

12
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il valore ottimo é:

Z(LPg) =12

Il problema LP3 ¢ ammissibile e abbiamo

La soluzione ottima &(LP3) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 12 e la

|2(LP3)| > LB

poiché

soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 0, z2 = 4.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su x2 dal Nodo 1 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso l’alto, Nodo 3. 1l

12 > —o0

Nodo 2 ¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 é potato per integralita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
Nodo 1
max bxi + 3x9
201 + 12 < 14
T + 810 < 32
z1,22 >0
.16 _ 10
X1 37 €T = 3
110
|2(LP1)] = {3J
——
=36
LB =—-x
Nodo 2 T2 <3 Nodo 3 T2 >4
max bxi + 3x9 max 5x1 + 3x9
21 + 19 < 14 2x1 + 20 < 14
T1 + 8x9 < 32 T1 + 8xg < 32
2 <3 ro >4
z1,22 20 1,72 20
. 11 21 =0, Z9=4
rly = —, T2 = 3
2 2(LP3) = 12
73
|z(LP2)| = {J LB =12
2 potato per integralita
=36
LB=—-x
SAPIENZA
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Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

12 < (ILP) < V;’J

=36

» Iterazione 2
Il problema LPs viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x;. I vincoli di branching sono:
11 11
1 < 5| ¢ m > > +1
=5 =6

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LPs5.

(a) Soluzione del problema LP4

Consideriamo il problema LPy4 in forma standard:

max 5 x1 + 3 x2

21 + T3 + 3 = 14
r1 + 8 22 + x4 = 32
T + x5 = 3

T + zg = 5
z1, Z3, z3, Z4, zs, g > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1+ 26 =25 = xg=5—1x1

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

5 11 1 +1 N 1+1 1
€T = — = = = 25 - T T = — % L3 — 57
6 2 2 3 2 5 6 2 2 3 2 5

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:
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Programmazione lineare intera

! 1 i 1
r = B B T3 9 L5
Tro = 3 — xTs5
B 5 i 1 i 15
Ty = 5 5 T3 5 5
1 1 1
Te = 3 + B Ry = 3 5
g = B3 r3 - 1 x
T2 2 7° 2 0
dove B=1{1,2,4,6} e N = {3,5} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
_ 1 _ o = 5 _ 1
T1=—, Zyg= Ta= -, Tg=—7=
1 ) 2 M 4 27 6 27

3
T3 =0, 5=0 di valore o)
— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, ma=0, my=0, =0,
1 73
T3 =—, 75 =— divalore —
2 2

Se aumentiamo il valore di 7mg, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

> 1 >0
= = =
T3 :§_17T6 2 2 - T <D
2 2 50 ¢
1 1 11
Ts ==+ =g 3 t5m=0 me > —1
2 2
5>0

Aumentando il valore di mg fino a 5, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

7 entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

mg esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:

1 1 1
1‘6:—54—51‘3—5335 = x3=1+4+x5+ 2z

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

_u 1(1+ +2 )+1 =5
1’1—2 2 L5 L6 2375— L6
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5 1 15
:):4:§+5(1+$5+29€6)+?x5:3+8x5+$6

73 5 1
Z:?—5(1+x5+2x6)—§m5:34—3x5—5x6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

77— 5! — Tg
Ty = 3 - 5

r3 = 1 + z5 + 2 zg
Ty = 3 + 8ux5 + T
z = 34 — 3 x5 — 5 xg

dove B=1{1,2,3,4} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=05, T9=3, Tz=1, T4=3,
T5 =0, g=0 divalore 34
— la soluzione di base duale ottima é:

77[-1207 7}2207 7?3:07 7’%4207

75 =3, mg=>5 divalore 34

K T T T [\‘ 1 T . \
. ]
4 |- o i a
A ]
A S |
AN ]
.
3 h- ° ° o ° . -
.
A )
A Y
A
N | . |
g 2 ® ) ° ° ) ® 5
s o
s
A\ g
. X
1 @ ° ° o (] ( ] S op —
A
O
.
N\
2
0 ] U ° ° s
1 .
I I I I 1 I ?
0 1 2 3 4 5) 6 7

\ i %

Figura 7.15: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (in rosso), con il vincolo di branching
x1 <5 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

Una soluzione ottima &(LPy) é:
1 =95, T2 =3
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il valore ottimo é:
Z(LP4) =34

Il problema LP,4 ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)] > LB  poiché 34 > 12

La soluzione ottima &(LP4) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 34 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 71 = 5, Z3 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching é potato per integralita.

Soluzione del problema LPs

Consideriamo il problema LPj5 in forma standard:

max o r; + 3 x2

2 x + To + 3 = 14
r1 + 8 x9 + x4 = JX
T + x5 = 3

T — xg = 6
1, T2, z3, Z4, Ts, z¢ > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
r1—x6 =06 = x5=—-0+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(o1 1 I SIS S
L6 = ) 2353 2335 L6 = B 21’3 2$5

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

( 1 1 L]

T = 9 5 T3 5 xT5

i) = 3 — T5
) 1 15

Ty = 5 T 5 r3 + ? x5
1 1 1

T6 = —5 — 5 I3 + 5 T5
_ B 5 1

z = 5 9 T3 5 xT5

dove B=1{1,2,4,6} e N ={3,5} e
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:
11 5

1
flzia 'f2:37 j4:§7 ‘%6:_57

3
r3=0, 5=0 di valore 5

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, ma=0, my=0, =0,
5
2?

Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

_ _ 1 . 73
T3 = Ty = 3 di valore 5

o, >0
>4 2 257" > _5
mT = ——4+ =" —_—— —
3 2 20 73>0 =
1 1 1 1 -
5 25_5776 2 27T6— mg <1
75>0

Aumentando il valore di 7g fino a 1, il valore di 75 scende a 0. Abbiamo quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

75 esce dalla base duale e, di conseguenza, x5 entra nella base primale.

Abbiamo: _ N
=—=— = — =1 2
Tg 5 21‘3—1—21’5 = 5 +x3+ 2%
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
1 1 1
961:3—53«“3+§(1+$3+2$6):6+w6
x9=3—(14+z3+2x5) =2— 23— 2z
5 1 15
T4 = 5—}-5 l’3+?(1+$3+2$6) =10+ 8x3+ 15 x¢
73 5 1
Z:?—51'3—5(1—}-:63—}-21'6):36—3.%‘3—566

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

T = 6 + T
To = 2 — T3 — 2 xg
gy = 10 + 8 xz3 + 15 x4
T — 1 + r3 + 2 xg
z = 36 — 3 zx3 — T

\

dove B=1{1,2,4,5} e N = {3,6} e
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— la soluzione di base primale ottima é:

T1=6, To=2, 4=10, 25 =1,
z3=0, Zg=0 divalore 36
— la soluzione di base duale ottima é:

ﬁ1:07 7?2207 7':‘-4:07 ﬁ5207

3 =3, mg=1 divalore 36

/ T T T % | E T \
4 > ! i
A Y 1
\d ]
* 1
‘.
3fedmmedeee e s mgemmnd- .
+ 1
A |
AN |
.
g 2}
17
0
I I I I I
0 1 2 3 4 5
\ o

Figura 7.16: Nodo 5: regione ammissibile di LP5 (in rosso), con il vincolo di branching
x1 > 6 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LPs) é:

F1=6, Fy=2

il valore ottimo é:

#(LP3) = 36

Il problema LP5 ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP5)] > LB poiché 36 > 34

La soluzione ottima &(LPs) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 36 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 6, Z2 = 2.
Di conseguenza, il nodo di branching é potato per integralita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su z; dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso l'alto, Nodo 5. Entrambi i
nodi sono potati per integralita. L’albero di branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 2

max bx1 + 3x9

21 + 29 < 14
T+ 8xo < 32
To <3
z1,22 20
- 11
a5 = 2 To =3
cp) = | 5 |
=5
LB = -0
|
Nodo 4 1 <5 Nodo 5 z1 26
max bxi + 3x9 max dx1 + 3x9
21 + 10 < 14 2r1 + 10 < 14
T1 + 8xo < 32 z1 + 8x9 < 32
T2 <3 T9 < 3
1 <95 1 >6
x1,22 > 0 z1,29 > 0

potato per integralita

T1 =6, To=2

z(LP5) = 36

LB = 36

potato per integralita

» Terminazione

ILP é risolto all’ottimo.

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

36 < z(ILP) < 36

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema

11 valore ottimo € z(ILP) = 36 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ &1 = 6,22 = 2 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

155


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Nodo 1
|z(LPy1)] = 36
LB = —©
|
T2 <3 T2 >4
Nodo 2 Nodo 3
|z(LPy)] = 36 z(LP3) = 12
LB = — LB = 12
| potato per
integralita
1 <5 1 >6
Nodo 4 Nodo 5
z(LPy) = 34 z(LPs) = 36
LB = 34 LB = 36
potato per potato per
integralita integralita

I motivi per cui i nodi di branching vengono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP;)| = 36: si effettua il
branching su xs.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)| = 36: si effettua il
branching su zj.

e Il Nodo 3 é potato per integralita: @&(LP3) = (0,4) ¢ intera, con valore 12, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 4 é potato per integralita: &(LP4) = (5,3) ¢ intera, con valore 34, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 5 é potato per integralita: &(LP5) = (6,2) ¢ intera, con valore 36, e
diventa la soluzione incumbent.

I1 valore ottimo & z(ILP) = 36 e l'algoritmo di branch-and-bound restituisce la
soluzione ottima & (ILP) = (6, 2).
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Esercizio 7.5 — Algoritmo di branch-and-bound (P5)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 3 X9

6 x1 + 21 x9 < s
8 r1 + 3 29 < 36
X1, o S ZZO

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

, 7,1 7
=g 50 2 50
8 4 L1
g = - — —z —
2 3 75 3 25 4
3 4
- 15 _ 2 -2
[ 7 g 25 3 25 4
. J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo di branch-and-bound utilizzando:

(a) la regola dell'indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non viene eseguito alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare 1’albero di branch-and-bound, mostrando il motivo per cui
ciascun nodo di branching viene potato.

N\ /

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo di branch-and-bound per risolvere il problema ILP.
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passa.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 2 x1 —+ 3 X9

6 xt1 + 21 29 + x3 = 77
8 x1 + 3 X9 + x4 = 36
1, 2, rs3, Ty > 0
e il suo dizionario ottimo:
( _ 7,1 7
Ty 50 O3 50 4
8 4 Ll
273 75 3 25 4
3 4
- 15 — = _ =
[ @ g 25 3 25 4
/
&
Il Il Il Il Il \ Il
0 1 2 3 7 4 5
2
\_ o /

Una soluzione ottima &(LP;) é:

il valore ottimo é:

Figura 7.17: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (in rosso), punti ammissibili del problema
PLI (in nero) e soluzione ottima di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che vi

Autore: Fabio Furini
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La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

-0 < z(ILP) < 15

Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching & x;. I vincoli di branching sono:

7 7
:L"1§§ e:v12§+1
—~— —_—

=3} =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.
(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 2 x; -+ 3 X9

6 xt1 + 21 29 + x3 = 70
8xz1 + 3z + a4 = 36
T + x5 = 3
z1, Z2, z3, Z4, zs =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T+ x5 =3 = x5=3—1
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g (T, 7 _ S S S
Ty = 9 50 €T3 50 T4 s = T3 T4

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

7 1 7

ry = ) + % r3 — % T4
8 4 1

To = g = % xr3 + % x4
1 1 7

T5 = 5 T 5 r3 + 50 T4
3 4

| = 15 — %5 T3 — %5 T4
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dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7 8 1
By = 5, To = g, Ty = —5, T3 =0, z4=0 divalore 15
— la soluzione di base duale ammissibile é:
3
= — — = = — - —p— T = — 1 1 1
=0, M =0, 75 =0, 3 55" Ty 5% di valore 15

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

1
— 4+ —75>0
3 1 25 " 50
= — — N—_——— s 2—6
™ = TE™ 5 >
4 7 i_l >0 8
T =35 50" 25 507 ™ 27
742>0

8
Aumentando il valore di 75 fino a . il valore di 74 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w4 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
I U S N %1 50
BTy T T 0™ T= Ty TR s

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

7 1 7T (25 1 90
Tl=s+t—23— |+ 23+ a5 =3 x5

2 50 50 \ 7 7 7
8 4 1 /25 1 50 59 1 2
T2=g a5 e %(7+ﬁﬁ7m0:mm“+ﬁ5
2215—3.%3—4(254-1%34-5()%5) :&—1x3—§x5
25 25 \ 7 7 7 7 7 7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

;

Tl = 3 — I5
99 1 2

T = ﬁ — ﬁ xr3 + ? Ts5
25 1 50

Ty = 7 -+ ? xr3 + 7 Ts5
101 1 8

{ z = 7 - ? r3 — ? Ts

dove B=1{1,2,4} e N = {3,5} e
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— la soluzione di base primale ottima é:

59 25 101
51 ~_7a x3 =0, 5 =0 di valore a

— la soluzione di base duale ottima é:

- - - . 1 8 . 101
m =0, ma=0, m=0, 7r3:?, 7r5:? di valore —
47
59 |
21
g 2r
17
0 ° °
| ]
]
| | ] | |
0 1 2 3 4 5

\_ i /

Figura 7.18: Nodo 2: regione ammissibile di LP2 (in rosso), con il vincolo di branching

x1 < 3 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

- - 59
Ir1 = 3, To = ﬁ
il valore ottimo é: T

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo
101
|z(LPy)| > LB poiché {J > —00

La soluzione ottima &(LP9) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP5 viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:
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max 2 xr; -+ 3 T2

6 z1 + 21710 + 3 = 77
8 1 + 3 T2 + x4 = 36
4B — x5 = 4
x1, Z2, z3, T4, zs =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T —x5=4 = x5=—-44+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g (7.1 7 _ 1,1 7
T5 = — — 4+ —z3— — 2z Ts=—5+ T3~ =7
> 2 7503 50t 5 2750 % 504

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

( 7 1 7
Ty = B + 50 r3 - 50 T4
8 4 1
To = g = % xr3 + % X4
1 1 7
s = 3 + 50 %3 T pp U
Z = 15 — % T3 — 24—5 T4

dove B=1{1,2,5} e N ={3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

By = g, To = g, Ty = —%, T3 =0, T4=0 divalore 15
— la soluzione di base duale ammissibile é:

_ _ _ _ 3 _ 4 .

=0, m=0, 7 =0, T3 = 25 Ty = % di valore 15

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

A
—= = =0
3 1 25 50 °° <6
T3 = — — —-T5 —_— ™SS
25 50 73>0
4 7 i l >0 8
T =gpt 5 s 25 507 ™2
w420

Aumentando il valore di 75 fino a 6, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo quindi che:
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7y entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo: | |
x5:—§+%$3—%ﬂ?4 = x3=25+4+"T7Tx4+50x5
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
T L (954 T2+ 50@s) — — 24 =44
==+ — x T5) — — T4 = x
1=5+T% 4 5) = 5o T4 5
8 4 1 4 1 8
=—-—— (2547 50 — X4 == ——Tg— =
T2 3775 (25 4+ Tx4 +50xs5) + %5 T4 373 T4 3 5
3 4
=15—-——(2 —— x4 =12—x4 —
z 5 25( 54 Txy + 50z5) 55 T4 T4 — 625

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

,

I = 4 oy xIs
_ 4 L 8

T2 = 3 3 Ty 3 Zs

r3 = 25 4+ T x4 + 50 x5

z = 12 - Ty — 6 x5

dove B=1{1,2,3} e N ={4,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:
4

1‘1 = 4, .’i‘g = g, i‘g = 25, 1‘4 = 0, ."2‘5 =0 di valore
— la soluzione di base duale ottima é:
7?1:0, ﬁQZO, 77'3:0, 7~r4:1, 77'5:6 di valore
f C T T T I T \
§~ [
~
af : -
§~ 1
~ 1
~§ [
§~ 1
§~ | ]
| ! |
3 ~~~ !
§~ [
~§ 1
~ 1
~§‘ 1
a9l ~ L} B
8 2.
JX:?\ H
12=9~5 | ]
4 QN 1
30 <R |
~
~
| . |
~§
~
~
~
~
~
0
| ]
| | | : |
0 1 2 3 4 5

o i

12

12
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Figura 7.19: Nodo 3: regione ammissibile di LP3 (in rosso), con il vincolo di branching
x1 > 4 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

4
71 = 4, T2 =3

il valore ottimo é:
Z(LPg) =12
Il problema LP3 ¢ ammissibile e abbiamo

|2(LP3)| > LB poiché 12 > —o0

La soluzione ottima &(LP3) é frazionaria; di conseguenza, il problema LP3 viene inserito
nella lista dei problemi L.

Alla fine della prima iterazione, il branching su x; dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso I'alto, Nodo 3. Entrambi i
nodi sono inseriti nella lista L. L’albero di branch-and-bound corrispondente é:

Nodo 1

max 2x7 + 3o
6x1 + 21z < 77
8x1 + 3x2 < 36

x1,72 20
al
1_27 2_3
LB = -
Nodo 2 r1 <3 Nodo 3 rp =>4

max 2x1 + 3x2
6x1 + 21z < 77
8x1 + 3x2 < 36

max 2x1 + 3x9
6x1 + 21xe < 77
8x1 + 3x2 < 36

1 <3 1 >4
z1,22 >0 x1,w2 >0
5 - 59 . . 4
:c1:3, :L’gzﬁ :171:4, .TQZg
101 z(LP3) =12
|z(LP2)| = {7J LB = —o00
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Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

7

=14

—o0 < 2(ILP) < FOIJ

» Iterazione 2
Il problema LPg viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:

4 4
T2 < 3 e X9 2> §+1
—~— —_—

=il =7

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LPs5.

(a) Soluzione del problema LP4

Consideriamo il problema LPy4 in forma standard:

max 2 x; + 3 x9

Per il vincolo di branching abbiamo:

To+x6 =1 = xg=1—1x9

6 r1 + 21 9 + 3 = 77
8z + 3 a2 + x4 = 36
T = B = 4
T2 + x5 = 1

x1, z2, z3, T4, zs5, e > 0

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

1 4 1 8 N 1+1 +8
z6=1—(-—-a4—-=x Te=—5+toTat+ 52
6 3 3 4 3 5 6 3 3 4 3 5

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

Autore: Fabio Furini
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xry = 4 + s
4 1 8

Wy = = = =am = =@

2 3 3 4 3 5

r3 = 25 + T wmy + 50 x5
_ 1 i 1 n 8

Te = 3 3 Ty 3 5

2z = 12 — T4 — 6 x5

dove B ={1,2,3,6} e N = {4,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

4
CE1:47 j2:§7 ‘%3:257 '%6:_57

4=0, 5 =0 divalore 12

Kl

— la soluzione di base duale ammissibile é:
7_7_1:07 7_1—2:07 77(3:07 7?6:07
mp=1, 7 =6 divalore 12

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

1
Ty =1——mg ———— e <3
3 ggo
8 9
5 :6—§7T6 6_§7T620 6 SZ
—_———
75>0

Aumentando il valore di g fino a min {3, 4} = Z, il valore di 75 scende a

0. Abbiamo quindi che:
mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.
75 esce dalla base duale e, di conseguenza, x5 entra nella base primale.

Abbiamo:

sc——}—i-}x +§x = x—l—lx —i-%a:
6= "3 T3l T 3L 5= g glaT g

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

gt L, .3 33 1 3
T = ———Ta+-T6|=——cTat+=-2
! g g4 Tg"e g g tTgTt

4 1 8(1 1 .3 .
Za——= 24 |- =4 -z =1 =
273 3 3(g gTg" 6

Autore: Fabio Furini
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z1

Z2

x3

Ts5

1
3:3:25—1—7;104—1-50(

1
z:12—:[:4—6<

33
8

= 1

125
4

Tl o

9
1

1
8

B 00— s o

3
§—§x4+§$6
1 3
§—§$4+§$6

Zq

Ly

T4

T4

)

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

>:

125

4

= —— 14— — T

_l’_

£l

\]
o ool ™| O

L6

L6

Ze

T6

T6

NN
g e T e
1 9
1 1

dove B ={1,2,3,5} e N = {4,6} ¢
— la soluzione di base primale ottima é:

33 125 .1

T4=0, Tg=0 di valore T

— la soluzione di base duale ottima é:

7}1207 7}2:07 7}3:07 7}5207

- 1 . 4
T4 T e = — di valore 7T
/ T T T
4 Pe
§~ 9
~
e Q‘J
~ K
R ‘22:
LR 9% >
ol AR
IS4
~
~
~
~§
~
~
~
g 2+ Sel
~
~
~
~
~
~
~
~
1 |bocdleccceosoncncdocccoadiooooe
0
I I I
0 1 2 3

o i

Autore: Fabio Furini
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Figura 7.20: Nodo 4: regione ammissibile di LP, (in rosso), con il vincolo di branching
xg <1 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LPy) é:

- 33 .
Trl = g, Tr9 = 1
il valore ottimo é:
45
Z(LP4) = Z

Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo

|z(LP4)] > LB poiché \‘%J > —00
=11

La soluzione ottima &(LP,) & frazionaria; di conseguenza, il problema LP, viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj5

Consideriamo il problema LP5 in forma standard:

max 2 x1 -+ 3 X9

6 z1 + 21 20 + w3 = 77
8 x1 + 3 X9 + x4 = 36
T = 45 = 4
x2 = By = 2

z1, z2, x3, Z4, Ts5, zge > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To — xg = 2 = x5=-—-2+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

Te = —2+ %—}m—§x = x——g—lw—§x
6= 3 3% 3 6=—"3 3% 3

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:
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ry = 4 + L5
4 1 8

Ty = - — - x4 - -z

2 3 3 T4 3 5

rs = 25 4+ T x4 + 50 zs
B 2 1 8

o= Ty 3 " 3 "

z = 12 — Ty — 6 x5

dove B =1{1,2,3,6} e N ={4,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

_ 4 _ 2
1 :47 x2:§> $3:25, x6:_§7
T4 =0, T5 =0 divalore 12

— la soluzione di base duale ammissibile é:

=0, m=0, m3=0, 75 =0,

my=1, 5 =6 divalore 12

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1
1 1"’577620
o :1—|-—7'(‘6 —_——— e 2—3
3 74>0
8 9
_ 6+ — >0 _Z
s —6+§7T6 +37T6— 6 2> 1
75>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di mg senza violare ’ammissibilita duale: il
problema duale ¢é illimitato. Ne segue che il problema primale LP5 ¢ inammaissibile e il
nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su xo dal Nodo 3 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso l’alto, Nodo 5. 1l
Nodo 4 ¢é inserito nella lista L, mentre il Nodo 5 € potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 3
max 2x1 + 3x9
6x1 + 21z < 77
8x1 + 3x2 < 36
T 2 4
z1,22 >0
. 4
T1=4, T2= 3
LB =—x
Nodo 4 r2 <1 Nodo 5 T2 2> 2
max 2x1 + 3xo max 2x1 + 3zo
6x1 + 21z < 77 6x1 + 21z < 77
8x1 + 3z2 < 36 8x1 4+ 3x2 < 36
1 >4 T >4
r9 <1 29 > 2
z1,22 20 z1,22 20
33 . TS
F= 3 g1 pf)tato per inammissibili
8 ta
45
2P = | 5|
——
=11
LB=—-x

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

_o0 < #(ILP) < FO;J
=14

p Iterazione 3
Il problema LP, viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:
NETRNE T
1 S 3 e I = 3
=4 =1

Con il primo vincolo di branching si crea il problema LPg¢ (il secondo figlio si risolve solo

se necessario).

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 170


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

(a) Soluzione del problema LPg

Consideriamo il problema LPg in forma standard:
max 2 x1 + 3 22
6y + 21 x9 + a3 = 77
8 1 + 3 o + x4 = 36
T - X5 = 4
z2 +  T¢ = 1
T + zy = 4
x1, z2, z3, Z4, x5, x6, zr > 0
Per il vincolo di branching abbiamo:
1 +a7 =4 = xr=4—-x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

3 3
Z g
8 8 8 8

8 8

(33 1 > 1 1
Tr=4— | — ——x4+ = T6 = T7r=—=-+ =x4 —

Aggiungiamo quindi questa equazione

al dizionario ottimo precedente e

otteniamo il seguente dizionario:

( 33 1 i 3
rn = — - -z - x
1 3 g T4 g 6
To = 1 — Z6
r3 = % + § 4y + E a5
] g T 1 e
B 1 1 i 3
BT g ™ g "o
1 1 3
r = 73 + g ¥ - g%
45 1 9
z = 1 1 T4 4 Te
dove B ={1,2,3,5,7} e N = {4,6} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
_ 33 _ 125 1 1
T1=—, To= T3=—, T5=—, Ty =—=
1 ) ) 2 ) 3 4 5 85 7 87
T4=0, Z¢=0 divalore —

Autore: Fabio Furini
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— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, =0, 13=0, 75=0, 77 =0,
_ 1 _ 9 . 45
Ty = i Mg = 1 di valore T
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

11 >0
== =1f
T4 :1—17{'7 4 8 - g <2
4 8 74>0 !
9 3 9 3
T = — 4+ —my Z+§7r720 > —6
4 8
76>0

Aumentando il valore di 77 fino a 2, il valore di m4 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

77 entra nella base duale e, di conseguenza, x7 esce dalla base primale.

w4 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
1 1 3
x7:—§+§x4—§$6 = w3=1+3x6+8x7
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
33 1 3
1 :§—§(1+3z6+8m7)+§$6=4*$7
125 3 75
;@,:T 1(14—31‘6—%8%7)4—2556:324'211’64‘6.777
11 (1+3z6+8z7) + S e = 0
T = 3 3 T6 X7 3 Tg = x7
45 1 9
=2 _2( ——xg=11— —2
2= 4( + 3x6 + 8x7) 1 %o 3z6 7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

;

T = 4 — T7
To = 1 - T

z3 = 32 + 21z + 6 z7
I 1 + 3 x¢ + 8 xy
Ty = 0 — T7
z = 11 - 3xg — 2 a7

N

dove B ={1,2,3,4,5} e N ={6,7} e
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Programmazione lineare intera

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=4, To=1, 3=32, 24=1, T5=0,
Tg =0, z7=0 divalore 11
— la soluzione di base duale ottima é:

7~"-1:07 7’:‘-2:07 77[-3:()7 7}4207 ﬁ5:07

g =3, mr =2 divalore 11

/ T T T ] T \
| ]
1 .
4, !
~§ 1
§~ 1
Q’ [
§~ 1
~§ 1
3+ S 1 -
~ 1
§~ ]
Q, [
§~ 1
o '
8 2 ‘2’1~~‘ [] 1
At AR !
25 &
9%~~ ]
7% !
§~ [
il |becdlecccoclbaccncdor e ntic oo smmmmma— -
~
~
~
~
~
~
~
~
~§
0 L
1
1
I I I 1 I
0 1 2 3 4 5

o i J

Figura 7.21: Nodo 6: regione ammissibile di LPg (in rosso), con il vincolo di branching

x1 < 4 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LPg) é:
F1=4, F9=1

il valore ottimo é:

Il problema LPg ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LPg)| > LB poiché 11 > —o0

La soluzione ottima &(LPg) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 11 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 4,2y = 1.
Di conseguenza, il nodo di branching & potato per integralita.

Alla fine della terza iterazione, il branching su 1 dal Nodo 4 ha generato il nodo di branching
verso il basso, Nodo 6. Questo nodo € potato per integralita. Il nodo di branching verso
I’alto non viene risolto, poiché dopo il Nodo 6 il lower bound soddisfa

|2(LP4)] < LB.
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Programmazione lineare intera

branching risolti:

p Iterazione 4

Nodo 4

Questa ¢ la parte dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi di

max 2x1 + 3x9
6x1 + 21xy < 77
8331 + 3332 S 36

Tl > 4
xI9 S 1
z1,x2 2 0
- 33
I = g, T9 = 1
45
2cp) = | § |
~——
=11
LB =—-00
Nodo 6 T4

max 2x1 + 3x9
6x1 + 21z < 77
8x1 + 32 < 36
xr1 >4
9 <1
1 <4

1,22 >0

T1=4, Z2=1

Z(LP(;) =11

LB=11

potato per integralita

11 < z(ILP) < {

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

7

=14

1o

Il problema LPs viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.

Autore: Fabio Furini
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La variabile di branching é x5. I vincoli di branching sono:

LTI
=151 ¢ 2=y
—— —_—

=2 =3

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP7 e LPg.

(a) Soluzione del problema LP7

Consideriamo il problema LP7 in forma standard:

max 2 xp + 3 xo

6 r1 + 21 x9 + 3 = 77
8 1 + 3 To + x4 = 36
T + x5 = 3
T2 + g = 2

1, T2, 3, Z4, zs, zg > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To + xg = 2 = xg=2— 9

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g, (B9_ 1 .2 _ _ 2
T — 21 21 T3 ” xIs Te — T3 xIs

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

il = 3 — T5
59 1 2

To = i = ﬁ xr3 + ? Ts5
25 1 50

T4 = 7 + ? xr3 + 7 Ts5
17 1 2

Tg = _ﬁ -+ ﬁ xr3 — ? Ts
101 1 8

V2= T T §® T §E

dove B = {1,2,4,6} e N = {3,5} e
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

59 _ 25 _ 17
—_— T4 = — re == ———
4= T

101

T3=0, s =0 di valore —

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, mo=0, my=0, =0,
1 _ 8 101

?, Ty = ? di valore 7

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

w3 —

1 ! >0
T _l—iﬂ' ?_im}_ <3
3 7 210 73>0 e =
8 2 8., 2
Ts ==+ =T -t 7me =0 me > —4
7T o7 N
75>0

Aumentando il valore di mg fino a 3, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:
= 17+1 2 = =174+ 625+ 21
T — o1 o1 I3 = xIs Tr3 = s Te
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
59 1 2
=———(1 21 —r5=2—
T2 21 21(7+6:L’5+ x6)+7x5 Tg
25 1 50
By = 7+?(17+6$5+21m6)—|—7 x5 =6+ 8x5 + 3 xg
101 1 8
7= 7—?(17—1-6:65—1—21&5)—?x5:12—2x5—3x6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

;

T = 3 - 5

T2 = 2 — g
3 = 17 4+ 6 x5 + 21 x4
gy = 6 + 8x5 + 3z
z = 12 — 2 x5 -— 3 Tg
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dove B=1{1,2,3,4} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=3, To=2, T3=17, 34 =06,
T5 =0, Zg=0 divalore 12
— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7o=0, 73=0, #4=0,

5 =2, mg=3 divalore 12

/ T T . T T \
N 1
§~ [
- ~ | ] |
4 Mo !
. ‘
§~ 1
~~~ [
~ 1
§~ | ]
3+ . : —
~
§~~ [
“~ 1
~ 1
~§‘ 1
Q3 - - - @ P = = = m E m m W W OEmOmOEEEm -
g 2 ® 3 = 1
~
~
~
~
SNON
G
§~>(
1L e ° ° ¢ ~Jz, .
N
NP4
~
~
~
~
0 ° .
| ]
| ]
| | ' | |
0 1 2 3 4 5

\ i J

Figura 7.22: Nodo 7: regione ammissibile di LP7 (in rosso), con il vincolo di branching
x9 < 2 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP7) é:

F1=3, Fo=2

il valore ottimo é:
z(LP7) =12

Il problema LP; ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP7)] > LB poiché 12 > 11

La soluzione ottima &(LP7) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 12 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 3, z2 = 2.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Soluzione del problema LPg

Consideriamo il problema LPg in forma standard:
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max 2 x; —+ 3 X9

6 z1 + 2120 + w3 = 77
8 1 + 3 To + x4 = 36
1 + x5 = 3
T - x6 = 3

z1, z2, x3, T4, zs, e = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To — X6 =3 = Tg=-—-3+ T2

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g (0,2 IR S SO
w6 = T3+ = @5 To=—57 ~ Wt =T

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

Il = 3 — I5
59 1 2

T9 = ﬁ = i r3 + ? s
25 1 50

T4 = 7 + ? r3 + 7 Z5
4 1 2

Tg = _ﬁ — ﬁ xr3 + ? Ts
101 1 8

z = ? - ? r3 — ? Ts5

dove B =1{1,2,4,6} e N ={3,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

el 5B B4
1— 9 2_217 4_77 6 — 217
101
T3 =0, 5 =0 di valore —

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, Mo =0, my=0, =0,

1 T —§ di valore @
7 BTy S 7

T3 =
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Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1
= qF = 0
3 —1+17T6 7"‘21”6— 6 > —3
= — —_— *,—/ —
7T 21 730 6 =
8 2 8_2_ -0
5 Z?—?TFG 7 77T6— g <4
75>0

Aumentando il valore di g fino a 4, il valore di 75 scende a 0. Abbiamo quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

75 esce dalla base duale e, di conseguenza, x5 entra nella base primale.

Abbiamo:
_ 4 12 N _2, 1 7
T6= ") T BT ¥=gTglaTg¥e

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

2 1 7 7 1 7
z1=3—|-+=-x3+=-x5 | = 61’3—*1}6

36 2 T3 2
59 1 2 /2 1 7
$2:21—211‘3+7<3+6$3+21‘6>:3+336
$4:25+1$3+50<2+1$3+7$6>225+4$3+25$6
77 7\3"6 2 33
101 1 8 /2 1 7 41 1
227‘7”53‘7(3*6”63 2”56>:3‘3x3‘4x6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

( _ ! I a
T = 3 6 T3 9 Te
To = 3 + T6
25 4
Ty = E + g r3s + 25 zg
2 i 1 i 7
5 = = -z -z
5 3 6 3 5 6
41 1
| # = 3 — 3T — 4 w¢
dove B=1{1,2,4,5} e N = {3,6} e
— la soluzione di base primale ottima é:
- 7 3 25 2
T =, Tg= T — -
1 33 2 ) 4 3 ) 5 37
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— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7a=0, 74=0, #5=0,

- T .
3=, Tg=4 divalore —
3
a . T ] I T T
. '
4t *y '
§~ [ ]
~ 1
. 1
§~ [
-~ 1
~ 1
== ® P - -]
LR 1
~§I
‘N
TR
~
§ 2 "
1 ~
[}
1 S <
' o
] Yo
1} : s
[}
[ ]
1
1
1
1
0 '
L}
[}
| L L | |
0 1 7 3 4 5
3
\_ !

x9 > 3 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LPg) é:

7.
T =3, T9g =3

il valore ottimo é: m
Z(LPS) = E

Il problema LPg ¢ ammissibile e abbiamo

——
=13

nella lista dei problemi L.

branch-and-bound corrispondente é:

41
|z(LPg)| > LB poiché {3J > 12

Figura 7.23: Nodo 8: regione ammissibile di LPg (in rosso), con il vincolo di branching

La soluzione ottima &(LPg) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LPg viene inserito

Alla fine della quarta iterazione, il branching su zs dal Nodo 2 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 7, e il nodo di branching verso l'alto, Nodo 8.
Nodo 7 ¢é potato per integralita, mentre il Nodo 8 ¢ inserito nella lista L. L’albero di

il
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Nodo 2
max 2x1 + 3x9
6x1 + 21z < 77
8x1 + 3x2 < 36
T § 3
z1,22 >0
- 59
r1 = 3, 9 = ﬁ
101
|2(LP2)| = {7J
——
=14
LB =—-c
Nodo 7 T2 < 2 Nodo 8 T2 >3
max 2x1 + 3xo max 2x1 + 3zo
6x1 + 21z < 77 6x1 + 21z < 77
8x1 + 3x2 < 36 8x1 + 3z2 < 36
1 <3 1 <3
Tg <2 o >3
x1, w2 20 x1,w2 >0
T1=3, Ts=2 . 7.
1 = -, T2 = 3
2(LP7) = 12 3
41
LB = 12 2cps)) = | 5
potato per integralita 3
=13
LB =12

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

3

——
=13

12 < z(ILP) < {“J

» Iterazione 5
Il problema LPg viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:
7 7
1 < L))J e x> L))J +1
=2 =3

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPg e LP1g.
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(a) Soluzione del problema LPg

Consideriamo il problema LPg in forma standard:

max 2 x; + 3 o
6 x1 + 21 29 + x3 = 77
8 1 + 3 o + x4 = 36
T + x5 = 3
T9 — X = 3
T + x7 = 2
x1, x2, x3, X4, x5, x6, zr > 0
Per il vincolo di branching abbiamo:
T+ x7 =2 = I7r=2-—1

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

7

:C7:2—<

1 7
G %8~ 5 T6

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e

1 1
$7:—*+*$3+§l‘6

=
3 6

3

otteniamo il seguente dizionario:

( 7 1
O S
o = 3

25 4
=3 to3
2 1
Irs = §+6
1 1
1‘7:—§+6
4 1
PS03 T3

dove B ={1,2,4,5,7} e N = {3,6} e

— la soluzione di base primale non am

7

257 j2:37

z3=0, Zg=0

7

T _ L

3 2
+

r3 + 25

7

r3 + 5

+ 7

T L

3 2

I3 — 4

missibile é:

di valore

Le

Le

T6

L6

Le

T6

Autore: Fabio Furini
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— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, m9=0, my=0, 75=0, =0,
41
w3 ==, mg =4 divalore 3

Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

L >0
—— =T
3 —1 17'('7 3 6 T T <2
_ - _Z N <
3 6 73>0
7 4-Tm>o 8
6 :4—5777 5 M7 = T §§
76 >0

8 8
Aumentando il valore di 77 fino a min {2, 7} = il valore di mg scende a

0. Abbiamo quindi che:

77 entra nella base duale e, di conseguenza, x7 esce dalla base primale.

mg esce dalla base duale e, di conseguenza, xg entra nella base primale.

Abbiamo:

S N N
TR TR YT g To= o T BT

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

71 (2 1.2 \_,
NM=37 6% 2\;m U Y ) = AT

21 7
(21 2 \_6 1 2
) = 21 21T RTT) Ty Ty T T
=3T3 91 1 BT Rt Ty TRt T AT
_2,1 7(2 12 N
=3 Tg®Talgy g™ %)= 77
a1 (2 1, .2 \_9B 1 8
TR T g 1 TRt Ty TR TR

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:
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xry = 2 - x7
_ 65 1 P
2= 9 21 3 7 T
_ B . 1 o B
Tr4 = - - T3 7 Ty
r5 = 1 + x7
B 1 L2
6= 9 21 3 7 7
, - B L8
-7 73 777

dove B = {1,2,4,5,6} e N = {3,7} e

— la soluzione di base primale ottima é:

65 _ 7 2
— = 5 =1, T¢=

T3 =0, 7 =0 di valore -

— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, me=0, my=0, 715=0, 7 =0,
1 8 93

3 =—, 77 =— divalore —
7 7 7
4 N * ; ; * —
Og ] ]
~ 1 1
4 RS ' 1
I ' '
O ] ]
s 1 1
~on 1
65 | 2 1 |
PR — PS e e T e e v e -
b g ]
] S 8
1 ]
1 ~
1 IS
& 1 1 e @
8 2 1 1 Vs Le’]>< 1
1 1 s e
1 1 . %
1 1 ST Y9
] ] ‘e
] ] O
1 1 1 S 1
1 1 S
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0 T T
1 1
1 1
| [ ] [ ] | |
0 1 2 3 4 5

N i /

Figura 7.24: Nodo 9: regione ammissibile di LPg (in rosso), con il vincolo di branching

x1 < 2 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

Una soluzione ottima &(LPyg) é:
65

T 21

ry =4, T2
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il valore ottimo é: 93
Z(LPQ) = 7

Il problema LPg ¢ ammissibile e abbiamo

93
|z(LPg)| > LB poiché {7J > 12

~——
=13

La soluzione ottima &(LPg) & frazionaria; di conseguenza, il problema LPg viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPqg

Consideriamo il problema LP1g in forma standard:

max 2 x; + 3 X9

61y + 21 290 + x3 = 77
8 x1 + 3 xo + x4 = 36
T 4+ x5 = 3
T9 — x4 = 3

T - x7 = 3
Ty, 2, 3, T4, x5, zs, zr =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T —x7 =3 = x7=-34+

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g (ToL T Lo 2 1 1
T7 = 3 6553 2376 X7 = 3 6553 2$6

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

( 7 1 7
I = g — 6 T3 — 5 T6
T9 = 3 + Ze
25 4
T4 = ? =F g r3 + 25 xg
2 1 7
T — g + 6 xr3 + 5 Tg
_ 2 1 7
Ty = 3 6 T3 B L6
41 1
\ 7 = 3 ~ 3 T3 — 4 xg
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dove B =1{1,2,4,5,7} e N = {3,6} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7 _ 25

95125, T2=3, Ta=—

T3 =0, ZTg=0 di valore
— la soluzione di base duale ammissibile é:
7?1:07 7772:07 7?4207 7Tr5:07 771-7:07

1 41
T3 = 3’ 76 =4 di valore

Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1 1 é+éw720
3 :§+*7T7 T T > —2
6 =4+;7T7 4+g77720 7 2_2
76>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di m7 senza violare ’ammissibilita duale: il
problema duale ¢ illimitato. Ne segue che il problema primale LP1g ¢ inammissibile e il
nodo di branching corrispondente é potato per inammissibilita.

Alla fine della quinta iterazione, il branching su z; dal Nodo 8 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 9, e il nodo di branching verso ’alto, Nodo 10. Il Nodo 9
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 10 é potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 8
max 2x1 + 3x9
6x1 + 21z < 77
8x1 + 3x2 < 36
T § 3
T2 2 3
z1,22 >0
- 7T
r1 = 57 T9 = 3
41
2ps)) = | 5 |
~——
=13
LB =12
Nodo 9 r1 <2 Nodo 10 r1 >3
max 2x1 + 3xo max 2x1 + 3x9
6x1 + 21z < 77 61 + 21z < 77
8xr1 + 3z < 36 8x1 4+ 3x2 < 36
1 <3 1 <3
T2 > 3 T2 >3
1 <2 1 >3
x1,22 20 1,72 >0
B = = 65 pf)tato per inammissibili-
21 ta
93
|2(LPyg)] = {7J
~——
=13
LB =12

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

12 < (ILP) < ﬁJ

=13

» Iterazione 6
Il problema LPg viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:

65 65
< | — > | — 1
xg_{zlJ e xg_BlJ—i—
~—— —

=3 =4
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Con il primo vincolo di branching si crea il problema LPy; (il secondo figlio si risolve solo
se necessario).

(a) Soluzione del problema LP1;

Consideriamo il problema LP1; in forma standard:

max 2 x; + 3 o

6 21 + 21 z90 + a3 — 77
8z + 3 o + x4 = 36
T + x5 = 3
z2 — X = 3

x1 4= 7 = 2
T + x5 = 3

Z1, Z2, z3, x4, Zs5, Z6, Z7, zg > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:

To + 28 =3 = x3=3— X9
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

_ 5 65 1 i 2 N 2 H 1 2
e 21 217 7T e Ty T
Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e

otteniamo il seguente dizionario:

il = 2 — Ty
I 1 L2
2= 9 21 3 7 &7

NN L 50
X = — = b =— db
4 7 7 3 7 7
r5 = 1 -+ X7
_ 2 1 L 2
6= 9] 21 3 7 &
_ 2,1 2
o= To) 21 3 7 &7
93 1 8
z = e — — — X — —
7 73 77
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

EECR N R
1— 4 2_217 4_77
o 2 2
r5 = 1, g 21’ xrg = 21’

9
T3 =0, zr=0 di valore -

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, 77[.2:07 7_1-4207
7?5:07 7?6:()7 7_1—8:())
1 8 9
Ty = ?, Ty = ? di valore 7

Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale

migliore. Abbiamo:

1 1 >0
———m
S S 7 21 %7 o3
- - _ - . ,
3 7 218 73>0 8 =
8 92 8 2
T =—+ =g ?4‘?7['820 s > —4
7T
7 >0

Aumentando il valore di g fino a 3, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

mg esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:

2 1 2
s o1 + o1 T3 7 T7 = I3 + 627 + 21 28

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

_ % 1(2+6 +21 )+2 =3
2751 7 o1 R SRR O B S =
75001 50
2 1 2
3?6—5—5(2"‘6%7"‘21378)"‘?1’7—0_958
93 1 8
z:7—?(2+6$7+21x8)*?$7=13*2337*3558

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:
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r1 = 2 - T7

To = 3 — s
r3 = 2 + 6z + 21 zg
ry, = 11 4+ 8 x7 + 3 xg
s = 1 + T7

Tg = 0 — s
z = 13 — 227y — 3 x3

dove B = {1,2,3,4,5,6} e N = {7,8} e

— la soluzione di base primale ottima é:
j1:27 il2:37 i‘3:27
Ta=11, T5=1, Tg=0,
T7 =0, Zg=0 divalore 13
— la soluzione di base duale ottima é:
1 =0, my =0, w3 =0,
=0, 75=0, 76 =0,

=2, wg=3 divalore 13

~
4 T ‘ I I ‘ N
Og ] ]
- ~ 1 1 |
4 ~~~ [ ] ]
-~ 1 1
Ve ] ]
*~~ ] ]
o ! ]
a1 1
3 m- @ 2= ===== e e e e -
i s ]
] O ]
" O
]
' ve
] [ 1 1 ~ B
8 2 [] (] Vs
] ] S
1 1 .
1 1 .
] ] 2~
1 1 RIANES
1 1 1 Kaove |
] [} <, v
' ' RIS
1 1 43|
] ]
] ]
] ]
0 + T
] ]
] ]
| 1 1 | |
0 1 2 3 4 5

\_ i /

Figura 7.25: Nodo 11: regione ammissibile di LP;; (in rosso), con il vincolo di branching

x2 < 3 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
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Una soluzione ottima &(LP;;) é:

il valore ottimo é:

Z(LPll) =13

Il problema LP;; ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP11)| > LB poiché 13 > 12

La soluzione ottima &(LP;;) € intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 13 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 2,Z2 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della sesta iterazione, il branching su o dal Nodo 9 ha generato il nodo di branching
verso il basso, Nodo 11. Questo nodo & potato per integralita. Il nodo di branching verso
I’alto non viene risolto, poiché dopo il Nodo 11 il lower bound soddisfa

|2(LPy)] < LB.

Questa ¢ la parte dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi di
branching risolti:
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» Terminazione

Nodo 11

Nodo 9
max 2x1 + 3x9
6x1 + 21z < 77
8x1 + 3xo < 36
I S 3
xI9 Z 3
T <2
x1,x2 20
- 65
) =2, g = o1
93
2cPo)) = | 7|
——
=13
LB =12
xI9 S 3

max 2x1 + 3x9
611 + 21xy < 77
8x1 + 3x2 < 36
1 <3
To > 3
1 <2
T <3

1,T2 > 0

T1 =2, Z20=3

Z(LPH) =13

LB=13

potato per integralita

13 < 2z(ILP)

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

< 13

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢é uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 13 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)

¢ 1 = 2,72 = 3 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Autore: Fabio Furini
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branching su .

branching su xs.

branching su zs.

branching su .

ammissibili.

e Il Nodo 5 é potato per inammissibilita:

Nodo 1
2(LPy) = 15
LB = —x
|
1 <3 1 >4
Nodo 2 Nodo 3
|z(LP2)| = 14 z(LP3) = 12
LB = —x LB = —>
x9 <2 T2 >3 29 <1 9 > 2
Nodo 7 Nodo 8 Nodo 4 Nodo 5
z(LP7) = 12 |z(LPg)] = 13 |z(LPy)| = 11 potato per
LB = 12 LB = 12 LB = —x inammissibilita
potato per
integralita
r1 <2 r1 >3 1 <4
Nodo 9 Nodo 10 Nodo 6
|2(LPg)| = 13 potato per z(LPg) = 11
LB = 12 inammissibilita LB = 11
potato per
integralita
i) S 3
Nodo 11
Z(LPll) =13
LB = 13
potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching vengono potati sono i seguenti.
e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP;) = 15:
e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LPg)| = 14:
e Il Nodo 3 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP3) = 12:
e Il Nodo 4 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP4)| = 11:
e Il nodo di branching verso 'alto del Nodo 4 non viene risolto né disegnato, poiché
|z(LP4)] = 11 < LB = 11 dopo il suo primo figlio.

il problema LPs non ha soluzioni

e Il Nodo 6 ¢é potato per integralita: &(LPg) = (4,1) ¢ intera, con valore 11, e
diventa la soluzione incumbent.

si effettua il

si effettua il

si effettua il

si effettua il

Autore: Fabio Furini
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e Il Nodo 7 é potato per integralita: &(LP7) = (3,2) ¢é intera, con valore 12, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 8 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LPg)| = 13: si effettua il
branching su zj.

e Il Nodo 9 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LPg)| = 13: si effettua il
branching su xs.

e Il nodo di branching verso 'alto del Nodo 9 non viene risolto né disegnato, poiché
|2(LPg)| = 13 < LB = 13 dopo il suo primo figlio.

e Il Nodo 10 & potato per inammissibilita: il problema LPiy non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 11 ¢ potato per integralita: &(LP11) = (2,3) ¢ intera, con valore 13, e
diventa la soluzione incumbent.

II valore ottimo & z(ILP) = 13 e l'algoritmo di branch-and-bound restituisce la
soluzione ottima x(ILP) = (2, 3).

Esercizio 7.6 — Algoritmo di branch-and-bound (P6)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max r1 + o
4 1 + 15 x29 < 70
12 1 + 3 1y < 52
1, T2 € Z>o

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

( 95 1 )
ry = 23 + 56 T3 — 56 T4
79 1 1
Ty = 21 T 12 r3 + D) T4
601 3 11
(T 81 7 56T 168 ™
N\ J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo di branch-and-bound utilizzando:

(a) la regola dell’indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;
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(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oco (non viene eseguito alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con l'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente ¢é la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare ’albero di branch-and-bound, mostrando il motivo per cui

ciascun nodo di branching viene potato.

- J

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo di branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max r1 + o
421 + 15 xz9 + a3 = 70
12 =1 + 3 T9 + x4 = 52
z1, x2, z3, gy =2 0

e 1l suo dizionario ottimo:

( 95 1 5

= 5 + 56 U3 T g ™
79 1 1

Ty = 2 T 1 r3 + YD) T4
601 3 11

{ z = 8_4 — % T3 — @ T4
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2

N

Figura 7.26: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (in rosso), punti ammissibili del problema
PLI (in nero) e soluzione ottima di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che vi
passa.

Una soluzione ottima &(LP;) é:

- 95 79

TrN = — Tro = —

179y 727 91
il valore ottimo é: 601
LP) = —
z(LP1) 3

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

601
— < ILP) < -
oo < 2 ) < {84J
=7

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching & x;. I vincoli di branching sono:
< % > % +1
T1=ag] ¢ =28
=3 =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.
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(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max r1 + T2
421 + 15 z9 + a3 = 70
12 21 + 3 T9 + x4 = &2
T + x5 = 3
x1, z2, x3, T4, zs = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 +x5 =3 = x5=3—T1

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

T5 =3 — %—Fix—ix = x*—l—l—ix —i—ix
> 28 56 ° 56 1 °T 798 56 % "6t

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

95 1 5

T, = % + % T3 — % T4
79 1 1

To = i = ﬁ xr3 + E T4
11 1 9

T5 = 93 56 r3 + 56 T4
601 3 11

z = 87 — % T3 — @ T4

dove B=1{1,2,5} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

95 79 11 601
T —_ —— T —_ — T —_ — — T p— T p— 3 1 R
T 95’ To 91’ 5 58’ Z3=0, z4=0 divalore s
— la soluzione di base duale ammissibile é:
11 1
T = 0, o = 0, 7T['5 = O, 771'3 = %, Ty = @ di valore 68%

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:
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3 1

2 S0
R R I 56 T 5670 = s >3
_3 . 1 36 56 >

5 T 56 56 ° 1520
11 5 5 o4 11
T4 = Te2 ~ w6 TS 168 56 ° = ™ <15
>0

11
Aumentando il valore di 75 fino a TR il valore di m4 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.

w4 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:

15 N 2156
5= 798 T 56 T pe M ST TR T g

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

95 1 5 (22 1 56
=<+t —=23———+=-r3+—x5| =35

28 " 56 56\5 ' 5 5
79 1 12 1 056 \_58 1 - 4
R T B T\ T T ) T 5T 15T 5
601 3 (2 1 056 ) _103 1 11
T84 5637 168\ "5 T ET) T 15 T 15T 15

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

1 = 3 - xIs
58 1 4

Ty = 5 15 r3 + 1 Ts5
22 1 56

T4 = = + 5 r3 + 5 5
103 1 11

z = E - B T3 - T5 I5

dove B=1{1,2,4} e N = {3,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:

58 22 103
571 = 3, .';72 == T5, .%4 = g, i’g = 0, 5?5 =0 di valore E
— la soluzione di base duale ottima é:
1 11 103
T pr— s p— T pr— T = — T == — 1 l —_—
m =0, me=0, =0, 3 5 Ty 5 di valore 15
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Figura 7.27: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (in rosso), con il vincolo di branching
x1 < 3 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

- - 58
Ir1 = 3, ro = B
il valore ottimo é: 1
LPy) = —
2(LP2) = 5
Il problema LP5 ¢ ammissibile e abbiamo
103
|z(LPy)| > LB poiché {ISJ > —00
=6

La soluzione ottima &(LP9) é frazionaria; di conseguenza, il problema LPy viene inserito
nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max r1 + T2
41 + 1529 + x3 = 70
12 21 + 3 xo + a4 = 52
T — x5 = 4
x1, z2, z3, Z4, zs > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:

1 — x5 =4 = x5=—-4+x
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Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

95 1 5 17 1 5
T5=—44+—=+— 23— — 24 = I5=——+—=T3— — T4

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il
seguente dizionario:

( 95 1 )

r = 23 + 56 r3 — 56 T4
79 1 1

T2 = 51 .’ + o T
17 1 )

By = ~ 58 i 56 r3 — 56 T4
601 3 11

z = Q — % I3 — @ T4

dove B=1{1,2,5} e N ={3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7—% 7—E 7——1—7 r3 =0, 74 =0 di valore @
$1—287 $2—217 Ty = 28’ rx3=0U, T4 = 1 valor =4
— la soluzione di base duale ammissibile é:
3 11 601
m =0, m=0, 75 =0, Ty = T4

—, = — divalore —
56 168 84

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

S 1oiso0
= = =
3 1 56 56 ° <5
T3 = — — —T5 —— =
56 56 320
11 5 SRR I 11
™ =168 T 6™ 168 ' 560 = ™ 2715
w420

Aumentando il valore di 75 fino a 3, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.
w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.
Abbiamo:
17 1 5
T = —%—i—%xg,—%:m = x3=34+5x4+ 5625

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

95 1 5
= —+—(34+5 56 == =4
21 = o + 56( + 524 + 56 x5) rg 4 + x5
79 1 1 4 1
— 2~ (34 i B |
T2 = o 14(3 +5x4+56$5)+42x4 3 3554 Ts

Autore: Fabio Furini
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601 3 11 16 1
= 2 (34453, +5625) — — By = — — =24 —3
2= g5 ~ 5 (340t 56m5) — T Ta = 5 — 334 — 3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

;

I = 4 T Is
4 1

€T = § — g T4 — 4 xIs

r3 = 34 4+ bzy + 56 x5
16 1

Z = 5 - 3o - 3 x5

dove B=1{1,2,3} e N = {4,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:

- - 4 . 5 . 16
T =4, $2:§, T3 = 34, x4 =0, 5 =0 di valore 3
— la soluzione di base duale ottima é:
~ ~ - - 1 ) 16
m =0, m =0, 73 =0, 7r4:§, 75 =3  di valore 3
/ ~] T T T T \
-
5 L —
-
-~
-
-~
-
-
4 s §
-~
-~
-
-~
-
-
3 s §
-~
o ‘5
8 EN
-
-~
2 l— - .

o IS
[ [
’
,;;--17'.---------------------'
|54 P
¢ X
'o' 'Lfs’
Y
G
e /q‘\‘ |

\_ i /

Figura 7.28: Nodo 3: regione ammissibile di LP3 (in rosso), con il vincolo di branching
x1 > 4 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

Una soluzione ottima &(LP3) é:

4
71 = 4, 92‘225

il valore ottimo é: 16
Z(LPS) = E
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Il problema LP3 ¢ ammissibile e abbiamo

|2(LP3)| > LB

La soluzione ottima &(LP3) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP3 viene inserito

nella lista dei problemi L.

Alla fine della prima iterazione, il branching su xy dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso l'alto, Nodo 3. Entrambi i
nodi sono inseriti nella lista L. L’albero di branch-and-bound corrispondente é:

Nodo 1

poiché

max xi -+ T2
4x1 + 1529 < 70
1221 + 329 < 52

z1,22 >0
- 95 79
T1=—, T9g=—
TT o TP o1
601
LPi)| = | ——
po) = | 57
=7
LB =—-
Nodo 2 r1 <3 Nodo 3 Ty >4
max x1 -+ xa max x1 + xa
41 + 15x0 < 70 4x1 + 1529 < 70
1221 + 322 < 52 1221 + 322 < 52
1 <3 T >4
x1,22 >0 z1,22 20
58 4
T1 = 3 To — — T1 = 4 To = —
x1 y X2 15 Iy , L2 3
103 16
P = | T2 2P = | 3
=6 =5
LB=—-x LB=—-x

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

—0 <

z(ILP) < {

= 15
=6

103J
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Iterazione 2
Il problema LPj3 viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.

La variabile di branching & xo. I vincoli di branching sono:

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LP5.

(a) Soluzione del problema LP4

a;<é >é+1
2>13| © #2=|3
—~ —

=il =2

Consideriamo il problema LPy4 in forma standard:

max xr1 + X2
421 + 15 xz9 + a3 = 70
12 21 + 3 o + x4 = b52
T — I = 4
T2 + x5 = 1
z1, Z2, x3, T4, x5, g > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To + 26 =1 = xg=1—129
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

=1 i1 4 = = 1+1 +4
Te — 3 31’4 xIs T — 3 31’4 xT5

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

xry = 4 + Is5
4 1

xT9 = g — g ) — 4 xIs5

rg = 34 4+ bxzy + 56 z5
1 1

T = —3 + 3 T4 + 4 x5
16 1

= 3 T 3T - 3 x5
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

4 1

T =4, ZZ‘QZ§, T3 = 34, .Tﬁz—g,
6
T4=0, T5=0 di valore 3

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, Mo =0, w3=0, 7 =0,
1 16
T =—=, m5=3 divalore —
Ty 3
Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:
1 1
11 337620

- - _ - 3 3 e <1
Ty = 6 NI =
3 3 1420

s =3—4mg 3—4ms >0 e <
—————
75>0

3
1

Aumentando il valore di mg fino a min {1, 4} =1 il valore di 75 scende a
0. Abbiamo quindi che:
mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.
75 esce dalla base duale e, di conseguenza, x5 entra nella base primale.

Abbiamo:

NS DR 111
¥6= T3 T g ¥4 T Eds T= 19 T T e

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 1 1 49 1 1
r1=4+ |- —=Ta+-T6| =7— =Ta+—-T¢

12 12 1 2 12 1
41 L1 _1
=g T g 12 1P o) T TG
5y 456 = — aytoag) = 20 1y
3 = = 12 1274 T g76) T T3 TgraTARTe
161 L1 1 )61 3
T3 3™ 12 1274737 T 19T T g

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:
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dove B=1{1,2,3,5} e N = {4,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:

I

T2

T3

Ty

49

12
= 1

116
3
1
12
61
12

S‘HB‘HC&\H

G4=0, F=0

— la soluzione di base duale ottima é:

L1
x J—
4 4 Z6
r4e + 14 zg
1
T4 + 1 T
T4 — §a:
4 1 e
116 1
= B
37 77T 12
di val 1
1 T —
valore T

F1=0, 7a=0, 73=0, 75=0,

N

- 1 5 3 . 61
Ty =—, Tg=—- divalore —
12 4 12
‘\ T T T T \
< [ ]
RO ! |
On X
- 2 1
‘; <> []
sl AN 6} ]
| 1 —
4 > y
-~ | ]
S~ 1
1
1
3F . ! i
-~ 1
I s ]
8 1
5~ 1
2 - s~ 1 |
. !
-~ 1
5‘ 1
~
F ] L K -------
-~
-
-~
-~
-
~‘
0 | -~
1 .
| | il (I
0 1 3 49 5

Figura 7.29: Nodo 4: regione ammissibile di LP, (in rosso), con il vincolo di branching
x9 < 1 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).

Una soluzione ottima &(LP4) é:

49,

To =
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il valore ottimo é: 6l
LP,y) = —
z(LPy) 5

Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo

1
|2(LP4)| > LB poiché {%J > —00
=5

La soluzione ottima &(LP,) ¢ frazionaria; di conseguenza, il problema LP, viene inserito

nella lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPs

Consideriamo il problema LPs5 in forma standard:

max r1 + o

4y + 1529 + 3 —

12 1 + 3 To + x4 =
I — x5 =

T2 — T6 =]

x1, x2, x3, Z4, x5, T6 =

Per il vincolo di branching abbiamo:

To — xg = 2 = 2= —2-+ 29

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching

in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

= =4 i1 4 = 21 4
Te — 3 3$4 xT5 Te — 3 3.7}4 Is5

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e otteniamo il

seguente dizionario:

T, = 4 + Ts
4 1

Ty = 3 ~ 3% - 4 z5

r3 = 34 + b) T4 + 56 T5
2 1

Te = —g — g Ty — 4 xT5
16 1

| ¢ = 3 T 3 Ty — 3 x5

dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e

70

52
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

4
T1 =4, To=—-, T3=234, Tg=—

2
3 3’

6
T4=0, T5=0 di valore 3

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, Mo =0, w3=0, 7 =0,
1 16
Ty = 3’ 75 =3  di valore 3

Se aumentiamo il valore di 7, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

1 1
1 1 —+-m=>0
T4 :7+77T6 3 3 T >—1
3 3 7420

s =3+ 4mg 3+47m >0 e > ——

752>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di mg senza violare ’ammissibilita duale: il
problema duale ¢ illimitato. Ne segue che il problema primale LP5 ¢ inammissibile e il
nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su x2 dal Nodo 3 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso I'alto, Nodo 5. 1l
Nodo 4 ¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 5 ¢ potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 3

max xi -+ T2
4x1 4 1529 < 70
1221 4 329 < 52
1 >4

1, T2 > 0

——
IB=—o00
|
Nodo 4 zg <1 Nodo 5 T9 > 2
max xi1 -+ I max i+ Iy
4z + 1529 < 70 4z + 1529 < 70
1221 + 329 < 52 1221 + 329 < 52
r1 >4 r1 >4
z2 <1 Tg 2 2
r1,x2 > 0 r1,x2 >0
Gy = @7 Ty — potato per inammissibili-
12 ta
61
2P = | 35|
ot
LB =-00

Con il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:
103
15

=6

—00 < 2(ILP) < {

» Iterazione 3
Il problema LP4 viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.

La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:

|49 L
=179 ¢ 1= |72
——— —_—

=4 =5
Con il primo vincolo di branching si crea il problema LPg¢ (il secondo figlio si risolve solo

se necessario).
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(a) Soluzione del problema LPg

Consideriamo il problema LPg in forma standard:

max xr1 + To
421 + 1520 + a3 = 70
12 1 + 3 xo + x4 = 52
T — x5 = 4
z2 + T = 1
x1 + x7 = 4
z1, Z2, x3, Z4, Zs, T, zr > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T +x7=4 = zr=4—-mn
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

4 49 1 +1 1 n 1 1
T = — — = — 95 - X Ty = — Ty — &
7 12 12 4 4 6 = 7 4 6

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

49 1 Ll
T 12 6
Tro = 1 — L6
116 1
r3 = 7 + g e + 14 6
B 1 1 n 1
ST 12" 4 "0
_ 11 1
T T 12 470
B 61 1 3
: 12 12 ™ 4 "0
dove B ={1,2,3,5,7} e N = {4,6} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
_ 49  _ _ 116 _ 1 _ 1
Bl=—, Tp=1, T3=—, ZT5=—, Tr=——
1 ]_2’ 2 ) 3 3 ’ 5 125 7 127
1
T4=0, Z¢=0 di valore 12

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

209


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

— la soluzione di base duale ammissibile é:
1 =0, m9=0, m3=0, 715=0, 717 =0,
1 3 61
—, @g=- divalore —
120 ° 12
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale

T4 = 1
migliore. Abbiamo:

1 1 >0
— — —
s —1 17'(' —12 12,—/7_ <1
- - _ =
4 12 12 7 74>0 o=
31 3.1
Te ==+ -y 2t 7™ =0 T > -3
4 4 N———
76>0

Aumentando il valore di 77 fino a 1, il valore di m4 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

77 entra nella base duale e, di conseguenza, x7 esce dalla base primale.

w4 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
! + ! - = 1+ 3wz6+12
Tr=—"—4+—T4— - Ty = 75 45
7 12 12 4 4 6 4 6 7
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
49 1 1
== __—q 12 Spg=4-—
71 =1 12( +3z6 + $7)+4$6 T7
116 1
T3 = ?—1—5(1—1—3306—1—121‘7)—1—141‘6:39—1—153664-4337
_ 1 1(1+3 + 12 )+1 =0
Ts = 12 12 L6 x7 4 Te = g
61 1 3
- (1 1227) — > 26 = 5 — x6 —
=15 12( +3x6+ 12x7) 7 L6 5—x6 — 7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

g, = 4 — T7

To = 1 - T

xz3 = 39 + 15z + 4 xv

T4 = 1 + 3x¢ + 12 xy

T5 = 0 — T7
| 2 = 5 — Tg — T7

dove B ={1,2,3,4,5} e N = {6,7} e
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— la soluzione di base primale ottima é:
T1=4, To=1, 23=39, 24=1, 25=0,
Te=0, 2y=0 divalore 5
— la soluzione di base duale ottima é:

7~"-1:07 7’:‘-2:07 77[-3:()7 7}4207 ﬁ5:07

mg=1, =1 divalore 5

T T T ¥ T
/ s ] \

. ]

5 "M 1 |
5~ '
. ]
.. i
. ]

[ A 1 |
4 .. :
. ]
5~ 1
. ]
> ]

3b > ! |
‘5 []
™ ]
8 ‘s []
% |
IS L
N\ 5~ 1
Sl
LY |

il |bedbocoocdicococboooadenaa I‘ ........

.
.
.
.
M8
0 ) 4 -
' .
| | | 1 | *
0 1 2 3 4 5

- i )

Figura 7.30: Nodo 6: regione ammissibile di LP¢ (in rosso), con il vincolo di branching

x1 < 4 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LPg) é:

il valore ottimo é:
Z(LPG) =15

Il problema LLPg ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LPg)| > LB poiché 5> —o0

La soluzione ottima &(LPg) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 5 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 71 = 4,3 = 1.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della terza iterazione, il branching su 1 dal Nodo 4 ha generato il nodo di branching
verso il basso, Nodo 6. Questo nodo € potato per integralita. Il nodo di branching verso
I’alto non viene risolto, poiché dopo il Nodo 6 il lower bound soddisfa

|2(LP4)] < LB.
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branching risolti:

p Iterazione 4

Nodo 4

Questa ¢ la parte dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi di

max xi1 -+ T2

4z + 1529 < 70
1221 4+ 329 < 52

il 24
Ty <1
1,22 > 0
49
CCl - Ea $2 1
61
LP))| = |—
2cp) = | 35|
=
ILB=—-
Nodo 6 Ty <4

max i1+ T2
4x1 + 1529 < 70
1221 + 322 < 52
1 >4
To <1
1 <4

x1,22 20

1 =4, =1

z(LPg) =5

LB=5

potato per integralita

5 < z(ILP)

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

103
< -
- 15

Y

Il problema LPs viene estratto e cancellato dalla lista dei problemi L.
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La variabile di branching é x5. I vincoli di branching sono:

< 5 e > o +1
i = ap =
2=175 2= 175

=3 =4

Con il primo vincolo di branching si crea il problema LP7 (il secondo figlio si risolve solo
se necessario).

(a) Soluzione del problema LP7

Consideriamo il problema LP7 in forma standard:

max xr1 + X2
421 + 15 xz0 + a3 = 70
12 21 + 3 o + x4 = b52
1 + x5 = 3
T9 + 26 = 3
x1, z2, x3, T4, zs5, zg = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To+x6 =3 = 2g=3— 29

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

T =3 — ﬁ—im —i—ix = x——1—3+ix—ix
6= 5 15 27157 R T TR A T

Aggiungiamo quindi questa equazione al dizionario ottimo precedente e
otteniamo il seguente dizionario:

I = 3 - T5
58 1 4

Ty = B 15 r3 + 15 T5
22 1 56

T4 = g P 5 r3 + E x5
13 1 4

T = 15 s 5 r3 — I T
103 1 11

L z = T5 — TS T3 — B T5

dove B = {1,2,4,6} e N ={3,5} e
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:
58  _ 22 13
—, Ty=—, Tg=——
4 5 ) 6 15’
103

T3=0, s =0 di valore 15

— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, Mo =0, my=0, =0,

11 103
—, 75 =— divalore —
15 15 15

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

T3 —

: : >0
—= ==
S N 5 15 °= e <1
- _ = N S <
3 15 156 w30
11 4 T T 11
5 :B+BW6 15+157r6— 6 Z*Z
75>0

Aumentando il valore di g fino a 1, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

mg entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

w3 esce dalla base duale e, di conseguenza, x3 entra nella base primale.

Abbiamo:
= 13+1 A = =13+4x5+ 15
AT TR T = o0
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
58 1 4
=— ——(13+4 1 — x5 =3 —
T2 G 15( 3+4x5+ 5x6)+15 T5 =3 — Tg
22 1 56
By = €+g(13+4x5+15m6)—|—€m5 =74+ 1225+ 3x¢
103 1 11
=——-—(13+4 1 — —x5=6— 15 —
z T 15( 3+4x5+ 15x6) I T5 =6 — x5 — Tg

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

T = 3 — T5

To = 3 — T

r3 = 13 4+ 4 x5 + 15 x4

xy = 7 + 1225 4+ 3 w6
|z = 6 — T5 — T

Autore: Fabio Furini
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dove B ={1,2,3,4} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:
T1=3, To=3, T3=13, x4=171,
T5 =0, Z¢=0 divalore 6
— la soluzione di base duale ottima é:
m =0, mpa=0, m3=0, T =0,

75 =1, g =1 divalore 6

T T \
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. 1
N i
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Figura 7.31: Nodo 7: regione ammissibile di LP7 (in rosso), con il vincolo di branching

x2 < 3 (tratteggiato), e la sua soluzione ottima (in blu).
Una soluzione ottima &(LP7) é:
71 =3, T2=3

il valore ottimo é:

z2(LP7) =6
Il problema LP; ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP;)|] > LB poiché 6>5

La soluzione ottima &(LP7) ¢ intera; di conseguenza, il lower bound LB diventa 6 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 3,z2 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching € potato per integralita.

Alla fine della quarta iterazione, il branching su x dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 7. Questo nodo € potato per integralita. Il nodo di branching
verso l’alto non viene risolto, poiché dopo il Nodo 7 il lower bound soddisfa

|2(LP,)| < LB.
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branching risolti:

» Terminazione

Nodo 2

Questa ¢ la parte dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi di

max xi1 -+ T2

4z + 1529 < 70
1221 4+ 329 < 52

il S 3
1,72 >0
- - 58
Ir1 = 3, 9 = T5
103
LP = | —
2P = | 3
—6
IB=-00
Nodo 7 T2 <3

max xi1 -+ T2
4x1 4 1bxo < 70
1221 4+ 329 < 52
r1 <3
To <3

z1,T2 > 0

1 =3, T2=3

z(LP7) =6

LB=6

potato per integralita

Con il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

6 < z(ILP) < 6

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo & z(ILP) = 6 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ 1 = 3,72 = 3 (la soluzione incumbent Z(ILP)).
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Nodo 1
2(LPy)] = 7
LB = —
|
1 <3 r1 >4
Nodo 2 Nodo 3
[2(LP2)] = 6 [2(LP3)] = 5
LB = —o0 LB = —
|
z2 <3 x9 <1 To > 2
Nodo 7 Nodo 4 Nodo 5
z(LP7) = 6 |2(LPy)] = 5 potato per
IB = 6 IB = —x inammissibilita
potato per
integralita
T S 4
Nodo 6
z(LPg) = 5
LB =5
potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching vengono potati sono i seguenti.

Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP1)] = 7: si effettua il
branching su zj.

Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)] = 6: si effettua il
branching su xs.

Il nodo di branching verso ’alto del Nodo 2 non viene risolto né disegnato, poiché
|2(LP3)] =6 < LB = 6 dopo il suo primo figlio.

Il Nodo 3 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP3)| = 5: si effettua il
branching su zs.

Il Nodo 4 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP4)| = 5: si effettua il
branching su ;.

Il nodo di branching verso 1’alto del Nodo 4 non viene risolto né disegnato, poiché

|2(LP4)] =5 < LB =5 dopo il suo primo figlio.
Il Nodo 5 é potato per inammissibilita: il problema LPs; non ha soluzioni
ammissibili.

Il Nodo 6 ¢& potato per integralitd: &(LPg) = (4,1) ¢ intera, con valore 5, e

diventa la soluzione incumbent.
Il Nodo 7 é potato per integralita: &(LP7) = (3,3) ¢ intera, con valore 6, e

diventa la soluzione incumbent.

Autore: Fabio Furini
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Il valore ottimo ¢ z(ILP) = 6 e I’algoritmo di branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima Z(ILP) = (3,3). La soluzione ottima non & unica: anche (2,4) ha valore 6.

Con le regole indicate nella domanda, ’algoritmo trova (3, 3).
(& J

Esercizio 7.7 — Algoritmo branch-and-bound (P7)

'd )\
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:

max 3 xr; + T2
1 + 4z < 12
2 x1 + Ty < 5
1, T2 € Z>o

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

) 1 1
I = 5 — 5 xI9 — 5 Ty
19 7 1
xr3 = ? - 5 T2 + 5 1)
15 1 3
z = 5 3 T2 — 9 Ty
. J

Domande
1. Eseguire ’algoritmo branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell'indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;
(b) la regola FIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso 'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non si esegue alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare I’albero di branch-and-bound, indicando il motivo per cui
ogni nodo di branching viene potato.
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Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 3 x; -+ To
r1 + 429 + z3 = 1%
2 + To + x4 = 5
1, T2, z3, xy = 0

e 1l suo dizionario ottimo:

) 1 1

rT = 5—51‘2—51‘4
19 7 1

5632—2 —§$2+§$4
15 1 3

[ # = 3 ~ 3™ - 3w

x2

-

Figura 7.32: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

)
331:5, 52:0
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il valore ottimo é: 5
Z(LP]_) = ?

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

—00 < 2(ILP) < F;J

=7

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x;. I vincoli di branching sono:
) 5
T < 5| ¢ = > 5|t 1
=5 =3

I1 problema LPj si crea con il primo vincolo di branching (il secondo figlio si risolve solo se
necessario).

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 3 x1 + T2
1 + 4x0 + 73 = 12
2 x1 + To + x4 = 5
T + x5 = 2
x1, x2, z3, Z4, zs = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T+ x5 =2 = I5=2-—1
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

9 5 1 1 N 1+1 +1
r5=2— (2 —Zas—-ux T5=—s+s12+t5x
5 2 2 2 2 4 5 2 2 2 2 4

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:
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( 5 1 1
rr = 5 - 5 T2 — 5 T4
19 7 1
3 = 5 T 5 T2 + 5 T4
1 1 1
r5 = *Q ol 5 r9 + 5 T4
15 1 3
L 74 = 72 = 5 i) = 5 Ty

dove B=1{1,3,5} e N ={2,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

5 19 1 15

o =0, 4 =0 divalore

3 15
m =0, m3=0, 75 =0, T = —, 7T4:§ di valore >

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

1 1 >0
- — < T
o 21—171'5 2 2 " T <1
9 9 2o 5 X
3 1 S >0
T4 25—5775 2 27r5_ m <3
T42>0

Aumentando il valore di 75 fino a min {1,3} = 1, il valore di w3 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

75 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x5 diventa una
variabile primale fuori base.

mo diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, xs diventa
una variabile primale in base.
Abbiamo:

1 1 1
= —— -3yt =1—24+2
x5 5 2%’2 2.2124 = X9 T4 s

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

5 1 1
:El25—5(1—:€4+21‘5)—§x4:2—x5
19 7 1
:ng?—5(1—x4+2x5)+§:p4:6+4m4—7x5
15 1 3
z:?—5(1—$4—|—2$5)—§x4:7—1‘4—m5

Autore: Fabio Furini
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Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

B = X — B
o = 1 - x4 + 2 x5
3 = 6 + 4x4 — T x5
z = 7T = Ty — T5

dove B=1{1,2,3} e N ={4,5} e

— la soluzione di base primale ottima é:

T1 =2, To=1, Z3=06, T4=0, Z5 =0 divalore 7

7~T1:O, 7~T2:0, 7~T3:0, 7~T4:1, ﬁ5:1 di valore 7
a : —
[ ]
[ ]
3+ 1 |
]
]
]
]
]
]
[ ]
2 ! |
[ ]
[ ]
~ ]
8 1
]
]
17 ]
0 ®
S
| i . |
0 1 2 3

N . /

Figura 7.33: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (rossa), con il vincolo di branching z; < 2

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

il valore ottimo é:

Z(LPQ) =5

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo

|2(LP2)| > LB poiché¢ 7> —o0
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La soluzione ottima &(LP2) ¢ intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 7 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 71 = 2,Z5 = 1.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su x; dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2. Questo nodo é potato per integralita. Il nodo di branching
verso l’alto non é risolto, poiché dopo il Nodo 2 il lower bound soddisfa

|2(LPy)| < LB.

Questa é la porzione dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi
di branching risolti:

Nodo 1
max 3x1 + T2
T+ dxo < 12
201+ 12 <5
z1,22 > 0
- 5
Ir1 = 5, 9 = 0
15
e = |3
=7
LB=—-x
Nodo 2 r1 <2
max 3x1 + x9
T, + 4xo < 12
221 + 22 <5
Tl < 2
z1,22 >0

T1=2, To=1

z(LPy) =7

LB=7

potato per integralita

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:
7 < z(ILP) < 7

» Terminazione
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Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢é uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo & z(ILP) = 7 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ 1 = 2,79 = 1 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Nodo 1

|2(LPy)| = 7
LB = —x

Nodo 2

z(LPy) = 7
LB =7

potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP1)| = 7: si esegue il
branching su ;.

e Il nodo di branching verso ’alto del Nodo 1 non é risolto, e non ¢ disegnato,
poiché |z(LP;)| =7 < LB = 7 dopo il suo primo figlio.

e Il Nodo 2 ¢ potato per integralita: &(LP2) = (2,1) é intera, con valore 7, e
diventa la soluzione incumbent.

I1 valore ottimo & z(ILP) = 7 e 'algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima &(ILP) = (2,1).
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Esercizio 7.8 — Algoritmo branch-and-bound (P9)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2 z1 + T2
-r1 + T2 < 1
61 + 4x9 < 39
1, T2 € Z>o

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

13 2 1
X1 :? - 5332 - 6334
15 5 1
e T SR
z = 13—11‘2—11’4
3 3
L J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell'indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non si esegue alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare I’albero di branch-and-bound, indicando il motivo per cui
ogni nodo di branching viene potato.

N\ /

Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound per risolvere il problema ILP.
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e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 2 x; + T2
Ty + 2 + x3 = 1
6 r1 + 4 x9 + x4 = 39
Iy, z9, 3, T4 = 0

e 1l suo dizionario ottimo:

13 2 1
$1:?_§$2_6$4
15 5 1
e T S B
g = 13—1332—1334
3 3

2

N

Figura 7.34: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

13
I = > Z2=0
il valore ottimo é:
z(LPy) =13

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.
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Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:
—oo < z(ILP) < 13

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching & x;. I vincoli di branching sono:

. 13 = 13 41
r1 S 9 e I = B
—— —

=6 =7

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

(a) Soluzione del problema LP;

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 2 x1 + To
—r1 + To + x3 = 1
6 r1 + 4 x9 + x4 = 39
T + x5 = 6
1, To, 3, Z4, zs > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1+ 25 =06 = x5=6—1

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

_6 13 2 1 N _ 1+2 +1
T5 = €2 T4 Ty = 9 3$2 6»”34

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

13 2 1

xry = ? - 5552 - 6x4
15 5! 1

o= 5 T 3o - g
1 2 1

Trs = —5 + gxg + 6.@4

Z = 13 — 1$2 — 1x4
3 3
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

13 15 1
CR 5;3:?, Ty = —— To=0, Z4=0 divalore 13

— la soluzione di base duale ammissibile é:

T =

1
=0, m3=0, 75 =0, Ty = —, 77'425 di valore 13

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

IA

5 D 5

D= Wl
3
V)
V
o
INA
e

5 3 6 — 5
————

1
Aumentando il valore di 75 fino a min {2, 2} =3 il valore di 7o scende a

0. Abbiamo quindi che:

75 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x5 diventa una
variabile primale fuori base.

w9 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, xo diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
R TS S S SR
Ty = 9 3.%2 61'4 -772—4 4-%'4 2$5

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

13 2<3 1 3 ) 1
T1=—7—5|>— T4+ 525) — 24 =6—2x5

9 3\4 1 9 6
SN DI N DN I IR
379 T3\a 47t T T et T 4 Tyt 9

g 131 .3 1 51 1 1
= 3\g g™ Ty Ty T T

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

I1 = 6 - xIs
3 1 3

Ty = 1 1 4y + 5 5
25 1 )

T3 = T + 1 Ty — 3 T5
51 1 1

z = ] Ty 9 L5

dove B=1{1,2,3} e N = {4,5} e
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— la soluzione di base primale ottima é:

3 25 51
fi’l = 6, 532 = 1, fg = Z, .i'4 = 0, .%5 =0 di valore Z
— la soluzione di base duale ottima é:
~ ~ - 5 1 ) 1
m =0, m =0, 73 =0, Ty = T 75 = — di valore —
s =)
5 | ]
4 | ]
3 | ]
Sy
2 | ]
3| |
4
0 “‘
‘\ |
7

x1

N

Figura 7.35: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (rossa), con il vincolo di branching z; < 6

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

- - 3
r1 = 6, T9 = Z
il valore ottimo é: 51
Z(LPQ) = Z
Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo
. 51
|2(LP2)| > LB poiché {4J > —00
——

=12

La soluzione ottima &(LP3) ¢ frazionaria, di conseguenza il problema LP5 ¢ inserito nella
lista dei problemi L.
Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LP3 in forma standard:
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max 2z + T2
—x1 + T2 + T3 = 1
6 r1 + 4 x9 + @4 = 39
1 - x5 = 7
x1, z2, x3, Ty, zs = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 —T5 =17 = x5=-T7T4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

7 13 2 1 N - 1 2 1
T5 = 9 3962 6564 5 = 5 3332 6374

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

13 2 1

il = ? — g i) — 6 Ty
15 ) 1

T3 = ? — g i) — 6 T4
1 2 1

T5 = 5 3 T9 — 5 T4

|z = 13 — é Ty — é T4

dove B=1{1,3,5} e N ={2,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

13 15 1
T = 5 I3 = 5 g = g To=0, Z4=0 divalore 13
— la soluzione di base duale ammissibile é:
1 1
m =0, m3=0, 75 =0, fr2:§, 77'4:§ di valore 13
Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:
1 i 2 S g
—4+ -7
2 —1+27T5 3 37 > 1
= — — ———— __
33 20 =T
1 1 1 1 S
Y :§+67T5 §+67T5_0 s 2_2
————
w420

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di 75 senza violare I’ammissibilita duale, il
che implica che il problema duale ¢ illimitato. Di conseguenza, il problema primale LP3 &
inammissibile, e il nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.
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branch-and-bound corrispondente é:

Nodo 1

max 2x1 + X9
—z1+22 <1
6x1 +4z9 < 39

1,72 > 0

Nodo 2 r1 <6 Nodo 3 x> 7

Alla fine della prima iterazione, il branching su x; dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 3. Il Nodo 2
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 & potato per inammissibilita.

max 2x1 + X9
—x1+22 <1
6x1 + 4xo < 39
1 <6

z1,T2 > 0

max 2x1 + X9
—x1+22 <1
6x1 + 4xo < 39
x1>7

1,72 > 0

potato per inammissibili-
ta

Dati il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

4

=12

—o0 < #ILP) < {“J

» Iterazione 2
Il problema LPs viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x5. I vincoli di branching sono:

3 3
T9 < LJ e X9 > hJ—i—l
—~— —_——

=0 =1

L’albero di
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I1 problema LPy si crea con il primo vincolo di branching (il secondo figlio si risolve solo se
necessario).

(a) Soluzione del problema LP4

Consideriamo il problema LP4 in forma standard:

max 2 x; + T2
—r; + r9 + 3 =I|
6 x1 + 4 x9 + x4 = 39
a8 + x5 = 6
T2 + x5 = 0
z1, z2, z3, Z4, Ts5, zg > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To +x6 =0 = x6=0—129
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

re =0 — §—1£L‘ +§x = *—g—i—}x—éx
6 = 4 5 6= "3 T 3% 5%

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

1 = 6 — T5
N R DR
T2 = 4 4 L4 5 L5
25 1 5
3 = + 1% T 5
Te = 3 + E T4 — 3 x
6 — 4 4 4 2 5
_ s 1 1
S g 2
dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
— 3 _ 25 3
T = To=—, T3=—, Tg=—-
1 ) 2 4’ 3 4’ 6 4’
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— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, ma=0, m3=0, 7 =0,

1 1 51
Ty = 3 di valore 7

Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

L >0
== =1
Ty —1 17'('6 4 4 - 6 <1
= — — — N——— =
4 4 m4>0
1 3 1 § >0 1
5 :§+§7T6 2+27T6_ 6 Z_§
75>0

Aumentando il valore di 7g fino a 1, il valore di m4 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

g diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, xg diventa una
variabile primale fuori base.

m4 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
Tg = —24—%1:4—;355 = x4=3+6x5+4xg
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
:c2:%—i(3+6x5+4x6)+g$5:0—x6
T3 = %5—1—%(3—#6565—1—4366)—gx5:7—:1:5+x6
7= %—i(3+6w5+4x6)—%x5:12—2x5—x6

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

B = 6 — Ts5

Ty = 0 — Tg
rxz3 = 7 - 5 + T
g = 3 + 625 + 4 x4
g = 12 = 2@, = e
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— la soluzione di base primale ottima é:
T1=6, To=0, Z3=7, T4 =3,
T5 =0, Zg=0 divalore 12
— la soluzione di base duale ottima é:
m =0, =0, w3=0, 74 =0,

5 =2, mg=1 divalore 12

f T T s T T 1 T \

51 s " .
£y ]
. 1
. ]
A Y 1
+ ]

4+ \‘ i |
[ ]
\‘ 1
. ]
[ ]

3F © ! i
v-)\ 1
N A} [
8 %“ i
X '

2 aty 1 |
w2 . 1
N\ '
Y ]
A ) 1

1 v -
A |
‘a
A ]
.
0 . . . . . &

| | | | | ) |
0 1 2 3 4 5 6 7

\ i J

Figura 7.36: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (rossa), con il vincolo di branching zo < 0

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPy4) é:
Z1=6, T2=0
il valore ottimo é:
Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo

|2(LP4)] > LB poiché 12 > —oc0

La soluzione ottima &(LP4) ¢ intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 12 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 6,Z2 = 0.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su x5 dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4. Questo nodo € potato per integralita. Il nodo di branching
verso ’alto non € risolto, poiché dopo il Nodo 4 il lower bound soddisfa

|2(LP)| < LB.

Questa é la porzione dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi
di branching risolti:
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» Terminazione

Nodo 2

max

6x1 + 4xo < 39

2x1 + x2
—x1+ 122 <1

l‘1§6

z1,T2 > 0

Nodo 4 22 <0

max 2x1 + To
—x1+ 122 <1
6z1 + 42 < 39
r1 <6
z9 <0

z1,72 > 0

1 =6, T2=0
LB =12
potato per integralita

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

12 < z(ILP)

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 12 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima &(ILP)
¢ &1 = 6,22 = 0 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

< 12

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
ILB = —>
|
1 <6 1 >T7
Nodo 2 Nodo 3
|2(LPy)| = 12 potato per
LB = —c0 inammissibilita

T2 S 0
Nodo 4

z(LPy) = 12
LB = 12

potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP;) = 13: si esegue il
branching su z.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)]| = 12: si esegue il
branching su zs.

e Il nodo di branching verso ’alto del Nodo 2 non é risolto, e non ¢ disegnato,
poiché | z(LP3)] = 12 < LB = 12 dopo il suo primo figlio.

e [ Nodo 3 é potato per inammissibilita: il problema LPj3 non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 4 ¢ potato per integralita: &(LP4) = (6,0) ¢ intera, con valore 12, e
diventa la soluzione incumbent.

11 valore ottimo ¢é z(ILP) = 12 e I'algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima &(ILP) = (6,0). La soluzione ottima non & unica: anche (5,2) ha valore 12.
Con le regole indicate nella domanda, 1’algoritmo trova (6,0).
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Esercizio 7.9 — Algoritmo branch-and-bound (P10)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 3 vincoli:

max 5 1 + 2 x9

—x1 + 3 x2 < 12
r1 + 2 x9 < 12
3x1 — 2 x9 < 8
1, T2 € Z>o

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

( 1 1
T = 5 - 1% T 1w
7 3 1
T9 = 5 3 T4 + 3 5
13 7 5
T3 = ? -+ é Ty — é s
| 2z = 32 — 2 x4 - T5
N J

Domande
1. Eseguire ’algoritmo branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dellindice massimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola FIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(¢) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso alto;

(d) porre il lower bound LB a —oco (non si esegue alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con l'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare I’albero di branch-and-bound, indicando il motivo per cui
ogni nodo di branching viene potato.
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Soluzione

1. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 5 1 + 2 29

—x1 + 3 x2 + x3 = 12
r1 + 2 2 + x4 = 12
31 — 2 2 + x5 = 8
1, r2, 3, T4, rs > 0

e il suo dizionario ottimo:

( 1 1
1 = 5 — 1% — 1%
7 3 1
2 = 5 T 3 z4 + 3 Ts5
13 7 )
r3 = > + 3 Ty — 3 5
z = 32 — 2x4 - T5

w [SIEN] B~

x2

N i /

Figura 7.37: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.
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Una soluzione ottima &(LP;) é:

il valore ottimo é:

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

-0 < z(ILP) < 32

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:
< v e > i +1
x — x —
23 |5 22 |5
=3 =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 95 1 + 2 xo

—x1 + 310 + x3 = 12
1 + 2 ® + a4 = 12
31 — 2 x9 + x5 = 8
T + 26 = 3

1, Z2, 3, Z4, 5, ze > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To + xg = 3 = x5=3— 22

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

g (T 3, ] N _ 1.3 1
Te — T4 xIs Te = 9 8$4 81’5

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:
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( _ 5 1 1
T = 4 Ty 4 xT5
U A S
i) = 9 3 Ty 3 xIs
13 o 7 5
rx3 = — - x4 — ==
’ 2 g 8
1 o 3 1
g = —= - x4 — =
6 5 g T4 g I5
| 2z = 32 - 2x4 - x5
dove B ={1,2,3,6} e N = {4,5} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
_ 5 g T 13 _ 1
T = To=—, Ta=—, Te=—=
1 ) 2 27 3 2 ) 6 2)
T4=0, s =0 divalore 32

— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, m=0, w3=0, 7 =0,
Ty =2, m5=1 divalore 32

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

3
2——mm >0
e =2 §7r6 g 0= _ 16
—9_ _2° o
8 420 6o =73
’ 1
5 :1+§7T6 1+§7620 6 > —8
—_————
75>0

16
Aumentando il valore di 7g fino a 3 il valore di w4 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x¢ diventa una
variabile primale fuori base.

74 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:

;c——}—i-gx —lx = x—é+1x +§x
6= "5 T g g 4=3 T 3T T 3T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

g L4, 1 8 1 141 2
98 = 13 3$5 3556 4$5— Ts5 Tg
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2757 g g Tyt T g | T g¥ =716
SN DI NI U PR DI PR T
379 Tg\3 "33 g T 3 3T gt

3 3 3

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

4 1 8 88 5 16
z:32—2<+x5+x6>—x5:—x5—x6

14 1 2
X1 = 3 3 xT5 3 L6
Tro = 3 — Te6
23 1 7
3 = 5 T 3 + 3 T6
4 i 1 i 8
Ty = = - x -z
4 3 3 I5 3 T6
: = B 2, I,
~ I 3°7° 3 70
dove B ={1,2,3,4} e N = {5,6} e
— la soluzione di base primale ottima é:
.14 5 s 23 _ 4
= 3 Iy =9, T3= 3 4 3’

T5 =0, Tg=0 di valore 3

— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, ma=0, w3=0, =0,
5oLl
3’ N

5 = e di valore ?

Autore: Fabio Furini
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Figura 7.38: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (rossa), con il vincolo di branching 25 < 3
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).

Una soluzione ottima &(LP3) é:

- 14
Ti=3, T2= 3
il valore ottimo é:
88
Z(LPQ) = ?

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo

|z(LP2)| > LB poiché {%J > —00
=29

La soluzione ottima &(LP3) ¢ frazionaria, di conseguenza il problema LP; ¢ inserito nella
lista dei problemi L.

Soluzione del problema LP3

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max Hx1 + 2 x9

—x1 + 3190 + 3 = 12
1 + 2 x + x4 = 12
31 — 2 x9 + x5 = 8
T2 — x5 = 4

x1, Z2, z3, T4, x5, g > 0
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Per il vincolo di branching abbiamo:
To— g =4 = x5=—-4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

(T3, ] IR SN S
Ze = 9 8m4 8x5 Te = 2 8554 8375

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

1 1

1 = 5 - 1% — 7%
7 3 1

Tg = > 3 T4 + 3 s
13 7 5

xr3 = ? -+ g Ty — g s
1 3 1

e = —5 — g™ + g s

g = 32 — 2 x4 - 5

dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:
T2

T4=0, T5 =0 divalore 32
— la soluzione di base duale ammissibile é:

7T[-1207 7?2:07 7773:07 7?6:07

=2, =1 divalore 32

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

3
2+ — >0
r =243 tgTe = _ 16
- 2 —° .
8 420 6 =773
1 1
5 :1—§7T6 1_§7r620 e <8
—_——
75>0

Aumentando il valore di g fino a 8, il valore di 75 scende a 0. Abbiamo quindi che:

g diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, xg diventa una
variabile primale fuori base.
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75 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x5 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
_ 1.3 + L = =44+3x4+8
T = 5 3 T4 3 5 T = T4 Te

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 1
1‘1:5—11‘4—1(44-33344-8.’1)6):4—1134—21'6

7 3 1
= _ = — (4 =4
) 5 83}‘4+8( +3x4+8$6) +$6
13 7 5
z3= - +§x4—§(4+3m4+8x6):4—374—5956

2=32—2x4— (44324 +8x6) =28 —5x4 — 84

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

Ty = 4 - T4 — 2 xg
To = 4 + T
r3 = 4 - T4 — b xg
s = 4 4+ 3 x4 + 8 xg
z = 28 — b x4y — 8 xg

dove B=1{1,2,3,5} e N = {4,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:
1 =4, To=4, I3=4, IT5=4,
T4 =0, Tg=0 divalore 28
— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7a=0, #3=0, #5=0,

7y =05, mg =28 divalore 28
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Figura 7.39: Nodo 3: regione ammissibile di LP3 (rossa), con il vincolo di branching x5 > 4
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

il valore ottimo é:

Z(LPg) =28
Il problema LLP3 ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP3)| > LB poiché 28 > —o0

La soluzione ottima &(LP3) & intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 28 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 1 = 4, Zy = 4.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su x2 dal Nodo 1 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso l'alto, Nodo 3. 1l
Nodo 2 ¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 é potato per integralita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 1

max bx1 + 2x9

—x1 + 3z < 12
T1 + 220 < 12
3xr1 — 219 < 8
z1,22 20
- - 7
T1 =95, Ty = 5
z(LPy) = 32
LB = -0
|
Nodo 2 rg <3 Nodo 3 Tg > 4
max 5x1 + 2x9 max dxi + 2x9
—x1+ 3z < 12 —x1 + 3x0 < 12
x1 + 229 < 12 x1 + 229 < 12
31 — 229 < 8 31 — 219 < 8
z2 <3 T2 >4
Ty, 9 > 0 x1,22 > 0
Fi=2 g -3 B1=4, Z2=4
3 2(LP3) = 28
|2(LPy)] = {S;J LB—28 N
:5; potato per integralita
LB=-00

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

28 < (ILP) < {?J

=29

» Iterazione 2
Il problema LP5 viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:

14 14
T, < 3 e X1 2> 3 +1
N——" N———

=4 =5

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LP5.

(a) Soluzione del problema LPy4

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 246


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Consideriamo il problema LPy4 in forma standard:

max b5 x1 + 2 xo

—x1 + 3z + x3 = 12
1 + 2@ + x4 = 12
3x1 — 2 x9 + x5 = 8
Ta + wg = 3

T + a7y = 4
z1, T2, z3, T4, Ts5, T6, zr > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 +x7=4 = x7=4-—1x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

14 1 2 2 1 2
Tr=4— | — — =5 — = T4 = x7:—§+§x5+§x6

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 14 1 2
I = E — 3 xIs — g Te
X9 = 3 - Ze
23 1 7
I3 = ? — g xIs5 -+ § Te
B 4 i 1 i 8
Ty = 3 3 xIs 3 Te
2 1 2
T = —g + g xIs + g Te
A — 8 _ 9 T5 — 16 %
( -3 3°7° 3 0
dove B ={1,2,3,4,7} e N = {5,6} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
_ 14 _ _ 23 _ 4 2
r1 = x2:37 xr3 = — Ty =5, T7=—73,

88
Ts5 =0, Zg=0 di valore 3

Autore: Fabio Furini
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— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, m=0, m3=0, T4 =0, 77 =0,
5 _ 16 ) 88
=—, Tg=— divalore —
3 3 3
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

5 1
S S >0
S 3 377 ™ <5
3 3 m5>0 T
16 2 162 59
R 3 3% mmoss
76>0

Aumentando il valore di 77 fino a min {5,8} = 5, il valore di 75 scende a 0.
Abbiamo quindi che:

77 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x7 diventa una
variabile primale fuori base.

75 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x5 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
2 1 2
x7:—§+§$5+§$6 = w5=2-—2x6+ 317
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
14 1 2
3;'1:3—5(2—2x6+3$7)—§$6:4_x7
23 1 7
3= ——=-(2-2x6+3z7)+ - x6=T7+3x6 — 27
3 3 3
4 1 8
x4:§+§(2—2$6+3$7)+§«T6:2+2«T6+x7
88 5 16
Z:?—5(2—2$6+3$7)_?$6:26_2x6_5$7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

¢

g, = 4 — T7
To = 3 — T

r3 = 17 4+ 3 x5 — T7
Ty = 2 4+ 2z + T7
5 = 2 — 2x¢ 4+ 3 x7
z = 26 — 2z — b xy
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dove B ={1,2,3,4,5} e N ={6,7} e

— la soluzione di base primale ottima é:
i‘1:47 52:37 .,2.3:7, :i'4:27 5:5:27
Tg =0, 7 =0 divalore 26
— la soluzione di base duale ottima é:

%1:07 77(2:07 77['3:0, 7?4:07 77(5:07

76 =2, ™y =>5 divalore 26

f T T ¥
A

¥
[ ]
A} [ ]
5 . i |
A ]
A []
\‘ i
]
[}
4 L -
. ]
. ]
2 !
Y
3= ° P ———) = = = === -
.
~ [y
8 .
.
A )
2+ @ [ ] { . 1
o
[ ] 6\‘
' é‘\
1 @ [ ] [ 1 X —
P2
' g |
]
| | ‘ A\t
0 ® ® 7 \@“
]
| | | 1 | ¢
0 1 2 3 4 5

N i J

Figura 7.40: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (rossa), con il vincolo di branching z; < 4

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPy) é:
F1=4, F3=3

il valore ottimo é:

Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)| <LB poiché 26 <28

La soluzione ottima &(LP,4) & intera, ma il suo valore non migliora il lower bound LB, che
rimane 28.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Soluzione del problema LPs

Consideriamo il problema LP5 in forma standard:
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max b x; + 2 x9

—x1 + 3 x99 + z3 = 12
1 + 2 x5 + x4 = 12
311 — 2 29 + x5 = 8
To + x4 = 3

T - x7 = 5
1, 2, 3, 4, T5, Z6, z7 > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
T —x7=2>5 = x7=-5+1I

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo
14 1 2 N 1 1 2
Ty = ——=— =Ty — =&
T3 373"
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

( 14 1 2

ry = ? - g s — g Te

) = 3 - T6
23 1 7

r3 = ? = § rs5 + g Tg
4 1 8

T4 = 3 + 3 5 + 3 T
1 1 2

Tr = —3 — 3 ¥ — g T
88 5 16

e T

dove B =1{1,2,3,4,7} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

_ 14 3z 23
xr1T = — To = €raq = —
1 3 2 ) 3 3’

s =0, ZTg=0 di valore 3

— la soluzione di base duale ammissibile é:

7_1-1:07 7?2:07 ﬁ-3207 7_1-4207 7_77:07

5 16
6 = —
673

88
di val —
L valoe -
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Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

5+1 0

= qp =

5 —5+17T7 3 3 '~ w7 > =5
= — —_ _,—/ i
3 3 7r520 7 -
16 2 16

6 :g—l—gﬂ"y E—’_gﬂ—?zo w7 > —8

w6>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di w7 senza violare ’ammissibilita duale, il
che implica che il problema duale ¢ illimitato. Di conseguenza, il problema primale LP5 &
inammissibile, e il nodo di branching corrispondente é potato per inammissibilita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su z; dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 5. Il Nodo 4
¢ potato per integralita, mentre il Nodo 5 & potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 2
max bx1 + 2x9
—x1 4+ 3z < 12
T1 + 220 < 12
3xr1 — 219 < 8
To <3
z1,%2 2 0
T = %, To =3
cp) = |5
=
LB =—-0
|
Nodo 4 Ty <4 Nodo 5 T1 25
max 5x1 + 2x9 max 5xi + 2x9
—x1 + 3x2 < 12 —x1 + 3z0 < 12
x1 + 229 < 12 x1 + 229 < 12
31 — 229 < 8 31 — 229 < 8
r2 <3 r2 <3
1 < r1>5
x1,22 20 x1,22 20
T1 =4, Tag=3 potato per inammissibili-
2(LP,) = 26 ta
LB =28

potato per integralita

Dati il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

» Terminazione

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo & z(ILP) = 28 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)

28 < 2(ILP) < 28

¢ &1 = 4,72 = 4 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
LB = —©
|
T2 <3 T2 >4
Nodo 2 Nodo 3
|z(LPy)] = 29 z(LP3) = 28
LB = —0 LB = 28
| potato per
integralita
1 <4 1 2> 5
Nodo 4 Nodo 5
z(LPy) = 26 potato per
LB = 28 inammissibilita
potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP;) = 32: si esegue il
branching su xs.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)]| = 29: si esegue il
branching su zj.

e Il Nodo 3 é potato per integralita: @&(LP3) = (4,4) ¢ intera, con valore 28, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 4 ¢é potato per integralita: &(LP,4) = (4,3) ¢ intera, con valore 26, che
non migliora il lower bound LB = 28.

e Il Nodo 5 ¢ potato per inammissibilita: il problema LP5 non ha soluzioni

ammissibili.

I1 valore ottimo ¢ z(ILP) = 28 e ’algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima &(ILP) = (4,4).
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Esercizio 7.10 — Algoritmo branch-and-bound (P21)

4 N\
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 3 vincoli:

max 1 + 2 x9
—xr7 - r9 < —2
4 1 — 2x9 < 7
1 + H 1z < 21
1, T2 € Z>o

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

7 5

1 = i_ﬁx4_ﬁx5
7 1

T2 = 5 + 51'4 - ﬁx5

2 3

xr3 = 5 - ﬁl‘4 — ﬁ.%’5
21 3

S R T TR

N J

Domande

1. Eseguire 'algoritmo branch-and-bound utilizzando:

(a) la regola dell’indice massimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oco (non si esegue alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare I’albero di branch-and-bound, indicando il motivo per cui
ogni nodo di branching viene potato.

3. Eseguire di nuovo l'algoritmo branch-and-bound cambiando solo la strategia di sele-
zione della variabile di branching: usare la regola dell’indice minimo. Determinare e
commentare ’albero di branch-and-bound corrispondente.
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1. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

Soluzione

max 1 + 2 x9
—r1 - T2 + x3 = =9
4 1 — 2 x9 + T4 = 7
r1 + 5z + x5 = 21
X, x2, z3, T4, Z5 > 0
e il suo dizionario ottimo:
( A E— Z = i T4 — — X
L= g e 1
T, 2
2= 5 99 11
2
I3 = 5 — ﬁ T4 — ﬁ Iy
21 3
z = o~ = — I — — T
\ 2 22 4 1

~
5 ~.~ =
~
~~~ ,2*1
~—1 + s ~ %9
4 5$ S Q’Q
41 = 21 ~~~~§§1 N
7 =3
2 [ 5 N
§~~
3 @ o { ] ) ~ 4
N

2
[N}
|
[
[ ]
32
2
|

$
W
1| ° -
\'€=
4
N
N
| | | | |
0 1 2 3 1 4
2
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Figura 7.41: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

Y G
xlzia T2 =

2
il valore ottimo é:
21

z(LPy) = 5

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

—00 < 2(ILP) < B‘J

=10

» [terazione 1
Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:
< |7 > |7 +1
75 - e =z —
2= |5 22 |5
=3 =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max r1 + 2 x5
—rr - T2 + T3 = -2
4 21 — 2 x9 + x4 = 7
x1 + 5z + x5 = 2
To + x5 = 3
z1, Za, T3, Z4, zs, rg > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:

To+Tg =3 = ITg=3— T2
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Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

s (7.1 9 _ 1 1 2
xre = — o~ — Xy — — X rTe = —— — — X — X
6 R R 6 2 22T

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

7 ) 1

ry = 3 - 2 Ty — 11 T5
7 1 2

T2 = 3 + 2% T4 — 11 s
2 3

T3 = 5 — 11 T4 — 11 T5
1 1 2

Tg = 3 T 3 T4 + 11 Ts5

21 3
z = ? — ﬁ Ty — ﬁ xIs

dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7T 7

j1:§7 x2:§7

1
j:3:57 j6:_§7

1
T4 =0, 5 =0 divalore >

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, m=0, w3=0, 7 =0,

3 5 21
75 = — di valore 5

Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

3,1,
o3 1 22 122 ° % me > -3
_ 2,1 2 22 >
T2t 7220
5 2 5_ 254 5
T =19~ 177 1117~ Mo <3
75>0

5
Aumentando il valore di 7g fino a 5 il valore di w5 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x¢ diventa una
variabile primale fuori base.
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75 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x5 diventa
una variabile primale in base.
Abbiamo:

1 1 2 . 1o
rTe — —— — —X — X rs — — = 95 — X
6 2 22747 117? STy Tyt g e

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

75 Lt oo o 1 1
Mmoo\ Ty T g ) Ty Tt T e
7,1 2 (11 1 11N,

T2 T g™ \g Ty T g ) T o6
2 3 (1,1 1 )17 1 3
TWZoT M T\ T T ) Ty Tt T e
2 3 5 (11,1 1) _37 1 5
FT Ty T T\ Tyt T e ) T Tt T e

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

13 1
X1 = Z — — T4 — - Tg
Tro = 3 — L6
T 1 3
X3 = 4 4 T4 B Te
11 i 1 i 11
Ty = — - x —
5 1 1 T 5 16
: = 3L g - 2,
~ T4 4 2 °F
dove B ={1,2,3,5} e N = {4,6} e
— la soluzione di base primale ottima é:
- 13 . . 17 11
xlzia 1'2:3, x3:Z7 x5:Z7

T4=0, Tg=0 di valore Z

— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7o=0, 73=0, 75=0,
1

7}4217

5 3
e = — di valore 7
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~
—

2

N o /

Figura 7.42: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (rossa), con il vincolo di branching 25 < 3
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).

Una soluzione ottima &(LP3) é:

- 13 .
GRS 3
il valore ottimo é:
37
Z(LPQ) = Z

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo
o 37
|z(LP2)| > LB poiché —| > -0

La soluzione ottima &(LP3) ¢ frazionaria, di conseguenza il problema LP; ¢ inserito nella
lista dei problemi L.

Soluzione del problema LP3

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max T1 + 2 x9
=1 = To + X3 = =2
4 1 — 2 x9 + x4 = 7
r1 + 5 a2 + x5 = 21
2 = Gy = 4
1, g, 3, Z4, Ts, Tg = 0
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Per il vincolo di branching abbiamo:
T9 —xg =4 = x5=—-4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

7 1 2 1 1 9
2 " 29 11°° 2 " 29 11

xG:—4+(+x4—x = Xg=—7+ -Ta— —Ts

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

7 5 1
Ty = 3 - 5334 - ﬁﬂfE)
7 1
To9 = 5 + 51'4 - ﬁ.’L‘5
2 3
T3 = 5 — ﬁ$4 — ﬁl‘5
1 1 2
Te = ) + 5164 - ﬁﬂfs,
21 3
( © T 2 T o™ T o

dove B=1{1,2,3,6} e N = {4,5} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7 7

21
T4 =0, 5=0 di valore 5

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, M9 =0, w3=0, 7 =0,

3 5 21
Ty = —, @5 =— divalore —
2

S 1. S0
= = =
31 22 22 0= 5
Ty = — — — T§ N—— 6
22 22 w420
5, 2 LTI 5
T =T T ™ 2
75>0

Aumentando il valore di g fino a 3, il valore di m4 scende a 0. Abbiamo quindi che:

mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x¢ diventa una
variabile primale fuori base.
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una variabile primale in base.

7 1 2
=—+—(11+4 22 - — =4
X9 5 S 29 ( +4x5 + .176) 11 Ts + x¢

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

r = 1 — T — 5 Tg
To = 4 + T
T3 = 3 - Tr5 — 4 x¢
xgy = 11 + 4 x5 + 22 x4
5 = 9 — 5 — 3 xg

dove B =1{1,2,3,4} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:

T5 =0, Zg=0 divalore 9

— la soluzione di base duale ottima é:

5 =1, mg=3 divalore 9

my4 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa

Abbiamo: | | .
$6:—§+§x4—ﬁx5 = x4=11+4+4x5+ 22z
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
7T 5 1
=———(1144 22 ——a5=1—x5 —
T 5 " 2 (11 4+ 4 x5 + 22 x¢) 11 Ts5 T5 — 5 xg

2 3
:C3:5——(11+4a:5+22x6)——x5:3—m5—4:c6

11 11
21 3 5}
z:?—ﬁ(ll+4x5+22x6)—ﬁx5:9—x5—3x6

1'1:1, 572:4, 5‘3:3, 54:11,

F1=0, 7a=0, 73=0, #4=0,
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Figura 7.43: Nodo 3: regione ammissibile di LPj3 (rossa), con il vincolo di branching x5 > 4
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

il valore ottimo é:

z(LP3) =9
Il problema LLP3 ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP3)| > LB poiché 9> —o00

La soluzione ottima &(LP3) ¢ intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 9 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 71 = 1,z = 4.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

I1 Nodo 2 viene rimosso dalla lista dei problemi L (potato per bound), poiché ora

|2(LPy)] =9 <LB =9

Alla fine della prima iterazione, il branching su x5 dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 3. Il Nodo 2
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 é potato per integralita. Il Nodo 2 viene quindi
rimosso dalla lista dei problemi L (potato per bound). L’albero di branch-and-bound
corrispondente é:
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Nodo 1

X1,

max x1 + 2x9
-1 — 29 < —2
41 — 229 < 7
xr1 + dxe <21

:L'QZO

p Terminazione

ILP & risolto all’ottimo.

~——
=10
LB =—-c
Nodo 2 T2 <3 Nodo 3 T2 > 4
max xi1 + 2x9 max xi + 29
—z1 — 22 < =2 —z1 — 22 < =2
4$1*2$2§7 4$1f2$2§7
x1 + bxry < 21 1+ 5xe < 21
To <3 T9 >4
x1,22 20 z1,T2 = 0
- 13 . I1=1, T9=4
1=, T2= 3
- z(LP3) =9
|2(LP3)] = { LB =9
4 potato per integralita
=9
LB =—-00

Dati il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

9 < 2(ILP) < 9

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢é uguale all’'upper bound UB e il problema

11 valore ottimo & z(ILP) =9 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ 1 = 1,%9 = 4 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
|z(LPy)] = 10
LB = —x©
|
T2 <3 x2 >4
Nodo 2 Nodo 3

|2(LP3)] = 9 z(LP3) = 9
potato per bound potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP1)| = 10: si esegue il
branching su xs.

e Il Nodo 2 é potato per bound: dopo un miglioramento del lower bound viene
rimosso dalla lista, poiché |z(LP2)| =9 <LB =09.

e Il Nodo 3 ¢ potato per integralita: &(LP3) = (1,4) é intera, con valore 9, e
diventa la soluzione incumbent.

I1 valore ottimo & z(ILP) = 9 e 'algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima &(ILP) = (1,4). La soluzione ottima non & unica: anche (3,3) ha valore 9.
Con le regole indicate nella domanda, 1’algoritmo trova (1,4).

3. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound con la regola dell’indice minimo come
strategia di selezione della variabile di branching.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max r1 + 2 2
-1 - To + 3 = -2
4 1 — 2 x9 + x4 = 7
x1 + b5 xo + x5 = 21
x1, x2, z3, Z4, zs =2 0

e il suo dizionario ottimo:
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( 7 5
ry = 3 2 Ty — 11 Z5
7 1
T2 = ) 29 Ty — 11 Zs
T3 = 5} 11 T4 — 11 Ts5
21
L z = — ﬁ Ty — ﬁ Iy

5 |- e e
~
~
~~~ 1742
1+ 5. ~ 2.
4 @ =2 e 05X 2
7| o i
2 ~~~~
3@ ° ° ° =

T2
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4
°
°
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Figura 7.44: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

- T 7

xr1 = 5, T9 = 5
il valore ottimo é: o
Z(LPl) = ?

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

JILP) < PJ

—00 <
- 2

=10

p Iterazione 1
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Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching ¢ x;. I vincoli di branching sono:
7 7
3:13{2J e lebJJrl
=3 =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP5 e LP3.

(a) Soluzione del problema LPg

Consideriamo il problema LP5 in forma standard:

max 1 + 2 x9
=g = To + T3 = =2
4 1 — 2 x9 + x4 = 7
r1 + 5 x2 + x5 = 2
T + xg = 3
x1, z2, x3, T4, x5, g > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1+ 26 =3 = Te=3—2

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

_ 7 5 1 N IR S N
T = T4 xIs T = B 29 T4 11 Is5

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 7 ) 1
ry = 9 ~ 99 Ty — Tl Ts
7 1 2
Ty = B aln 2 T4 — 11 5
r3 = 5 — % T4 — ﬁ I5
1 ) 1
g = —5 + ﬁ T4 + ﬁ x5
21 3
[ © T 2 T o™ T o
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7 7

X 57 j3:57 Te = —

_ 1
xr1 =5, T2= 57

1
T4=0, T5=0 di valore 5
— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, Mo =0, w3=0, 7 =0,

5 2
75 = — di valore —
11 2

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale

migliore. Abbiamo:

3 5 .
== =1
o _3 5 22 22 0= _3
_ 2 9 L
YTy 227 — T <
5 1 S_1 50
I TR T o n"™= T S5
75>0

3 3
Aumentando il valore di 7g fino a min {5, 5} =5 il valore di m4 scende a
0. Abbiamo quindi che:
mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x¢ diventa una
variabile primale fuori base.

w4 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa

una variabile primale in base.

Abbiamo:

1,51 N _n 2 2
T6= Ty T ™ e TR T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

7 5 (11 2 22 1
1’1:§—f 7_7m5_‘_7$6 2175:3—515'6

2\5 5 5 11
902=7+1(11—2935-#22566)—2335:18—1 5+1936
2 22\5 5 5 11 5 5 5

2 (11 2 22 3 23 1 4
m3:5_11<5_5x5+5$6>_11x5:5_5"”5_5:”6
21 3 (11 2 22 5 51 2 3
2‘m<5‘5%+5$@‘xﬁk5‘5%‘5%
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xr] = 3 - Lo
18 1 1

xro = g = 3x5 + gxﬁ
23 1 4

T3 = g — 51‘5 — ng
11 2 22

T4 = E — gl'E, i Effi
51 2 3

[ 2 = 5 — 5% - 5

dove B=1{1,2,3,4} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:

T5 =0, zg=0 di valore =

— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7a=0, 73=0, 74=0,

- 2 3 . 51
5 = —, 7g=— divalore —
5 5 5
R T T T T
5 ~~~ : 1
Qs 7 1
Yo 749 [}
TePs o
44 ) : —
18 | = .
5 ~~~~
3 4 ~~~—
N
8
]
21 ! 1
!
1
1
10 : |
1
!
1
0 ;
| | : |
0 1 2 3 4

\_ i /

Figura 7.45: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (rossa), con il vincolo di branching 1 < 3

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).

Una soluzione ottima &(LP3) é:
- - 18
Tr1 = 3, Tro = E
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il valore ottimo é: o
Z(LPQ) = g

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo
: 51
|z(LP2)| > LB poiché {J > —00

=10

La soluzione ottima &(LP3) é frazionaria, di conseguenza il problema LP; ¢ inserito nella
lista dei problemi L.
Soluzione del problema LPj

Consideriamo il problema LP3 in forma standard:

max 1T + 2 xy
—ap) = To + x3 = -2
4 1 — 2 x9 + x4 = 7
z1 + 5 x9 + x5 = 21
T — Tg = 4
x1, Z2, x3, Z4, Zs5, ¢ = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 — T =4 = xg=—-4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

_ (T8 1 I S B
T — Ty xT5 Te — 5 29 T4 11 xIs

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

( 7 5 1
xr1 = 2 ~ 99 T4 — 11 Ts
7 1
Ty = 2 + 2 T4 — 11 s
2 3
I3 = 5 - ﬁ T4 - ﬁ Is5
1 5 1
e = 5 T 99 Ty — 11 s
21 3
B = > T Ty — 1 T5
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

7 7

X 57 j3:57 Te = —

_ 1
xr1 =5, T2= 57

1
T4=0, T5=0 di valore 5
— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, Mo =0, w3=0, 7 =0,

3 5 21
75 = — di valore 5

= 590 11

Se aumentiamo il valore di 7, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

3.5
—+ =
o3 5 22 " 2270 = 3
= — — —_— __
t T " % 6 >~
5,1 St S0
ms =17 T 7T TR T6 = —9D
75>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di mg senza violare I’ammissibilita duale, il
che implica che il problema duale ¢ illimitato. Di conseguenza, il problema primale LP3 &
inammissibile, e il nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su x; dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 3. Il Nodo 2
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 é& potato per inammissibilita. L’albero di

branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 1

max x1 + 2x9
-1 — 29 < —2
41 — 229 < 7
xr1 + dxe <21

1,22 20

~——
=10
LB =—-
Nodo 2 r1 <3 Nodo 3 Ty >4
max xi1 + 2x9 max xi + 29
—z1 — 22 < =2 —z1 — 22 < =2
4$1*2$2§7 4$1f2$2§7
x1 + bxry < 21 1+ 5xe < 21
r1 <3 T >4
z1,22 >0 z1,22 >0
F 18 pf)tato per inammissibili-
) ta
51
cpa) = | 5 |
~——
=10
LB=-x

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

—00 < 2(ILP) < {?J

=10

» Iterazione 2
Il problema LP5 viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching € x5. I vincoli di branching sono:
18 18
Ty < | ¢ ™ > =t 1
=3 =4

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LP5.
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(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LP4 in forma standard:

max 1 + 2 @
' T2 + I3 - _9
421 — 2 x + x4 = 7
1 + 5 x + x5 = 7
X1 + x = 3
) + z7 = 3
x1, x2, x3, X4, x5, Z6, xzz =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To +x7 =3 = x7=3— X9
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo

di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

18 1 +1 3+1 1
€rw = — — = = 75 = X Ty = ——C -5 — T
7 5 6 = 7 5 5 5 5 6

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

T = 3 — Te
18 1 1

2 = g T g + 5 6
23 1 4

I3 = E — g Is — g Te
11 2 22

T4 = T 3 rs + 5 Ze
3 1 1

Ty = —g I 5 Trs — 5 Tg
51 2 3

z = g - g T5 — 5 Ze

dove B ={1,2,3,4,7} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

51
s =0, ZTg=0 di valore =
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— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, m=0, m3=0, Ty =0, 7 =0,
2 3 51
s =—, ©g=— divalore —
5 5
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

S >0
b 21 5 5 - <2
5 5 20 !

Te ==+ -7 Ftgm=0 T > —3
55 0 o

76>0

Aumentando il valore di 77 fino a 2, il valore di w5 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

77 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x7 diventa una
variabile primale fuori base.

75 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x5 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
3+1 L = 3+a6+5
Tr=——=+—-x5——-x aB = 95 x
7 5 5 5 5 6 5 6 7
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
18 1 1
332:3_5(3+$6+5$7)+5x6:3_x7
23 4
$3:E*3(3+x6+5$7)*5$6:4*$6*$7
1 2 22
x4:g—g(3+$6+51’7)+€$6:1+4$6—21‘7
51 2 3
Z:3_5(3+x6+5$7)_5x6:9_x6_2x7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

T = 3 - T

To = 3 — T7
r3 = 4 - T — 7
zy = 1 4+ 4z — 2 27
s = 3 + re + D w7
z = 9 - Tg — 2 x7

Autore: Fabio Furini
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dove B ={1,2,3,4,5} e N ={6,7} e

— la soluzione di base primale ottima é:

F1=3, F9=3, F3=4, Ga=1, 35=3,

T¢ =0, Ty =0 di valore 9
— la soluzione di base duale ottima é:

%1:07 77(2:07 77['3:0, 7?4:07 77(5:07

=1, =2 divalore 9
~ e B B N
5 " b
RN !
-~ 1
Yo 2
4 |- ~~359 : |
“~~ ]
§~.. :
O '
3 1 | Sa
° o e -
~
~
8 Sen
1 ~
21 ' .
| ]
1
1
1 : i
1
1
1
1
0 ;
| ]
| | [ ] |
0 1 2 3 4
1

\_

Figura 7.46: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (rossa), con il vincolo di branching zo < 3
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPy) é:

1 =3, To =3
il valore ottimo é:
z2(LPy) =9
Il problema LP, ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP4)| > LB poiché 9> —00

La soluzione ottima &(LP,4) ¢ intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 9 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa 1 = 3,Z3 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Soluzione del problema LPs

Consideriamo il problema LP5 in forma standard:
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max T1 + 2 @9
—r; - T2 + T3 = _9
4 1 — 2 x9 + x4 = 7
1 + 5 a9 + x5 = 21
X1 + g = 3
T - x7 = 4
x1, T2, x3, Z4, Z5, Z6, xzz =2 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To —x7 =4 = x7v=—-4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo
o 18 1 i 1 N 2 1 i 1
Ty = — — ——r5+-x Tr=————Ts+—-x
7 5 5 5 5 6 7 5 5 5 5 6
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

T = 3 — Tg
18 1 1

Ty = g = g r5 + g Tg
23 1 4

r3 = 5 3 r5 — 5 L6
11 2 22

T4 = E — g Tr5 + E Ze
2 1 1

Ty = —g = g r5 + 5 Tg
51 2 3

\ zZ = E - g s — g L6

dove B =1{1,2,3,4,7} e N = {5,6} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:
18 _ 23 _ 11 2
==, I3=—_—, - =

5 5 5

51
s =0, ZTg=0 di valore =

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, Mg =0, m3=0, My =0, 77 =0,
2
57

Ty =

3 1
e = — di valore 5—
5 5
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Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

2+1 >0

- +-m

5 —2+17T7 58 9 ! T > =2
= — —_ _,—/ i
5 5 7r520 7 =
3 1 E

6 :5—5777 5 57T7— mr <3

76>0

Aumentando il valore di 77 fino a 3, il valore di mg scende a 0. Abbiamo quindi che:

77 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x7 diventa una
variabile primale fuori base.
g diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, xg diventa
una variabile primale in base.
Abbiamo:
2 1 1
x7:—g—5x5+g$6 = xg=2+x5+bx7

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

x1:3—(2+m5+5x7):1—x5—5x7

18 1 1
T2 = o _5x5+5(2+$5+59«“7):4+$7
23 1 4
1’3:*5 —5.%5—5(24-(1754-5567):3—1’5—4x7
11 2 22
T4= —5x5+€(2+a}5+5x7):11+4x5+22$7
51 2 3
z:g—gms—5(2+$5+5$7):9—$5_3$7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

T, = 1 - T5 — 5 x7
To = 4 + T7
r3 = 3 — r5 — 4 x7
gy = 11 + 4 x5 + 22 x7
e = 2 + x5 + 5 x7
g = 9 — T5 — 3 x7

dove B =1{1,2,3,4,6} e N = {5,7} e

— la soluzione di base primale ottima é:

jlzl, :17}2:4, £3:3, :?:4:11, $6:2,

T5 =0, Ty =0 di valore 9
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— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7a=0, 73=0, #4=0, 7g=0,

75 =1, w7 =3 divalore 9

~ &
S

T

w
[
’
I
-

2

Whenls s ...

N i %

Figura 7.47: Nodo 5: regione ammissibile di LPj5 (rossa), con il vincolo di branching x5 > 4

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPs) é:

il valore ottimo é:

z(LPs) =9
Il problema LP5 ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP5)] <LB poiché 9<9

La soluzione ottima &(LP5) & intera, ma il suo valore non migliora il lower bound LB, che
rimane 9.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su x5 dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso I'alto, Nodo 5. Entrambi i
nodi sono potati per integralita. L’albero di branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 4

Nodo 2

max x1 + 2x9
—X1 — T2 S —2
41 — 229 < 7

xr1 + dxe <21
I S 3
z1,22 =0
5 - 18
r1 = 3, 9 = g
51
cp)) = | % |
——
=10
IB=-
T2 <3 Nodo 5

.%‘224

max xi1 + 2x9
—r1 —To < —2
4y — 229 <7
T1 + dxo < 21
1 <3
T <3

1,72 20

max xi+ 29
—xr] — 29 < —2
4xy —2x9 <7
T1 + dxo < 21
1 <3
To >4

z1,T2 > 0

T1=3, T2=3

z(LP4) =9

LB=9

potato per integralita

.i'l = 1, To = 4

z(LP5) =9

LB=9

potato per integralita

» Terminazione

9 < 2(ILP) < 9

Dati il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

Il valore ottimo & z(ILP) =9 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ 1 = 3,72 = 3 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

L’albero di branch-and-bound finale di questa seconda esecuzione é:

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
|2(LPy)] = 10
LB = —©
|
1 <3 r1 >4
Nodo 2 Nodo 3
|z(LP2)| = 10 potato per
LB = —c0 inammissibilita
|
x2 <3 z2 >4
Nodo 4 Nodo 5
z(LPy) = 9 z(LPs) = 9
potato per potato per
integralita integralita

I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP1)] = 10: si esegue il
branching su z.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)]| = 10: si esegue il
branching su zs.

e [1 Nodo 3 é potato per inammissibilita: il problema LP3 non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 4 é potato per integralita: &(LP4) = (3,3) ¢ intera, con valore 9, e
diventa la soluzione incumbent.

e Il Nodo 5 & potato per integralita: &(LP5) = (1,4) ¢ intera, con valore 9, che
non migliora il lower bound LB = 9.

I1 valore ottimo & z(ILP) = 9 e 'algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima &(ILP) = (3,3). La soluzione ottima non & unica: anche (1,4) ha valore 9.
Con le regole indicate nella domanda, 1’algoritmo trova (3, 3).

Le due esecuzioni restituiscono due soluzioni ottime diverse, (1,4) e (3,3), con lo

stesso valore ottimo 9.
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Esercizio 7.11 — Algoritmo branch-and-bound (P23)

4 N\
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 3 vincoli:

max 1 + 4 x9
31 + 8 x9 < 24
—x1 < -1
—x9 < -1
1, x2 € ZI>o

I vincoli 1 > 1 e x5 > 1 sono scritti in forma canonica come —z1 < —1 e —xgy < —1.

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

T = 1 + Ty
21 1 3
$2:§ — §$3 — §$4
13 1 3
o= g T g T g
23 1 1
N T T
. J

Domande
1. Eseguire ’algoritmo branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell'indice minimo come strategia di selezione della variabile di
branching;
(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso alto;

(d) porre il lower bound LB a —oco (non si esegue alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con 'algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.

2. Determinare e commentare I’albero di branch-and-bound, indicando il motivo per cui
ogni nodo di branching viene potato.
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Soluzione

e Inizializzazione

max 1
3 I

—x1

X,

ol 4$2

+ 8 xy + x3

e 1l suo dizionario ottimo:

I

T2

Ts

—x9
X2, z3,
= 1
21 1
8 8
13 1
8 8
23 1
2 2

T3

T3

T3

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

Ty

X4,

N — 0ol w ool w

Ty

Ly

Lq

T4

Ts5

Ts

1. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

x2

N

1

Una soluzione ottima &(LP;) é:

Figura 7.48: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.

Autore: Fabio Furini
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il valore ottimo é: 93
Z(LP]_) = ?

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

—oo < H(ILP) < E’J

=11

p Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x5. I vincoli di branching sono:
21 21
xg < 3| ¢ % > i 1
=2 =3

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

(a) Soluzione del problema LP5

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max r1 + 4 x
3x1 + 8z 4+ a3 = 24
— + x4 = -1
—Z9 + 75 = -1
T2 + x6 = 2
x1, x2, T3, Z4, zs, rg > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:

To + xg = 2 = xg=2— 2o
Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

2 — = > T ! + 5

Tap = — — = X3 — = X T = — % ST ST

6 3 4 6 g Tg¥t gt
Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e

otteniamo il seguente dizionario:
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r = 1 + T4
21 1 3

Tro9 = § —§x3—§x4
13 1 3

o= g T~ g% o~ g
5 1 3

$6:_§+§$3+§«T4
23 1 1

[ 2 = 35 ~ 3% — 3m

dove B=1{1,2,5,6} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:
21 _ 13
< I5 = 5,
8" 07 8

3 =0, 4 =0 divalore 5

T 1, x T o
1=4 2 = 6 — — 35>
8

— la soluzione di base duale ammissibile é:

=0, m9=0, 75=0, =0,
1 1 23

T3 = —, w4 =— divalore —
2’ 2 2
Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

11 >0
1 1 2 g"e=
2 8 3>0
1 3 1_§ >0 4
T4 :i—gﬂ'ﬁ 2 87T6— 6 Sg
T4>0

4 4
Aumentando il valore di 7g fino a min {4, 3} =3 il valore di m4 scende a

0. Abbiamo quindi che:
mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x¢ diventa una
variabile primale fuori base.

74 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
x6:—§—|—1x3—|—§m4 = x4:§—1x3—|—§:p6
8 8 8 3 3 3
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 +8 8 1 +8
s—==fgr=0p || =c==8By =%
3 6 3 3 3 3 6
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21 1 do Lo LB g
2= g g T gl\lg gy T
x—g—lx—§ §—}m —|—§x =g
T8 8% g\3 3BTz~ 6
ooz 1 Lgb Lo 8 o _dE 1 4
2 273 9\3 373" 3 373 3¢

( 8 1 8
o= 3 T 33 + 3 76
i) = 2 — Te

5 1 n 8
Ty = - - -z -z
4 3 3 3 6
T5 = 1 — T
32 1 4
z = e~ = - T — — X
3 5 370

dove B=1{1,2,4,5} e N = {3,6} e

— la soluzione di base primale ottima é:

2
z3=0, g=0 di valore 3

— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7#o=0, 74=0, 75=0,

1 4

2
=—, ©g=—- divalore 32
3 3 3

o

=

[}
wloo |-

I

ot

(@]

Autore: Fabio Furini
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Figura 7.49: Nodo 2: regione ammissibile di LPy (rossa), con il vincolo di branching zo < 2
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LP3) é:

il valore ottimo é:

Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo

2
|z(LP2)] > LB poiché \‘3J > —00
=10

La soluzione ottima &(LP3) é frazionaria, di conseguenza il problema LP; ¢ inserito nella
lista dei problemi L.

Soluzione del problema LPj3

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max 1 + 4 x9
31 + 8 x93 4+ x3 = 24
—I + x4 = -1
—X9 + x5 = -1
To — x5 = 3
x1, z2, x3, Z4, x5, z = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To —Tg =3 = x5=-—-3+22

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

= Zg=-—=—-a3— =24

211 3 3 1 3
8 8 ° 8

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:
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dove B=1{1,2,5,6} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

z3=0, z4=0

— la soluzione di base duale ammissibile é:

m =0, m9=0, 75=0, =0,

1 1 >0
m3 = +17T \L—i_gf—zﬁ_
i
3 2 8 6 m3>0
1 3 1 § >0
T4 :§+§7T6 2+87T6—
742>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di mg senza violare I’ammissibilita duale, il
che implica che il problema duale ¢é illimitato. Di conseguenza, il problema primale LP3 &
inammissibile, e il nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.

Alla fine della prima iterazione, il branching su xo dal Nodo 1 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 3. Il Nodo 2

r = 1 =F
21 1
™ = § T g -
13 1
o= g T g -
3 1
T = —g T g
23 1
2= 5 - ogm -

Ly

T4

Zq

Ly

Ty

N = 00| w 0o|lw | w

di val —
i valore =

23
di valore 5

e > —4
> :

v —=
6 = 3

¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 € potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
SAPIENZA
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Nodo 1

max x1 + 4x9
3r1 + 81 < 24

—r1 < -1
—r9 < —1
x1,x9 > 0
T1 =1, 9= %‘1

»p Iterazione 2

necessario).

LB =—-
Nodo 2 Tg <2 Nodo 3 T2 23
max x1 + 4xo max i + 4xo
3r1 + 81 < 24 3r1 + 81y < 24
-z < -1 —z; < -1
—x9 < —1 —x9 < —1
2 <2 T2 >3
x1,22 20 z1,T2 = 0
3 . TR
P pf)tato per inammissibili
3 ta
2
[+(LPy)] = | 5
~——
=10
LB=-x

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

—x < H(ILP) < ﬁfJ

=10

Il problema LPs viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.

La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:

< |8 >8] 41
r1 S 3 e I = 3
~— —

=2 =3

I1 problema LPy si crea con il primo vincolo di branching (il secondo figlio si risolve solo se

Autore: Fabio Furini
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(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LP4 in forma standard:

max r1 4+ 4 xo
3z + 8x0 + z3 = 24
—1 + x4 = -1
—X9 + x5 = -1
z2 +  Te = 2
T + x7 = 2
z1, z2, z3, Z4, x5, z6, xzz > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1+ a7 =2 = I7=2-1x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

T7 =2 — §—1x +§:Jc = x——g+1m—§x
7= 3 3T 36 T= 73T 33

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

( 8 1 o 8
T = - — - X
1 3 3 3 3 6
Ty = 2 — T
5 1 " 8
X = - — - X - T
4 3 3 3 3 6
Ty = 1 - Te
2 n 1 8
By = == = 23 = = Z
7 3 3 3 3 6
32 1 4
z = = = - T — — X
\ 3 3 3 "

dove B = {1,2,4,5,7} e N = {3,6} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
p— T ey 1 —_ ——
37 Z5 , X7

T3 =0, Zg=0 divalore —
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— la soluzione di base duale ammissibile é:
m =0, m9=0, my=0, 75=0, =0,
1 4 32
e = 3 di valore 3

Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

1
S>>0
3 3 73>0 B
4 8 2.8 50 1
6 :§+§7T7 3+37T7_ 7 2—5
76>0

Aumentando il valore di w7 fino a 1, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

77 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x7 diventa una
variabile primale fuori base.

73 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x3 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
_ 2 TF . s = =2+4+8x6+3
X7 = 373 3 3 Ze r3 = Le Z7
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
8 1 8
a:1:§—§(2+8x6+3x7)+§x6:2—x7
5 1 8
x4:§—§(2+8w6+3x7)+§x6:1—x7
32 1 4
z= ?—§(2+8x6+3x7)—§$6:10—4x6—x7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

/

T, = 2 — T7
To = 2 — T
r3 = 2 + 8z + 3 x7
Ty = 1 — x7
Ts5 = 1 - T
z = 10 — 4z -— 7

\

dove B=1{1,2,3,4,5} e N = {6,7} e
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— la soluzione di base primale ottima é:

T1=2, To=2, 23=2, T4=1, I5=1,
Tg =0, Z7y=0 divalore 10
— la soluzione di base duale ottima é:

7~"-1:07 7’:‘-2:07 77[-3:()7 7}4207 ﬁ5:07

g =4, mr =1 divalore 10

€2
8
&
+a
or
)
'
'
'
)

N e .-

\ i %

Figura 7.50: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (rossa), con il vincolo di branching z; < 2

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPy) é:

il valore ottimo é:

z(LP4) = 10
Il problema LP4 ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)| > LB poiché 10 > —o0

La soluzione ottima &(LP4) ¢ intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 10 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 2, Zo = 2.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su x; dal Nodo 2 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 4. Questo nodo & potato per integralita. Il nodo di branching
verso ’alto non ¢ risolto, poiché dopo il Nodo 4 il lower bound soddisfa

|2(LP,)| < LB.

Questa ¢ la porzione dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi
di branching risolti:
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» Terminazione

Nodo 4

Nodo 2
max xi1 + 4xo
3r1 + 8xo < 24
—r < -1
—XI2 < —1
i) S 2
x1,w2 >0
- 8
=3 I2= 2
32
(cp) = | 2|
~——
=10
LB=—-00
T S 2

max xi + 4o
3x1 4+ 8xo <24
—r1 < —1
—x9 < —1
To < 2
1 <2

x1,22 20

T1=2, To0=2

z(LP4) = 10

LB =10

potato per integralita

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

10 < z(ILP)

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

11 valore ottimo & z(ILP) = 10 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)

¢ 1 = 2,72 = 2 (la soluzione incumbent Z(ILP)).

2. L’albero di branch-and-bound finale é:

Autore: Fabio Furini
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Nodo 1
|2(LPy)] = 11
ILB = —>
|
To < 2 T2 > 3
Nodo 2 Nodo 3
|z(LP2)| = 10 potato per
LB = —c0 inammissibilita

T <2
Nodo 4

z(LPy) = 10
LB = 10

potato per
integralita

I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.

e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP;)| = 11: si esegue il
branching su xs.

e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)]| = 10: si esegue il
branching su zj.

e Il nodo di branching verso ’alto del Nodo 2 non é risolto, e non ¢ disegnato,
poiché |z(LP3)| =10 < LB = 10 dopo il suo primo figlio.

e [ Nodo 3 é potato per inammissibilita: il problema LPj3 non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 4 ¢ potato per integralita: &(LP4) = (2,2) ¢é intera, con valore 10, e
diventa la soluzione incumbent.

I1 valore ottimo ¢ z(ILP) = 10 e ’algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima Z(ILP) = (2,2).
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Esercizio 7.12 — Algoritmo branch-and-bound (P24)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 4 vincoli:

max 4 x1 + 3 x9

Tx1 4+ 3 x99 < 24
—r1 -+ o < 3
—x1 < -1
—x9 < -2

x1, x2 € ZI>o

I vincoli 1 > 1 e x5 > 2 sono scritti in forma canonica come —z1 < —1 e —x9 < —2.

e un dizionario ottimo del suo rilassamento lineare in forma standard:

3 1 3

T = §—T0$3+Ex4
9 1 7

T2 = §—E$3—E$4
1 1 3

Trs = §_T0$3+Em4
) 1 7

Te = i—ﬁfs—ﬁﬂl
39 7 9

S N T I B T

g J

Domande
1. Eseguire 'algoritmo branch-and-bound utilizzando:
(a) la regola dell’indice massimo come strategia di selezione della variabile di
branching;

(b) la regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching;

(c) risolvere prima il nodo di branching verso il basso e poi il nodo di branching
verso l'alto;

(d) porre il lower bound LB a —oo (non si esegue alcun algoritmo euristico).

Risolvere i problemi LP dei nodi di branching con l’algoritmo del simplesso duale.
Nell’algoritmo del simplesso duale, la variabile uscente € la variabile in base con valore
negativo e indice minimo, e i pareggi nel test dei rapporti si risolvono con l'indice
minimo. Mostrare graficamente la soluzione ottima dei problemi LP associati ai nodi
di branching.
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.

2. Determinare e commentare ’albero di branch-and-bound, indicando il motivo per cui

ogni nodo di branching viene potato.

J/

1. Esecuzione dell’algoritmo branch-and-bound per risolvere il problema ILP.

e Inizializzazione

Consideriamo il problema LP; in forma standard:

max 4 x1 + 3 x9

Ty + 3 x2 +

—x1 + T2
2

— 2o

xy, z2,

e 1l suo dizionario ottimo:

( 3
T = 5
9

) = 5
- 1

T5 = 5
5

L6 = 5
39

[ © T 2

T3

€3,

T4
i xIs
+ Te
X4, s, T6
3
r3 + E X4
7
I3 — E Ty
3
r3 + ﬁ T4
7
r3 — E T4
9
r3 - E T4

Soluzione

24

Autore: Fabio Furini
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B ONO o
T

2

N o /

Figura 7.51: Nodo 1: regione ammissibile di LP; (rossa), punti ammissibili del problema
PLI (neri) e soluzione ottima di LP; (blu) con la retta della funzione obiettivo che vi passa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

od ge?
1=5 12535
il valore ottimo é:
39

La soluzione ottima &(LP;) ¢ frazionaria e il problema LP; ¢ ammissibile, quindi il
problema LP; viene inserito nella lista dei problemi L e il lower bound LB viene posto a
—00.

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

2

——
=19

—o0 < HILP) < f’gJ

» Iterazione 1
Il problema LP; viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
La variabile di branching é x5. I vincoli di branching sono:
Ty < g e x> 9 +1
2 |5 22 |5
=4 =5

Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPy e LP3.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 295


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

(a) Soluzione del problema LP,

Consideriamo il problema LPs in forma standard:

max 4 x1 + 3 x2

7Tz + 3z + 3 = 24
—x1 + T2 + @4 = 3
—1 + x5 = -1
—Z2 + 6 = -2

T9 + xr = 4

T, 9, T3, Ty, Ts, Tg, xr7 > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To+x7 =4 = x7=4—1x9

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

7 =4— g—ix—lx = x——l—kim —i—la;
[ 2 10°% 10 T o0 0

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

3 1 3

T = i_TOx3+TOx4
9 1 7

T2 = E—Toxs—TOJM
1 1 3

Ty = §*T0$3+1*0334
) 1 7

Te = §—T0$3—T0$4
1 1 7

x7:—§+ﬁx3+ﬁx4
39 7 9

| = ?_Exg_TO$4

dove B=1{1,2,5,6,7} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

z3 =0, 4 =0 di valore >
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— la soluzione di base duale ammissibile é:

7_'(1:07 77‘2:07 7_'['5:0, 7_1—6:0? 7_'('7:0,
7T 9

T di valore 39
Mg = —, Ty=— ivalore —
T 100 T 10 2
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale

migliore. Abbiamo:

— — — a7 >0
T3 :l—iTW u,_/ mr <7
10 10 73>0
9 7 9 _ T S0 9
T =157 10™ 0 10 = oSz
w420

Aumentando il valore di 77 fino a min {7, ?} = g, il valore di 74 scende a

0. Abbiamo quindi che:

77 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x7 diventa una
variabile primale fuori base.

my4 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x4 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:

S S N _o 1.
TTE Ty T T 0™ S A A

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

3 1 3 (5 1 10 12 1 3
$1:§—1—0x3+— -—zI3+ X7 )| = —cx3+ a7

10\7 7 7 79 7
_9 1 R T L
=y 0B\ BT )T AT
11 3(>_1 10 RN R
BT T\ T BT ) Ty T Ty
z —§—ix—l §—}x —l—Eaz =2—-=z
=910 10\7 7T 7
39 7 9 (5 1 10 132 4 9
fem—mc—ig—— (s =0y | ==t~ =%
2 10 1wo\7 7T 7 g mel

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 297


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

12 1 i 3
r = — - -z —x
1 - 3 7 7
Tro = 4 — Ty
B 5 1 i 10
Ty = - - T3 - 7
5 1 i 3
Ty = - - -z - x
5 - - T3 r
Tg = 2 - X
132 4 9
z = — = - T — — X
7 77 77
dove B = {1,2,4,5,6} e N = {3,7} e
— la soluzione di base primale ottima é:
12 5 5
fi1:77 j2:47 j4:?7 j5:?a j6:27
132

z3=0, xy=0 di valore

— la soluzione di base duale ottima é:

m =0, m2=0, my=0, 75=0, 7 =0,
4~ 9 di val 13
e = —, 7= — i valore —
3 7 7 7 7
K
57
4 b=
37
)
27
1l .
0
| || |
0 1 12 3
7
o i J

Figura 7.52: Nodo 2: regione ammissibile di LPs (rossa), con il vincolo di branching zo < 4
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
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Una soluzione ottima &(LP3) é:

- 12
Tr1 = 7, Tr9 = 4
il valore ottimo é: 139
Z(LPQ) = 7
Il problema LPy ¢ ammissibile e abbiamo
132
|z(LPy)| > LB poiché \‘7J > —00
Y

La soluzione ottima &(LP3) é frazionaria, di conseguenza il problema LP; ¢ inserito nella
lista dei problemi L.

Soluzione del problema LP3

Consideriamo il problema LPj3 in forma standard:

max 4 x1 + 3 x9
7Tx1 + 3 T3 = 24
—x1 + To Ty = 3
- + x5 = -1
—x9 + 6 = =2
T9 - x7 = 5
1, x2, 3, T4, s, T6, zr =2 0
Per il vincolo di branching abbiamo:
To — X7 =205 = x7=-9+x2

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

9 1 7
2 10 10

1 1 7

$4> = x7:—§——x3— T4

10 10

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:
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( 3 1 3

T, = 2 T 1o r3 + 10 T4
9 1 7

T2 = 9 TO xr3 - E Zq
1 1 3

T5 = 3 7 10 T3 + 10 T4
) 1 7

e = 2 7 10 r3 — 10 T4
1 1 7

Ty = —5 — TO I3 — E Ty
39 7 9

z = ? — TO T3 — E T4

dove B=1{1,2,5,6,7} e N = {3,4} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

39
3 =0, Z4=0 di valore >

— la soluzione di base duale ammissibile é:

7?1:07 ﬁ2:07 77[.5:0, 7?6:07 7777:07

T L i di valore 5
Mg =—, Ty=— V. —
ST 100 10
Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:
7 i 1 =
— 4+ —
I S 10 10"~ S —
- 4= N 2
3 10 10 " 73>0
9 7 9.7 S0 9
4 :ﬁ+ﬁﬂ'7 10+107T7— 7 Z—§
T4>0

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di 77 senza violare I’ammissibilita duale, il
che implica che il problema duale ¢ illimitato. Di conseguenza, il problema primale LP3 &
inammissibile, e il nodo di branching corrispondente ¢ potato per inammissibilita.

¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 3 & potato per inammissibilita.
branch-and-bound corrispondente é:

branching verso il basso, Nodo 2, e il nodo di branching verso l'alto, Nodo 3.

Alla fine della prima iterazione, il branching su xo dal Nodo 1 ha generato il nodo di

Il Nodo 2
L’albero di
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Nodo 1
max 4x1 + 3z9
Tx1+ 3xe < 24
—r1+ 22 <3
—x § —1
—XI2 S —2
x1,w2 >0
no? )
1= 5 12535
39
e = | 3|
~——
=19
LB = -
Nodo 2 T2 < 4 Nodo 3 T2 295
max 4x1 + 3x9 max 4x; + 3x2
Tx1+ 3x0 < 24 Tx1 + 3rg < 24
—x1+22 <3 —x14+ 12 <3
—x1 < —1 -1 < —1
—xp < —2 —x9 < —2
i) § 4 T2 Z 5
z1,22 =0 z1,22 >0
19 . T
G= e pf)tato per inammissibili
7 ta
132
|2(LP2)| = {7J
——
=18
LB=-x

_OOS

p Iterazione 2

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

Il problema LP5 viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.

La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:

12 12
1 < {7J e 112> L7J +1
~—— —

2(ILP) < F?J

=18

=7

Autore: Fabio Furini
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Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LP4 e LP5.

(a) Soluzione del problema LP4

Consideriamo il problema LPy4 in forma standard:

max 4 x1 + 3 x9

Tz + 3 x2 + 3 = 24
-z + To + x4 = 3
—T + x5 = -1
—x2 + oz = -2

To + 7 = 4

z1 + xg3 = 1
x1, z2, x3, Z4, x5, Z6, x7, g > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 +axg=1 = xg=1—2;

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

1 12 1 +3 N 5+1 3
zgs=1—|——-a23+ -2 r§=—=+-T3— =X
8 7 7 3 7 7 8 7 7 3 7 7

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

_ 12 1 n 3
T = = - T3 7 Ty
Ty = 4 — 7
_ ) 1 n 10
Ty = 7 7 T3 7 Ty
T5 = § - 1 r3 + § o
5 = 7 7 3 7 7
T — 2 — T
_ 51 3
rg = 7 - T3 7 Ty
132 4 9
Z2 = — - ==z — 7
7 7 73 77
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

B 12 4 3 5
I1=—, XT9= Ty = =
1 7 5 2 ) 4 77
_ ) 5 & 5
T =, Tg= Tg = ——
5 77 6 ) 8 77
132
T3=0, Z7=0 di valore —
— la soluzione di base duale ammissibile é:
T =0, M =0, my =0,
75 =0, mg=0, mwg =0,
_ 4 9 di val 132
= = = — alore ——
3 2 7 - 1 valor -

Se aumentiamo il valore di 7g, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

<1 >0

- — =T
T :é—lw 7 78_ s <4
3 778 730 8

9 3
7 :9+§7TS ?—F?TFSEO g > =3

7T T
7 >0

Aumentando il valore di g fino a 4, il valore di w3 scende a 0. Abbiamo
quindi che:

mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, xg diventa una
variabile primale fuori base.

w3 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x3 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:

5 1 3

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

12 1
xl:7—?(5+3$7+7SE8)+%$7:1_$8
1 1
:1:4:g—?(5+3x7+7x8)+70x7:0+x7—x8
5 1 3
x5_?—?(5+3$7+7$8)+?$7—0—x8
132 4 9

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:
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T, = 1 — s
o = 4 - T7

r3 = 5 + 3 x7 + 7 xg
zy = 0 —+ T7 — s
T5 = 0 — s
Tg = 2 — T7

z = 16 — 3 x7 — 4 xg

\
dove B ={1,2,3,4,5,6} e N = {7,8} e

— la soluzione di base primale ottima é:

.731:1, .1:2:4, f3:5,
i‘4:0, $5:O, Lf6:2,
z7 =0, xzg=0 divalore 16

— la soluzione di base duale ottima é:
7’%1:07 77[-2:07 7}3:07
77(4:07 7?5:()7 7}6:07

=3, g =4 divalore 16

AJ
e — w =
[]
5 [ \‘ : |
. ]
. []
\‘ i
N
P/ SR E— R e s
.
.
.
‘\
3F . :
N
o~ A
8 .
.
.
2 ¥ -
] XY
1 PR
] X“
] U?%\
[] 1KY
1+ : N
! A
]
]
(]
0 ]
]
1 | |
0 1 2 3
\_ o J

Figura 7.53: Nodo 4: regione ammissibile di LP4 (rossa), con il vincolo di branching 1 <1
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 304


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Una soluzione ottima &(LPy) é:
F1=1, @y=4

il valore ottimo é:

z(LP4) = 16
Il problema LP4 ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LP4)| > LB poiché 16 > —o0

La soluzione ottima &(LP4) & intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 16 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 1,Z3 = 4.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Soluzione del problema LPj5

Consideriamo il problema LP5 in forma standard:

max 4 x; + 3 x2

Tz + 3x2 + a3 = 24
—x1 + T2 + T4 = 3
I + 5 = -1
—x3 + w6 = =2

) +  x7 = 4

T — xg = 2
x1, T2, x3, Z4, zs, Z6, z7, zg = 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1 —x8 =2 = xg8=-—-2-+T

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

= rg = ——— =3+ =-x7

12 1 3 2 1 3
T T 7

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:
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12 1 i 3
T = —_ — - X - X
1 7 7 3 7 7
ry = 4 — T
5 1 L1
Ty = - 7 3 - g
) 1 n 3
5 = = - -z =z
5 7 7 3 7 7
G 2 - X7
2 1 . 3
T = - = — - X - X
8 7 7 3 7 7
132 4 9
z = - 7 I3 7 Ty

dove B ={1,2,4,5,6,8} e N ' ={3,7} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

B 12 _ 5
$1_7, l’2:4, $4:?5
_ 5 _ 2
s == T = 2, Ts =~

2
Z3=0, Ty =0 di valore %

— la soluzione di base duale ammissibile é:
11 =0, ma=0, =0,
7?5:07 7Tr6:07 7_1-8:[))

4 9 132
?, Ty = ? di valore 7

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:

T3 —

4+1 >0

=+ =7

s —4—1-177 ; 7,—/8_ g > —4
= 4+ = _

3 77”8 730 8 =
9 3 N S

™7 :?_?FS 7 77T8— T8 SS

w7 >0

Aumentando il valore di g fino a 3, il valore di 77 scende a 0. Abbiamo quindi che:

mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, xg diventa una
variabile primale fuori base.
77 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x7 diventa
una variabile primale in base.
Abbiamo:
2 1 3 2 1 7

xgz—?—?x3+?x7 = I7:§+§$3+§$8
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Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

12 1 3/2 1 7
T1=——z=2T3+tz-|z+tz-ax3+sa8) =24 78

T 7 7\3 3 3
:B2—4—<2+1333+7$8)— 10 1 —ZJTg
3 3 3 3 3773
5 1 10 7 5 1 10
MEg TR 7<3 x3+31’8> 3T3mT R
5 1 372 1
m5—7—7x3+7<3+3x3+3x8> 1+ g
2 1 7 4 1 7
Te = —<3+3x3+3x8>:3 §$3—§1’8
132 4 972 1 7
%= 77x37<3+3x3+3x8>:18x33x8

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

ry = 2 + xs
10 1 7

X = = — — T — —x

2 3 3 3 3 8
5, 1.1

Try4 = 3 3 T3 3 xTrs

r5 = 1 + xs
4 1 7

Te = g — g I3 — g I
2 1 7

xT7 = g -+ g T3 -+ g I

z = 18 — r3 — 3 xg

dove B ={1,2,4,5,6,7} e N = {3,8} e

— la soluzione di base primale ottima é:

3 =0, Zg=0 di valore 18
— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7a=0, 74=0,

7?5:07 7?6:07 7?7:07

3 =1, @wg =3 divalore 18
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4 N : N
[ ]
5 5 1 B
. 1
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dlbadbcsosdios S
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Figura 7.54: Nodo 5: regione ammissibile di LPj5 (rossa), con il vincolo di branching z; > 2
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPs) é:

il valore ottimo é:

Il problema LP5 ¢ ammissibile e abbiamo
|z(LP5)] > LB poiché 18 > 16

La soluzione ottima &(LP5) ¢ frazionaria, di conseguenza il problema LP5 ¢ inserito nella
lista dei problemi L.

Alla fine della seconda iterazione, il branching su x; dal Nodo 2 ha generato il nodo
di branching verso il basso, Nodo 4, e il nodo di branching verso l'alto, Nodo 5. 1l
Nodo 4 ¢é potato per integralita, mentre il Nodo 5 ¢ inserito nella lista L. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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p Iterazione 3

16 < z(ILP)

Nodo 2
max 4x1 + 3z9
Tr1+ 322 <24
—r1+ 22 <3
—r1 < -1
—T9 < —2
To < 4
z1,29 > 0
&y = %, To =4
2P = |
e
ILB=-0
|
Nodo 4 T =1 Nodo 5 Ty 22
max 4x1 + 3xo max 4xi + 3xo
Tr1+ 3z0 < 24 Tx1 + 3x9 < 24
—x1+x2 <3 —x14+ 22 <3
—r1 < —1 Sl =l
—x9 < —2 —xz2 < —2
T9 < 4 T2 < 4
1 <1 1 > 2
z1,22 > 0 T1,22 > 0
n=1 =2 Gy D
2(LP4) = 16 3
LB = 16 z(LPs) =18
potato per integralita LB = 16

Dati il lower bound LB e 'upper bound UB correnti, abbiamo:

< 18

Il problema LPjy viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.

La variabile di branching é x5. I vincoli di branching sono:

1 1
T9 < H)J e X9 2> L;J +1
—— N—_——

=4

Autore: Fabio Furini
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Con questi vincoli di branching si creano i due problemi LPg e LP7.

(a) Soluzione del problema LPg
Consideriamo il problema LPg in forma standard:

max 4 x; + 3 xz9o

Tx1 + 322 + 23 = 2
—r1 + To + x4 = 3
il + x5 = -1
—T9 + w6 = =2

T2 +  xy = 4

1 — @8 = 2
i) + 19 = 3

x, x2, x3, X4, Zs5, X6, ZT7, xg, rg > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
To + 9 =3 = T9g=3—x9

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

Tog =3 — E—lm—zx = m——l—i-}x —|—zx
9= 3 8 9="gt3I3t 38

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:

I = 2 + T8
10 1 7

Tro = 3 3 T3 3 T8
) 1 10

T4 = g P g r3 + ? xs

rs = 1 + s
4 1 7

Te = g — g I3 — g I8
_2 1T

7 = 3 3 z3 3 zs
_ 1,1 LT

Trg9 = 3 3 T3 3 Ts

z = 18 — r3 — 3 xg

\

dove B = {1,2,4,5,6,7,9} e N = {3,8} e
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— la soluzione di base primale non ammissibile é:

10 _ b}

T3 =0, zg=0 divalore 18
— la soluzione di base duale ammissibile é:

=0, ma=0, my=0, 75=0,
7776:07 7?7207 7Tr9:07

m3 =1, wg =3 divalore 18

Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

1
1—*7T9>0
1 -
T3 =1—=mg 4,_/ T <3
3 m3>0
7 5Ty >0 2
T8 :3*5779 37T9— 9 S?
78>0

Aumentando il valore di g fino a min {3, 7} = %, il valore di 7g scende a
0. Abbiamo quindi che:

mg diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, xg diventa una
variabile primale fuori base.

mg diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, xg diventa
una variabile primale in base.
Abbiamo:

1+1 +7 N 1 1 +3
Tg=—=+-z3+ =2 rTg==—=x3+ =2z
9 3 3 3 3 8 8 7 7 3 7 9

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

101 T(L 1 8 N,
=g 3BT \g T BT =05
5,1 10/1 1 3\ 15 1 10
ME=gTgWT g\ 7B TR T BT
(L1, 8 8 1, .3
49 7 BT RISy Ty
4 1 T(1 o1 8\
IS G S T R S

Autore: Fabio Furini
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1 1 3 123 4 9
—18—a3-3(c— -3+ oz ) = ——
® s (7 7x3+7x9> 7 7T

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

( 15 1 n 3
xr = —_ — —_ —
1 7 7 €3 Z9
To = 3 - Z9
15 1 n 10
Ta = —= — =z —
4 7 7 3 7 9
r5s = s _ 1 r3 + 3 T
5 = 7 7 3 7 9
e = 1 — Z9
Ty = 1 + X9
1 1 n 3
g = = = = @B = @5
8 7 7 3 7 9
123 4 9
VA = — — — T — —x
7 77 7 7

dove B = {1,2,4,5,6,7,8 e N = {3,9} e

— la soluzione di base primale ottima é:

— la soluzione di base duale ottima é:

F1=0, 7#o=0, 74=0, 75=0,
Fo=0, 77 =0, 7g=0,

4 9 123
7

, 9= — divalore —

T3 = 7

Autore: Fabio Furini
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x2

\ i /

Figura 7.55: Nodo 6: regione ammissibile di LPg (rossa), con il vincolo di branching x5 < 3

(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPg) é:

il valore ottimo é: 193

Il problema LPg ¢ ammissibile e abbiamo

|2(LPg)| > LB poiché {3J > 16

La soluzione ottima &(LPg) é frazionaria, di conseguenza il problema LPg ¢ inserito nella
lista dei problemi L.

Soluzione del problema LP7

Consideriamo il problema LP7 in forma standard:

max 4 x; + 3 a9

Txr1 + 3z + x3 = 24
—r; + ) + x4 = 3
—Z + x5 = -1
—XT2 ol Ze = —2

x2 + 27 = 4

1 — T8 = 2
T2 - x9 = 4

Z1, T2, x3, T4, T, Z6, x7, zs, T9 > 0
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Per il vincolo di branching abbiamo:
To—Tg =4 = x9=—-4+x

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo di branching
in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

At 10 1 7 N 2 1 7
Tg = — —— ey 8 Tg=—2—=T3— =X
9 3 3 3 3 8 9 3 3 3 3 8

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e otteniamo il
seguente dizionario:

ry = 2 + g
10 1 7

iRy = = = = g = = @

2 3 3 3 3 8
_ 5,1 L1

T4 = 3 3 T3 3 xTs

rs = 1 + rs
4 1 7

Te = g — g I3 — g Ts
2 1 7

Ty = g -+ § I3 + g s
2 1 7

o9 = 3 3 T3 3 8

Z = 18 - T3 — 3 xs

dove B =1{1,2,4,5,6,7,9} e N = {3,8} e

— la soluzione di base primale non ammissibile é:

10 )

‘%1:27 i2:§7 j"4:§) 75:17
_ 4 _ 2 _ 2
Tg=—, Tr=—, Tg=——

6 37 7 37 9 37

r3=0, zg=0 divalore 18
— la soluzione di base duale ammissibile é:

77[.120, 7_1-2207 7_1-4:07 77-5207
7?6:07 7?7207 7_1—9:O>

m3 =1, wg =3 divalore 18

Se aumentiamo il valore di g, possiamo ottenere una soluzione duale migliore. Abbiamo:
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1
1 1+§77920
3 :14‘*779 —_— 9 >3
3 7%320
7
s :3+§7T9 3+§7T920 9

———
78>0

Vv

o
7

Di conseguenza, possiamo aumentare il valore di mg senza violare I’ammissibilita duale, il
che implica che il problema duale ¢ illimitato. Di conseguenza, il problema primale LP7 &
inammissibile, e il nodo di branching corrispondente é potato per inammissibilita.

Alla fine della terza iterazione, il branching su zo dal Nodo 5 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 6, e il nodo di branching verso 'alto, Nodo 7. Il Nodo 6
¢ inserito nella lista L, mentre il Nodo 7 & potato per inammissibilita. L’albero di
branch-and-bound corrispondente é:
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Nodo 5
max 4x1 + 3zo
Tr1+ 322 < 24
—r1+ 22 <3
—r; < -1
—Ty < —2
To < 4
x> 2
T, 29 > 0
- - 10
T =2, Tg= 3
z(LP5) = 18
LB =16 |
Nodo 6 T2 =3 Nodo 7 T2 24
max 4x1 + 3x9 max 4x1 + 3xo
Tr1 + 312 <24 Try + 3xg < 24
-1+ 220 <3 —x1+ 12 <3
—z1 < —1 —z1 < —1
—Iy < —2 —Ig < —2
xo < 4 x2 < 4
r1 > 2 ] > 2
g <3 xo >4
z1,22 > 0 z1,22 > 0
= 1775’ o =3 f:tato per inammissibili-
=P = |
=
LB =16

Dati il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

7

=17

16 < 2(ILP) < {mJ

p Iterazione 4

Il problema LPg viene estratto ed eliminato dalla lista dei problemi L.
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La variabile di branching é x;. I vincoli di branching sono:

. 15 N 15 41

x e e T -

i i
S~—~— ~—

=2 =3

I1 problema LPg si crea con il primo vincolo di branching (il secondo figlio si risolve solo se
necessario).

(a) Soluzione del problema LPg

Consideriamo il problema LPg in forma standard:

max 4 x7 + 3 s

Tx1 + 3z + a3 = 24
=@ ar ) + @y = 3
- + x5 = -1
—Ty + x = -2

T2 +  z7 = 4

1 = xg = 2
To + T = 3

x1 + T = 2
z1, T, z3, T4, zs5, z6, z7, zs, zg, ro > 0

Per il vincolo di branching abbiamo:
1+ 210 =2 = T 0=2-—21

Usando le equazioni del dizionario ottimo possiamo esprimere questo vincolo
di branching in funzione delle variabili fuori base. Sostituendo, otteniamo

9 15 1 +3 1+1 3
x = — — = = 75 - X Z = ST3— 5T
10 3 9 = 10 7 7 3 7 9

Aggiungiamo quindi questa equazione al precedente dizionario ottimo e
otteniamo il seguente dizionario:
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15 1 n 3
ry = — - -z -z
1 7 7 3 7 9
Ty = 3 — 9
B 15 1 i 10
Ty = z Z T3 - L9
8 1 n 3
T5 = e -z
5 7 7 3 7 9
R 1 - Z9
7 = 1 e Z9
1 1 n 3
rg = - - -z —x
8 7 7 3 7 9
B 1 i 1 3
Tio = 7 7 €3 7 T9
123 4 9
S e
dove B = {1,2,4,5,6,7,8,10} e N = {3,9} e
— la soluzione di base primale non ammissibile é:
P, B =3 Fam e =
1= 7 9 2 — 9, 4 = 7 ) 5 7a
¢ =1, T =1, Tg= L 2 L
e =1, r7r=1, Tg= 7) 10 = 77
123
T3 =0, Tg=0 di valore —

— la soluzione di base duale ammissibile é:
=0, m=0, my=0, 75=0,
6 =0, mr =0, 713 =0, 7w =0,
4 9 123

Tg = - di valore —

Se aumentiamo il valore di 719, possiamo ottenere una soluzione duale
migliore. Abbiamo:

4 1
4 1 ?_?71-1020
T3 = 5 — 5710 —— mo <4
T 7 73>0
9 3 9 3
Ty :?4—?7{10 ?‘*’?71-1020 T = —3
m9 >0

Aumentando il valore di w19 fino a 4, il valore di 73 scende a 0. Abbiamo
quindi che:
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w10 diventa una variabile duale in base e, di conseguenza, x1g diventa
una variabile primale fuori base.

w3 diventa una variabile duale fuori base e, di conseguenza, x3 diventa
una variabile primale in base.

Abbiamo:
1+1 = 1+3w9+7
T=——2+-x3— =T T3 = x a5
10 A R 3 9 10
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
15 1 3
1131:7—5(1+3$9+7$10)+§$9=2—1’10
15 1 10
a:4:——7(1+3x9+7x10)+fa:9:2+$9—x10
T T 7
8§ 1 3
I5:?—?(1+3$9+7l‘10)+?$9:1—I10
1 1 3
$8—?—?(14‘31‘9‘1'71'10)—1'?1'9:0—1‘10
123 4 9
Z:?—?(1—#33394-73310)—?.%9:17—3l‘9—4$10

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

@B = 2 — T10
Ty = 3 - Tg
r3 = 1 + 3 xz9 + 7 210
Ty = 2 + Tg — 10
zs = 1 - Z10
Tg = 1 - Tg
Ty = 1 + Tg
zg = 0 - Z10
z = 17T — 3 z9 — 4z

dove B = {1,2,3,4,5,6,7,8} e N = {9,10} e

— la soluzione di base primale ottima é:

F1=2, Fo=3, F3=1, i4=2,

'%5:17 jﬁzla ‘%7:17 '%8207

fg = O, le =0 di valore 17
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— la soluzione di base duale ottima é:
m =0, m=0, w3=0, 7, =0,
75 =0, =0, w7 =0, 7g =0,

9 =3, mo=4 divalore 17

~ T T T
. 1
5 \‘ y |
. ]
\‘ [
I8 ]
. ]
O ] e e e R e |
4 =X '
.
o ]
PO |
.1
AJ |
) SR - =
.
™ .
8 V‘\
153K
2 - x® —
5
[] g‘
] v';“
1 N\s
[] R Y
1+ 1 4
]
]
]
]
0 V
]
| ] |
0 1 2 3
N ! J

Figura 7.56: Nodo 8: regione ammissibile di LPg (rossa), con il vincolo di branching z; < 2
(tratteggiato), e la sua soluzione ottima (blu).
Una soluzione ottima &(LPg) é:

il valore ottimo é:

#(LPg) = 17

Il problema LPg ¢ ammissibile e abbiamo
|2(LPg)| > LB poiché 17> 16

La soluzione ottima &(LPg) & intera, di conseguenza il lower bound LB diventa 17 e la
soluzione incumbent Z(ILP) diventa z; = 2, Z2 = 3.
Di conseguenza, il nodo di branching ¢ potato per integralita.

Alla fine della quarta iterazione, il branching su x; dal Nodo 6 ha generato il nodo di
branching verso il basso, Nodo 8. Questo nodo é potato per integralita. Il nodo di branching
verso 1’alto non ¢ risolto, poiché dopo il Nodo 8 il lower bound soddisfa

|2(LPg)] < LB.

Questa ¢ la porzione dell’albero di branch-and-bound che mostra i problemi LP dei nodi
di branching risolti:
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» Terminazione

Nodo 6

max 4x1 + 3x9

Tx1+ 3x0 < 24

—x1+ 22 <3
—r1 < -1
—x9 < —2
To < 4
T > 2
To <3
x1,x9 >0
T = 1—75, To =3
(cp) = |2
et
LB =16 ‘
Nodo 8 Ty < 2
max 4x; + 3xo
Tx1 4+ 3z < 24
—x1 +x2 <3
-1 < -1
—To < —2
To <4
T > 2
To <3
T <2
Ti1,x9 > 0
1 =2, =3
z(LPg) =17
LB =17
potato per integralita

17 < z(ILP)

Dati il lower bound LB e I'upper bound UB correnti, abbiamo:

< 17

Poiché la lista L é vuota, il lower bound LB ¢ uguale all’'upper bound UB e il problema
ILP é risolto all’ottimo.

Autore: Fabio Furini
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11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 17 (il valore del lower bound LB) e una soluzione ottima & (ILP)
¢ 71 = 2,72 = 3 (la soluzione incumbent Z(ILP)).
2. L’albero di branch-and-bound finale é:
Nodo 1
|z(LPy)| = 19
LB = —
|
xo < 4 T9 > D
Nodo 2 Nodo 3
|z(LPy)] = 18 potato per
IB = —© inammissibilita
|
1 <1 T > 2
Nodo 4 Nodo 5
LB = 16 LB = 16
potato per |
integralita
x9 <3 9 > 4
Nodo 6 Nodo 7
|2(LPg)| = 17 potato per
ILB = 16 inammissibilita
I S 2
Nodo 8
z(LPg) = 17
LB = 17
potato per
integralita
I motivi per cui i nodi di branching sono potati sono i seguenti.
e Il Nodo 1 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP1)| = 19: si esegue il
branching su xs.
e Il Nodo 2 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LP2)| = 18: si esegue il
branching su zj.
e Il Nodo 3 ¢ potato per inammissibilita: il problema LP3 non ha soluzioni
ammissibili.
e Il Nodo 4 ¢ potato per integralita: &(LP4) = (1,4) ¢ intera, con valore 16, e
diventa la soluzione incumbent.
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e Il Nodo 5 ha una soluzione ottima frazionaria con z(LP5) = 18: si esegue il
branching su xs.

e Il Nodo 6 ha una soluzione ottima frazionaria con |z(LPg)| = 17: si esegue il
branching su x;.

e [l nodo di branching verso l'alto del Nodo 6 non é risolto, e non ¢ disegnato,
poiché |2(LPg)| = 17 < LB = 17 dopo il suo primo figlio.

e [l Nodo 7 é potato per inammissibilita: il problema LP7 non ha soluzioni
ammissibili.

e Il Nodo 8 é potato per integralita: &(LPg) = (2,3) ¢é intera, con valore 17, e
diventa la soluzione incumbent.

11 valore ottimo ¢ z(ILP) = 17 e ’algoritmo branch-and-bound restituisce la soluzione
ottima & (ILP) = (2, 3).

7.2 Strong branching

Esercizio 7.13 — Strong branching (P1)

( A
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 1 vincolo:
max 1 + 8 x9
31 + 6290 < 16

X1, To € ZZO

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.

- J

Soluzione

( N\

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
T < LjJJ) e LP3 (COD T > Lj?]J + 1), e

0{(zj) = 2(LP1) — 2(LP2), & (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con
il punteggio pit alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

. J
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1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

/ T T T T T T \
g
| | | | | [
0 1 2 3 4 5 6
- i /

Figura 7.57: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

1 =0, T2 =73

il valore ottimo é:
z(LPy) = ol
3
Solo z2 ¢ frazionaria: é 'unica variabile candidata per il branching, e lo strong branching
ne calcola comunque il punteggio.

. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su xa:

e Con 79 < 2, una soluzione ottima di LPy &

4 52
.%1 = g, i‘Q =2 e Z(LPQ) E E,
di conseguenza
64 52
0(mg) = — — = =4.
1(z2) 3 3

e Con xg > 3, il problema LP3 ¢ inammissibile, di conseguenza
01 (z2) = 400
Per la variabile o abbiamo:

min {(5?@2), (51‘(3:2)} = min {4, 400} = 4.
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Figura 7.58: Branching su xy: regioni ammissibili di LPy (z2 < 2) e LP3 (22 > 3) in rosso,

punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona 3, 'unica variabile frazionaria, con punteggio 4.
\ J

Esercizio 7.14 — Strong branching (P2)

( A
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:

max r1 + 3 X9
-4 x1 4+ 10z < 35
3z + Ty < 12
1, T2 € Z>o
N y

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.
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Soluzione

-

Per una variabile frazionaria x; di &(LP),
zj < |Z;]) e LP3 (con z; > [Z;] + 1), e

8¢(x;) = 2(LP1) — 2(LPy),

il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

(&

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con

N

i due nodi di branching sono LPs (con

01 (zj) = z(LPy1) — 2(LP3),

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

-~

B N[O o

2

N

[\
Njor |
w

1

Una soluzione ottima &(LP;) é:

x—§
1—27

il valore ottimo é:

Z(LPl)
2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su x:

Figura 7.59: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.

x—g
27 9

=16

e Con 71 < 2, una soluzione ottima di LPy &

43 149
1 =2, To=— LPy) = —
T1=2 Zyp=q5 © z(LPs) 10"
di conseguenza
149 11
d
%i(e) =16- 37 =15

Autore: Fabio Furini
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e Con 1 > 3, una soluzione ottima di LPg ¢
T1=3, 72=3 e z(LP3)=12,

di conseguenza
01 (z1) =16 — 12 = 4.

Per la variabile ;1 abbiamo:

min {(5?(:1:1), 5”{(561)} = min {11 4} 11

10 [~ 10
K

xr2

\_

punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Branching su xs:
e Con 79 < 4, una soluzione ottima di LPy &
8 44
.%125, .i‘2:4 € Z(LP2):§’
di conseguenza

44 4

8¢ =16—-—=—-.

1(z2) 3 3

e Con xy > 5, il problema LP3 ¢ inammissibile, di conseguenza
01 (z2) = +o0

Per la variabile 9 abbiamo:

4 4
min {(a2). 3t(e0)} = min {3, +o0f =3

Figura 7.60: Branching su x: regioni ammissibili di LPy (1 < 2) e LP3 (21 > 3) in rosso,
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Figura 7.61: Branching su xy: regioni ammissibili di LPy (z9 < 4) e LP3 (22 > 5) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona xo, perché il suo punteggio ¢ il piu alto:

1 u
37 10
(& J
Esercizio 7.15 — Strong branching (P3)
r N

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 4 x9

-xr1 + T2 < 2
8x1 + 2 x9 < 19
X, To € Zzo
. J

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 328


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Soluzione

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
zj < |Z;]) e LP3 (con z; > [Z;] + 1), e

6%(z;) = 2(LP1) — 2(LP2), 6} (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con

il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

(& J

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

-

x2

N

Figura 7.62: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.

Una soluzione ottima &(LP;) é:

- 3 . 7
1 = 5, o = 5

il valore ottimo é:

z(LPy) =17
2. Strong branching. Graficamente abbiamo:
(a) Branching su :
e Con 71 < 1, una soluzione ottima di LPy &

.’f?l = 1, 532 =3 e Z(LPQ) = 14,

di conseguenza

6¢(x1) =17 - 14 = 3.
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e Con 1 > 2, una soluzione ottima di LPg ¢
T1=2, Za=- e z(LP3) =10,

di conseguenza
0f(z1) =17-10="T1.

Per la variabile ;1 abbiamo:

min {5{1(@«1), 57;@1)} — min {3, 7} = 3.

s =)

z2
S S —
|

— -
N ==
w

\_ i /

Figura 7.63: Branching su z;: regioni ammissibili di LPy (z; < 1) e LP3 (21 > 2) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Branching su xs:
e Con 9 < 3, una soluzione ottima di LPy ¢
T = ?, Z9=3 e z(LPy) = g,
di conseguenza
6 (z0) = 17 — % = Z.

e Con xy > 4, il problema LP3 é inammissibile, di conseguenza
01 (x2) = 400

Per la variabile x5 abbiamo:

7 7
min {5f($2), (5%(:02)} = min {4, —l—oo} =7
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x2

\_ - %

Figura 7.64: Branching su xy: regioni ammissibili di LPy (z2 < 3) e LP3 (22 > 4) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona x1, perché il suo punteggio ¢ il piu alto:

7
3> —.
- 4
. J
Esercizio 7.16 — Strong branching (P4)
r N

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 5 x; + 3 x9

2T —+ Ty < 14
T + 8 ) < 32
X, ro € Zzo
\ J

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.
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Soluzione

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
zj < |Z;]) e LP3 (con z; > [Z;] + 1), e

6%(z;) = 2(LP1) — 2(LP2), 6} (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con

il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

(& J

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

x2

N

Figura 7.65: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP) é:

.16 _ 10
T = ?’ T9 — ?
il valore ottimo é:
A(LPy) = 20

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su z:

e Con r; <5, una soluzione ottima di LPy ¢

2 281
jl = 5, i‘g == g (§ Z(LPQ) = %,
di conseguenza
110 281 37
d _ Y _eedl 9l
i) =3 ~% =g

e Con z1 > 6, una soluzione ottima di LPg ¢

.’il = 6, 532 =2 @ Z(LP3) = 36,
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di conseguenza
H(or) = = — 36 =

Per la variabile x; abbiamo:

min{éf(xl), 5%(351)} = min

(I
Y R
wl @
QI
at

O = o

\_ i J

Figura 7.66: Branching su z;: regioni ammissibili di LPy (z; < 5) e LP3 (21 > 6) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Branching su xo:

e Con x5 < 3, una soluzione ottima di LP5 ¢

11 73
531—7, 572:3 (§ Z(LPQ):j,
di conseguenza
110 73 1
6¢ =— - — =-.
@) =" =5 =35

e Con 9 > 4, una soluzione ottima di LPg ¢
21=0, Z2=4 e z(LP3)=12,

di conseguenza

Per la variabile x5 abbiamo:

min {5(22). 8} (z2) } = min {é 3} — .
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Figura 7.67: Branching su zo: regioni ammissibili di LPy (z9 < 3) e LP3 (22 > 4) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona 1, perché il suo punteggio ¢ il piu alto:

2 S 1
376
. J
Esercizio 7.17 — Strong branching (P5)
( N\

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + 3 X9

61 + 21 29 < 77
8 r1 + 3 x9 < 36
X1, ro € ZZO
L )

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.
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Soluzione

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
zj < |Z;]) e LP3 (con z; > [Z;] + 1), e

6%(z;) = 2(LP1) — 2(LP2), 6} (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con

il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

(& J

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

/

z2

&)

—

N

w
I

W~

o

\_ i /

Figura 7.68: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

7 8
1=
175

5 5225

il valore ottimo é:
z(LPy) =15

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su z:

e Con z1 < 3, una soluzione ottima di LP5 ¢

- - 59 101
T1=3, T2=5 e z(LPg) = —
di conseguenza
101 4
(z1) =15— — ==.
1(z1) 5 = =
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e Con 1 > 4, una soluzione ottima di LPg ¢

1 =4, I9= 3 © z(LP3) = 12,
di conseguenza
01 (x1) =15 -12=3.
Per la variabile z; abbiamo:

min{éf(:ﬁl), 571”(331)} = min{j, 3} = ;

x2

[en]
-
[N}
O -
NG S
ot

\_ i /

Figura 7.69: Branching su x: regioni ammissibili di LPy (z; < 3) e LP3 (21 > 4) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Branching su za:

e Con x5 < 2, una soluzione ottima di LP5 ¢

15 27

xlzz, f2:2 € Z(LPQ):?,
di conseguenza
2 3
63 (zg) =15 — = ==,
1(z2) 9 9
e Con x5 > 3, una soluzione ottima di LP3 ¢
7 41
jlzg, 532:3 e Z(LP3):§,
di conseguenza
41 4
o7 =15— —=—.
i (22) 3 3

Per la variabile x5 abbiamo:

: u . (3 4 4
min {(5{[(332), i (xg)} = min {2, 3} =3
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2

o

=
ol [

w
s

o

\_ i J

Figura 7.70: Branching su zo: regioni ammissibili di LPy (z9 < 2) e LP3 (22 > 3) in rosso,

punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona xo, perché il suo punteggio ¢ il piu alto:

4 S 4
377
- J
Esercizio 7.18 — Strong branching (P6)
( A

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 1+ T3
421 + 15z < 70
1221 + 329 < 52
x1, T2 € Z>o
\ y

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.
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Soluzione

e N

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
xj < |Z;]) e LP3 (con z; > ||+ 1), e

6%(z;) = 2(LP1) — 2(LP2), 6} (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con

il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

(& J

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

2

N

Figura 7.71: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

9% _ 9

1= 58 2751
il valore ottimo é: i
LPy) = —
#(LP1) = 27

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su z:
e Con z1 < 3, una soluzione ottima di LPy &

58 103
=20 LPy) = —°
5 ¢ AP)=7x,

1 =3, 2

di conseguenza

601 103 121
1#1) = or ~ 15 = 10
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o

e Con 1 > 4, una soluzione ottima di LPg ¢

. - 4 16
T1=4, Iy= 3 © z(LP3) = =
di conseguenza
iy — BOL 1651
EA N VI BT

Per la variabile ;1 abbiamo:

. . 121 51 121
win {3{(21), 8 (21) } = mm{m 28} = 10

. S

!
1
1
5*'2} 1 B
1
1
1
1
58 | 4 ! .
15 1
1
1
1
3 J —
*
I o
8 1 s‘
[ B .
21 ¢ :z>< o
B %
N s
41 \OQL*
3 . A
E— L (] ® < -
-
-
.
S
‘5
- & ~‘
0 ® ® — n
1 1
| | 1 1 |
0 1 2 3 4 5

NS . /

Figura 7.72: Branching su x;: regioni ammissibili di LPy (1 < 3) e LP3 (21 > 4) in rosso,

punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Branching su za:
e Con z9 < 3, una soluzione ottima di LPy &
43 79
T1 = — To = LP = —
T1=15 T2 3 e z(LP9) T
di conseguenza
601 79 4
d Y=
N =TT
e Con 9 > 4, una soluzione ottima di LPg ¢
5 13
.’il = 5, 2 = 4 (6] Z(LPg) = ?,
di conseguenza,
601 13 55
U _ - T2 Y
M) =g~ 5w

Per la variabile x5 abbiamo:

; u . [4 55 4
min {5?(:52), 07 (:1;2)} = mln{7, 84} =
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57
4 e
3=
N
8
27
17
0
I I I I || I
0 1 2 5 3 43 4 5
2 12

\ i /

Figura 7.73: Branching su xy: regioni ammissibili di LPy (z2 < 3) e LP3 (22 > 4) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona xo, perché il suo punteggio ¢ il piu alto:

412
77 420°
(& J

Esercizio 7.19 — Strong branching (P7)

s N
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 3 r; + T2
1 + 4z < 12
2z + T2 < 5
X, ro € Zzo
. J

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.
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Soluzione

e N

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
xj < |Z;]) e LP3 (con z; > ||+ 1), e

6%(z;) = 2(LP1) — 2(LP2), 6} (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con
il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

-

x2

-

Figura 7.74: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

il valore ottimo é: 15
Z(LPl) = 7

Solo x; ¢é frazionaria: ¢é 'unica variabile candidata per il branching, e lo strong branching
ne calcola comunque il punteggio.

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su x;:

e Con z7 < 2, una soluzione ottima di LP5 ¢

di conseguenza
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e Con x1 > 3, il problema LP3 é inammissibile, di conseguenza
01 (x1) = o0

Per la variabile x; abbiamo:

min { (1), o} (z1) } = min{l, +oo} _ L

2 2
a —
1
1
3| o
1
1
]
1
| ]
| ]
1
2 - i *
1
1
& 1
8 1
]
| ]
| ]
1 1 -
1
1
1
'
1
1
1
0 1 “—1 1
| ] . | ]
| ] | ]
I 1 . 1
0 1 2 3
\_ o %

Figura 7.75: Branching su z;: regioni ammissibili di LPy (z; < 2) e LP3 (21 > 3) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona x1, 'unica variabile frazionaria, con punteggio o

(& J

Esercizio 7.20 — Strong branching (P8)

( A
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 1 + 2 x9

-1 + 229 < 2
r1 + T2 < 3
X1, ) S ZZO
. J

Domande

1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 342


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.

- J

Soluzione

N

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con

z; < |Z;]) e LP3 (con x; > |Z;| + 1), e
0{(z;) = 2(LP1) — 2(LP2),  6}(z;) = 2(LP1) — 2(LPy),

con 0 = +oo per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con
il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

-

z2

N i /

Figura 7.76: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.

Una soluzione ottima &(LP;) é:
- 5
3 73

xTr1 =

il valore ottimo é: v
Z(LP]_) = ?

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su z:

e Con z1; <1, una soluzione ottima di LPy ¢

3
Lfl = 1, 552 = 5 (§] Z(LPQ) = 4,
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o

di conseguenza
14 2
6(x) = —4=2
i(x1) 3 3
e Con 71 > 2, una soluzione ottima di LP3 é

di conseguenza

Per la variabile 1 abbiamo:

. d . 2 2 2
mln{él(ajl), (51‘@1)} = mln{g, 3} =3
a ; ; ‘ ™
1 1
IR ! !
2 |- ".~ ] [] |
§~ | ] | ]
~~ | ] | ]
*,~ 1 1
3| o " |
2 ~~~~ :
~. 1
~
~ §~ 1
g 1 { ® 5 N
~
~
~
~
~
g
1 ~
LS4 28
9§“~~
0 _  J
1
| ] | ]
| ] | ]
| ] | ]
[ ] [ ] |
0 1 2 3
\_ o )

punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).
Branching su xs:

e Con x5 < 1, una soluzione ottima di LP5 ¢
T1=2, Z3=1 e z(LPy) =4,

di conseguenza
14 2

§ze) = — —4==.

1(z2) 3 3

e Con x5 > 2, il problema LP3 é inammissibile, di conseguenza
01 (x2) = 400

Per la variabile x5 abbiamo:

2 2
min {5‘11(9@), 6"1‘(:62)} = min {3, +oo} =3

Figura 7.77: Branching su z;: regioni ammissibili di LPy (z; < 1) e LP3 (21 > 2) in rosso,
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~
Y Y

2
—

\ i /

Figura 7.78: Branching su z9: regioni ammissibili di LPy (z9 < 1) e LP3 (22 > 2) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

2
Le due variabili hanno lo stesso punteggio 5: con la regola di spareggio (indice minimo), lo

strong branching seleziona x.

(& J

Esercizio 7.21 — Strong branching (P9)

( N\
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max 2 x1 + T2
—r1  + ro < 1
61 + 4 a9 < 39
X1, T € ZZO
- J

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP; del problema PLI.

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.
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Soluzione

e N

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
xj < |Z;]) e LP3 (con z; > ||+ 1), e

6%(z;) = 2(LP1) — 2(LP2), 6} (x;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con
il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

-

2

-

Figura 7.79: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

- 13 N
r1 = 7, ro = 0
il valore ottimo é:
Z(LPl) =13

Solo z; ¢é frazionaria: é 'unica variabile candidata per il branching, e lo strong branching
ne calcola comunque il punteggio.

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su z:

e Con z7 < 6, una soluzione ottima di LP5 ¢

- - 3 51
71 =06, To= 7 e z(LP2) = T
di conseguenza
51 1
6% (z1) =13 - = =-.
1(z1) 1 4
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Programmazione lineare intera

e Con x1 > 7, il problema LP3 é inammissibile, di conseguenza
01 (x1) = 400

Per la variabile x; abbiamo:

1 1
min {6f(z1), (1) } = min{4, +oo} -1

f T T % T 1 i\
1 1

5 1 —
] ]
1 1
| ] | ]
| ] | ]

4 i~ 1 | R—
1 1
1 1
1 1
1 1

3+ 1 T
1 1
2] ] ]
8 | ] | ]
| ] | ]

2 1 | E—
1 1
1 1
1 1
1 1

| 1 —

3

1 !
1
| ]
0 T
| ]
[ ]
7

\_ o /

Figura 7.80: Branching su z;: regioni ammissibili di LPy (z; < 6) e LP3 (21 > 7) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona x1, 'unica variabile frazionaria, con punteggio 1

(& J

Esercizio 7.22 — Strong branching (P10)

' )
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 3 vincoli:

max 5 1 + 2 xo

—x1 + 3z < 12
1 + 2 x9 < 12
3x1 — 2 x9 < 8
1, T2 € Z>o
N y,

Domande

1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare LP del problema PLI.
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Programmazione lineare intera

2. Determinare la variabile di branching con la strategia di selezione della variabile
di branching strong branching (in caso di pareggio, scegliere la variabile di indice
minimo). Risolvere graficamente i problemi LP dei nodi di branching.

- J

Soluzione

( N

Per una variabile frazionaria x; di &(LP;), i due nodi di branching sono LPy (con
zj < |Z;]) e LP3g (con z; > [Z;] + 1), e

0{(xj) = 2(LP1) — 2(LP2),  &}(z;) = 2(LP1) — 2(LP3),

con § = 400 per un nodo inammissibile. Lo strong branching seleziona la variabile con
il punteggio pitt alto min{d{(z;), 6%(z;)}.

1. Per il problema LP;, graficamente abbiamo:

/
5
4
T
2
3
2l
8
2
1
0
- i %

Figura 7.81: Regione ammissibile di LP; (in rosso), punti interi (in nero) e soluzione ottima
di LP; (in blu) con la retta della funzione obiettivo che passa per essa.
Una soluzione ottima &(LP;) é:

T1 =5, To= T

2
il valore ottimo é:
z(LP1) = 32

Solo zo ¢ frazionaria: é 'unica variabile candidata per il branching, e lo strong branching
ne calcola comunque il punteggio.

2. Strong branching. Graficamente abbiamo:

(a) Branching su xs:
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e Con 9 < 3, una soluzione ottima di LPy &

14
.%1:?, .@2:3 e Z(LPQ):?,
di conseguenza
88 8
8(z2) =32 — — = .
(z2) =3 3 3

e Con z9 > 4, una soluzione ottima di LP3 é
T1=4, I2=4 e z(LP3)=28,

di conseguenza
01 (x9) =32 — 28 = 4.

Per la variabile o abbiamo:

min {5 (z2), 6%(22) } = min{i, 4} -8

/ T T
5,
4 - ® L
3= & L
o
8
2+ @ ] { ]
1 @ ] { ]
0 ® &
| | | | |
0 1 2 3 4 14
3
o o %

Figura 7.82: Branching su xy: regioni ammissibili di LPy (z2 < 3) e LP3 (22 > 4) in rosso,
punti interi (in nero) e soluzioni ottime (in blu).

Quindi lo strong branching seleziona x2, 'unica variabile frazionaria, con punteggio 3
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Capitolo 8

Il branch-and-cut

Esercizio 8.1 — Cut-and-branch (P1)

( A
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 1 vincolo:
max 1 + 8uzo

31 + 6z < 16

X, To € Zz()
e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma
standard:
8 1 1
Ty = 3 7 3 rr - 6 L3
64 4
= 3 - 3T — 3 T3
. J
Domande

1. Eseguire ’algoritmo branch-and-bound usando la regola dell’indice minimo come stra-
tegia di selezione della variabile di branching, la regola LIFO come strategia di sele-
zione del nodo di branching, il nodo di branching verso il basso risolto per primo, e
LB = —o0 all'inizio (nessun algoritmo euristico). Dare 1’albero di branch-and-bound
e il numero di problemi LP risolti.

2. Eseguire un round di un algoritmo cut-and-branch nel nodo radice: generare il taglio
frazionario di Gomory della riga con il termine noto frazionario pitu grande (in caso di
pareggio, 'indice minimo della variabile in base, con la riga della funzione obiettivo
per ultima), scritto nelle variabili originali e reso primitivo prima di aggiungere la sua
variabile di scarto.

3. Riottimizzare il problema LP del nodo radice con il taglio, usando 1’algoritmo del
simplesso duale (variabile uscente: la variabile in base con valore negativo e indice mi-
nimo; pareggi nel test dei rapporti risolti con I'indice minimo). Mostrare graficamente
leffetto del taglio.
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4. Eseguire l'algoritmo branch-and-bound sul problema rafforzato, con le stesse regole,
e confrontare il numero di problemi LP risolti con quello della prima domanda.

Soluzione

64
1. 1l problema LP; ha la soluzione ottima (0, %) con z(LPy) = 3 L’algoritmo branch-

and-bound risolve 4 problemi LP:

Nodo 1
[z2(LPy)] = 21
LB = -0
To < 2 T2 >3
Nodo 2 Nodo 3
|2(LPy)] = 17 potato per
LB = —o00 inammissibilita
X S 1
Nodo 4
Z(LPy) = 17
LB = 17
potato per
integralita
Nodo Padre Branching &(LP;) 2z(LPg;) LB Esito
1 — — (0,8) & —o00 branching su xa
2 1 9 <2 (3,2) 82 —oo branching su z;
3 1 x9 >3 = —o0  potato per inammissibilita
4 2 z1 <1 (1,2) 17 17 potato per integralita

La soluzione ottima ¢ &(ILP) = (1,2), con z(ILP) = 17.

2. Le righe candidate sono quelle del dizionario ottimo con termine noto frazionario:

Riga parte frazionaria del termine noto

x2

W= wIN
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La parte frazionaria pitt grande é %, nella riga di xs.

In forma di equazione, la riga di z2 si scrive

1 1
$2+§$1+g$3:§7

e il taglio frazionario di Gomory generato da questa riga &

G-LD)=n+GE-ls) = 2515,

1 1 2
=1 -1 =2
cioé
1 +1 >2
= J5 =75 0o
21T =3

Sostituendo le variabili di scarto con le loro espressioni nelle variabili originali, il taglio
diventa
T < 2.

I coefficienti hanno massimo comun divisore 1: il taglio o < 2 € primitivo.

Nel nodo radice non c’¢ alcun vincolo di branching, quindi il taglio ¢ globale. Esclude
(0,8):0-0+1-3=28>2.

3. Il taglio z9 < 2 si aggiunge con la sua variabile di scarto x4 = 2—x9 > 0. Esprimendolo
con le variabili fuori base e aggiungendolo al dizionario ottimo otteniamo un dizionario
duale ammissibile ma non primale ammissibile:

( 8 1 1
To = g - 3 r1 — 6 xs3

2 1 1
T4 = —g + 5 T + 6 x3
z = 01 3 x - 1 z3

\ 3 3

Se aumentiamo il valore di m4, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:
1
1 3—=my >0
. 2
m =3—-m —2 T <6
2 A nllzo
4 1 >0
T3 25_671-4 3 67r4_ T4 <8
w3>0

Aumentando il valore di 74 fino a min {6, 8} = 6, il valore di 7; scende a 0. Abbiamo
quindi che:

74 entra nella base duale e, di conseguenza, x4 esce dalla base primale.

w1 esce dalla base duale e, di conseguenza, x; entra nella base primale.
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Abbiamo:
2 n 1 i 1 N 4 1 i
Ty=——+-x1+ -2 r1=-—-=r x
4 3 T %1t T3 1= 37373 4
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

8 1/4 1 49 1 5
Teo=s—z|z— 5= Ty)—=x3=2—=
2=375 37 3% 4 6 L3 4

64 LR D 4 52 1 y
*T 3 g glaTeT ] T3 I3= g T g3 0T

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

= A = + 2
I = 3 3 T3 Ty
Tro = 2 — Ty
52 1
= — - = - 6
. 3 3 ¥ w
dove B=1{1,2} e N ={3,4}, ¢
e la soluzione di base primale ottima é:
4 52
.f'l = -, i‘g = 2, .f'g = 0, (Z‘4 =0 di valore —
3 3
e la soluzione di base duale ottima é:
1 52
77'1:0, 7~T2:0, ﬁ3:§, 7~T4:6 di valore ?

52
La nuova soluzione ottima di LP; ¢ (%,2), con z(LPp) = 3 © upper bound 17.

Graficamente, abbiamo:

/ T 1 T T T w\

wloo
[

2 e

T2
o
A
8

Figura 8.1: Il problema LP della radice con il taglio di Gomory (in verde): la vecchia
soluzione ottima (cerchio blu) ¢ esclusa, e la nuova soluzione ottima ¢é in blu, con la sua
retta di livello della funzione obiettivo (tratteggiata).
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4. Ogni nodo eredita il taglio. Ora ’algoritmo branch-and-bound risolve 2 problemi LP:

Nodo 1
|z(LPy)] = 17
LB = —x
T S 1
Nodo 2
z(LPy) = 17
LB = 17
potato per
integralita

Nodo Padre Branching &(LPy) z(LPx) LB Esito

1 — - (%, 2) 2 —oo  branching su z;
1

2 1 r <1 (1,2) 17 17 potato per integralita

Branch-and-bound: 4 problemi LP; cut-and-branch con un taglio di Gomory: 2
problemi LP. Il taglio abbassa il bound della radice e riduce ’albero. Entrambi
trovano z(ILP) = (1,2), 2(ILP) = 17.

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 8.2 — Cut-and-branch (P23)

( N\

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 3 vincoli:
max 1 + 4o

31 + 8x9 < 24
—I < —1
—To < -1

x1, T2 € Z>o

I vincoli 1 > 1 e 29 > 1 si scrivono in forma canonica come —x1 < —1 e —x9 < —1.
e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma

standard: )
T, = 1 + T4
21 1 3
T2 = g — é T3 — é Ty
13 1 3
TS g T og® T ogm
23 1 1
| z = 5 - 5 r3 — ) Ty
& J
Domande

1. Eseguire ’algoritmo branch-and-bound usando la regola dell’indice minimo come stra-
tegia di selezione della variabile di branching, la regola LIFO come strategia di sele-
zione del nodo di branching, il nodo di branching verso il basso risolto per primo, e
LB = —o0 all'inizio (nessun algoritmo euristico). Dare 1'albero di branch-and-bound
e il numero di problemi LP risolti.

2. Eseguire un round di un algoritmo cut-and-branch nel nodo radice: generare il taglio
frazionario di Gomory della riga con il termine noto frazionario pit grande (in caso di
pareggio, I'indice minimo della variabile in base, con la riga della funzione obiettivo
per ultima), scritto nelle variabili originali e reso primitivo prima di aggiungere la sua
variabile di scarto.

3. Riottimizzare il problema LP del nodo radice con il taglio, usando 'algoritmo del
simplesso duale (variabile uscente: la variabile in base con valore negativo e indice mi-
nimo; pareggi nel test dei rapporti risolti con I'indice minimo). Mostrare graficamente
leffetto del taglio.

4. Eseguire 'algoritmo branch-and-bound sul problema rafforzato, con le stesse regole,
e confrontare il numero di problemi LP risolti con quello della prima domanda.
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Soluzione

23
1. Il problema LP; ha la soluzione ottima (1, %) con z(LPy) = 5 L’algoritmo branch-

and-bound risolve 4 problemi LP:

Nodo 1
lz(LPy)| = 11
LB = —x
T2 < 2 2 >3
Nodo 2 Nodo 3
|z2(LP2)] = 10 potato per
IB = —o0 inammissibilita

X S 2
Nodo 4

z(LP4) = 10
LB = 10

potato per
integralita

Nodo Padre Branching &(LP;) =z(LPg) LB Esito

1 - = (1,2 B —oo branching su x2

2 1 T9 < 2 (%, 2) % —o0o0  branching su 1

3 1 z92 >3 = —0o0  potato per inammissibilita
4 2 1 <2 (2,2) 10 10 potato per integralita

La soluzione ottima ¢ &(ILP) = (2,2), con z(ILP) = 10.

2. Le righe candidate sono quelle del dizionario ottimo con termine noto frazionario:

Riga parte frazionaria del termine noto

5
T2 3
5
xIs5 3
1
& 2

La parte frazionaria pitt grande é %, nella riga di xs.
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In forma di equazione, la riga di zo si scrive

1 3 21
T2+ gT3+ gTa =

(- [5) s+ (5 [5]) @ 2
1 _
-8 -8
cioe
1 3
gTTRTIZR

diventa
X9 S 2.

1,%):0-14+1-2=2>2

duale ammissibile ma non primale ammissibile:

xr1 = 1 +
21 1

™= F T gm -
13 1

o= g T g -
) 1

Tg = —g + gxg +
23 1

e TR T

Se aumentiamo il valore di mg, possiamo ottenere

Abbiamo:
11 >0
11 7 gre=
T — —— =T
3 2 8 6 73>0
1 3 ,_§ >0
T4 2>0

Aumentando il valore di ¢ fino a min {4, 3

quindi che:

gv

e il taglio frazionario di Gomory generato da questa riga &

21 21
- 15
5
=3

Sostituendo le variabili di scarto con le loro espressioni nelle variabili originali, il taglio

I coefficienti hanno massimo comun divisore 1: il taglio xo < 2 é primitivo.

Nel nodo radice non c’¢ alcun vincolo di branching, quindi il taglio ¢ globale. Esclude

3. Il taglio z9 < 2 si aggiunge con la sua variabile di scarto xg = 2—xo > 0. Esprimendolo
con le variabili fuori base e aggiungendolo al dizionario ottimo otteniamo un dizionario

4 4
} =3 il valore di 74 scende a 0. Abbiamo

T4

L4

Ly

Lq

T4

N|— 0ol W 0ol w 0ol

una soluzione duale migliore.

IN

T6

IA
Wk

6
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e entra nella base duale e, di conseguenza, xg esce dalla base primale.

74 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
5+1 +3 N 5 1 +8
Tg=——+—-=x —z T4 == — -2 —x
6 g Tgistg 4= 3 73T+ 5%

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

1 =1+ §—1x +§:c —§—1x +§x
1= 3 373 "737) T3 3T 376
21 1 3(5 1 )
o= — — 3 —=(===% - =2—x
278 g g\g 33 6
13 1 3(5 1 8 .
e ——==tp—=(s== —ze | =1—2x
T g g g\g 33 6
23 1 1/5 1 8 32 1 4
= % T gl\3g 3T g T g Tz 576

8 1 i 8
rn = = - -z -z
1 3 3 3 3 6
To = 2 — T
T4 = > 1 r3 + § x
4 = 3 3 3 3 6
Irs = 1 — T6
32 1 4
\ z = ? — — I3 — § L6
dove B=1{1,2,4,5} e N = {3,6}, e
e la soluzione di base primale ottima é:
8 5 32
57125, 1‘2:2, :f4:§, 535:1, 53:0, i‘GZO di valore ?
e la soluzione di base duale ottima é:
1 4 32
’/:r1:0, 77’220, 7~T4:0, 7~['5:O, 7~'l'3:§7 ﬁ6:§ di valore ?
La nuova soluzione ottima di LPy ¢ (§,2), con z(LPy) = 3 © upper bound 10.

Graficamente, abbiamo:

Autore: Fabio Furini
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xr2

[y
[\
wlo |—

1

-

Figura 8.2: Il problema LP della radice con il taglio di Gomory (in verde): la vecchia
soluzione ottima (cerchio blu) ¢ esclusa, e la nuova soluzione ottima ¢é in blu, con la sua

retta di livello della funzione obiettivo (tratteggiata).

4. Ogni nodo eredita il taglio. Ora ’algoritmo branch-and-bound risolve 2 problemi LP:

Nodo 1
[2(LP1)] = 10
LB = —x
X § 2
Nodo 2
LB = 10
potato per
integralita
Nodo Padre Branching &(LP;) z(LPx) LB Esito
1 — — (8,2) 32 —oo  branching su z;
2 1 r <2 (2,2) 10 10 potato per integralita
Branch-and-bound: 4 problemi LP; cut-and-branch con un taglio di Gomory: 2

problemi LP. Il taglio abbassa il bound della radice e riduce 1’albero. Entrambi

trovano &(ILP) = (2,2), z(ILP) = 10.
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Esercizio 8.3 — Cut-and-branch (P24)

4 N\
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 4 vincoli:
max 4x1 + 3x9

Txy + 3w < 24
—r1 + To < 3
—I < -1
—x9 < -2

1, To € Z>g

I vincoli x1 > 1 e x9 > 2 si scrivono in forma canonica come —x1 < —1 e —x9 < —2.
e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma

standard:
3 1 3
T = B — TO r3 + ﬁ T4
9 1 7
T2 = 5 - E r3 — E Ty
1 1 3
Trs = 5 TO r3 + E T4
5 1 7
T = 5 T 1o r3 — 10 T4
39 7 9
s N T B T
g J
Domande

1. Eseguire 'algoritmo branch-and-bound usando la regola dell’indice minimo come stra-
tegia di selezione della variabile di branching, la regola LIFO come strategia di sele-
zione del nodo di branching, il nodo di branching verso il basso risolto per primo, e
LB = —oco all’inizio (nessun algoritmo euristico). Dare ’albero di branch-and-bound
e il numero di problemi LP risolti.

2. Eseguire un round di un algoritmo cut-and-branch nel nodo radice: generare il taglio
frazionario di Gomory della riga con il termine noto frazionario piu grande (in caso di
pareggio, 'indice minimo della variabile in base, con la riga della funzione obiettivo
per ultima), scritto nelle variabili originali e reso primitivo prima di aggiungere la sua
variabile di scarto.

3. Riottimizzare il problema LP del nodo radice con il taglio, usando I’algoritmo del
simplesso duale (variabile uscente: la variabile in base con valore negativo e indice mi-
nimo; pareggi nel test dei rapporti risolti con I'indice minimo). Mostrare graficamente
leffetto del taglio.

4. Eseguire 'algoritmo branch-and-bound sul problema rafforzato, con le stesse regole,

e confrontare il numero di problemi LP risolti con quello della prima domanda.
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Soluzione
: : 39 39 ., .
1. 11 problema LP; ha la soluzione ottima (3, 5) con z(LP1) = 5 L’algoritmo branch-
and-bound risolve 6 problemi LP:
Nodo 1
[2(LPy)] = 19
LB = —
1 <1 T > 2
Nodo 2 Nodo 3
2(LPy) = 16 #(LP3) = 18
LB = 16 LB = 16
potato per
integralita To < 3 To >4
Nodo 4 Nodo 5
|2(LP4)] = 17 potato per
LB = 16 inammissibilita
I § 2
Nodo 6
2(LPg) = 17
LB = 17
potato per
integralita
Nodo Padre Branching &(LP;) 2z(LP;) LB Esito
1 — — (2,9) 3 —o00 branching su x;
2 1 z1 <1 (1,4) 16 16 potato per integralita
3 1 T1 > 2 (2, 13—0) 18 16  branching su xs
4 3 x2<3 (2,3) 123 16 branching su x;
5 3 T9 >4 = = 16 potato per inammissibilita
6 4 x1 <2 (2,3) 17 17 potato per integralita
La soluzione ottima ¢ Z(ILP) = (2, 3), con z(ILP) = 17.
2. Le righe candidate sono quelle del dizionario ottimo con termine noto frazionario:
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Riga parte frazionaria del termine noto

1 1
xI9 %
Z5 %
T6 %
: >

La parte frazionaria pit grande & 1, nella riga di z;.
p p %
In forma di equazione, la riga di x; si scrive

T1+ T3 — _3
1 10 43 10 4_27

e il taglio frazionario di Gomory generato da questa riga &

~s ———
1 7 1
—10 —10 -2
cioé
Lo -
— X — X o~
10210742

Sostituendo le variabili di scarto con le loro espressioni nelle variabili originali, il taglio
diventa
To < 4.

I coefficienti hanno massimo comun divisore 1: il taglio o < 4 & primitivo.

Nel nodo radice non c’¢ alcun vincolo di branching, quindi il taglio é globale. Esclude
(3,):0-2+1-2=9>4.

3. Il taglio zo < 4 si aggiunge con la sua variabile di scarto x7 = 4—x9 > 0. Esprimendolo
con le variabili fuori base e aggiungendolo al dizionario ottimo otteniamo un dizionario
duale ammissibile ma non primale ammissibile:

3 1 3

2 —— 5 T 1o r3 + 10 T4
9 1 7

T2 = 9 E r3 — TO Ty
1 1 3

5 = 2 T 10 r3 + 10 T4
b) 1 7

Te = 2 T 10 r3 — 10 T4
1 1 7

r7r = 5 + 10 r3 + 10 T4
39 7 9

z = ? — E I3 — E T4
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Se aumentiamo il valore di 77, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.
Abbiamo:

7 1 0
7 1 E_EW7—
- - < _ mr <7
ke 10 107r7 730 !
9 7 g_l >0 9
™ =10 10™ 10 107° oS
742>0

} = g, il valore di 74 scende a 0. Abbiamo

Aumentando il valore di 77 fino a min {7, %

quindi che:

77 entra nella base duale e, di conseguenza, x7 esce dalla base primale.

74 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:
1 1 7 5 1 10
x7:_§+ﬁx3+ﬁx4 = x4:?—?$3+7x7
Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:
3 1 3 /5 1 10 12 1 3
x1:2_1()$3+10<7_7x3+7$7>:7_7"’33+7$7
9 1 7T (5 1 10
x2:2—10x3—10<7—7I3+7x7>—4—x7
1 1 3 (5 1 10 5 1 3
”35:2m$3+m<77x3+7”):77x3+7”
) 1 7T (5 1 10
=510 3‘m<7‘7x3+7$7>‘2‘9”7
39 7 9 (5 1 10 132 4 9
Zzz‘mf’f3‘m(7‘7f’”3+7x7>:7‘79”3‘7””7

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

B 12 1 o 3
T = - 7$3 7567
To = 4 - X

) 1 +1O
Ty = - - -z —
4 7 7 I3 7 o
5 1 o 3
By = - - -z =z
5 - - 3 7 o
g = 2 — Ty
132 4 9
[ 2 = &% T o3® - g

Autore: Fabio Furini
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dove B = {1,2,4,5,6} e N = {3,7}, e

e la soluzione di base primale ottima é:

12 ) ) 132
i’l:f, 532:4, i‘4:*, 555:*, i6:2, :E3:0, i7=0 di valore ——

7 7 7 7

e la soluzione di base duale ottima é:

4 9 132
7~T1:0, 7~T2:0, 7~T4:0, 7~T5:0, 7~TGZO, 7?3:*, 7~T7:* di valore ——
7 7 7
. . . s 12 2
La nuova soluzione ottima di LPy & (57,4), con 2(LP;) = —7 € upper bound 18.

Graficamente, abbiamo:

/ ~s TT T x\
B |- S -
9 | ‘\ |
2 vy = 4
4

%
v
| v
3 &
g Y
iz &
9 2
—
|
I
1 -
8
|
0
L |
0 1 312 3
27

N o /
Figura 8.3: Il problema LP della radice con il taglio di Gomory (in verde): la vecchia

soluzione ottima (cerchio blu) ¢ esclusa, e la nuova soluzione ottima ¢ in blu, con la sua
retta di livello della funzione obiettivo (tratteggiata).

4. Ogni nodo eredita il taglio. Ora ’algoritmo branch-and-bound risolve 6 problemi LP:
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Nodo 1
[2(LP1)] = 18
LB = -
1 <1 x> 2
Nodo 2 Nodo 3
2(LPy) = 16 2(LP3) = 18
LB = 16 LB = 16
potato per
integralita To < 3 To >4
Nodo 4 Nodo 5
[2(LPy)] = 17 potato per
LB = 16 inammissibilita
I S 2
Nodo 6
2(LPg) = 17
LB = 17
potato per
integralita
Nodo Padre Branching &(LP;) 2z(LP;) LB Esito
1 = = (2,4) 132 —oo branching su z;
2 1 x <1 (1,4) 16 16 potato per integralita
3 1 x1 > 2 (2,1) 18 16 branching su z»
4 3 T9 <3 (%, 3) 1—33 16  branching su x
) 3 To >4 = = 16 potato per inammissibilita
6 4 r1 <2 (2,3) 17 17 potato per integralita
Branch-and-bound: 6 problemi LP; cut-and-branch con un taglio di Gomory: 6
problemi LP. Il taglio abbassa il bound della radice ma non riduce ’albero: conta
la qualita del taglio. Entrambi trovano &(ILP) = (2,3), z(ILP) = 17.
(S J

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 365


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

Esercizio 8.4 — Tagli globali e locali

s N
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:
max 2x1 + 3x2o

IN

ox1 + T2 22

3xz1 + 9z < 35

T, To € Z>o
L’algoritmo branch-and-bound (con la regola dellindice minimo come strategia di
selezione della variabile di branching, la regola LIFO come strategia di selezione del
nodo di branching, il nodo di branching verso il basso risolto per primo, e LB = —o0
all’inizio, senza algoritmo euristico) fa branching nella radice su z1. Il Nodo 2 ¢ il
nodo di branching verso il basso, con il vincolo di branching x; < 3 e la sua variabile
di scarto x5 = 3 — x1. Il dizionario ottimo di LP5 é:

(

T, = 3 - T5
26 1 1
Ty = 9 §x4 + §x5
37 1 14
r3 = 3 + § T4 + ? x5
44 1
S T
L )

Domande

1. Generare nel Nodo 2 il taglio frazionario di Gomory della riga con il termine noto
frazionario pit grande (in caso di pareggio, 'indice minimo della variabile in base,
con la riga della funzione obiettivo per ultima), scritto nelle variabili originali e reso
primitivo prima di aggiungere la sua variabile di scarto.

2. In base alla sua derivazione, il taglio ¢ un taglio globale o un taglio locale del Nodo 27

3. Verificare per enumerazione se il taglio é soddisfatto dalle soluzioni intere ammissibili
del Nodo 2 e da tutte le soluzioni intere ammissibili del problema PLI.

4. Che cosa succederebbe se il taglio fosse memorizzato nel pool globale e usato in ogni

nodo?

- /

Soluzione

44
1. Una soluzione ottima di LP; ¢ (3, %), con z(LP;) = 3 Le righe candidate sono:
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Riga parte frazionaria del termine noto

8
T2 9
1
I3 9
2
z 3

La parte frazionaria pitt grande é %, nella riga di xs.

In forma di equazione, la riga di z2 si scrive
1 1 26
$2+§$4—§x5:§7

e il taglio frazionario di Gomory generato da questa riga &

G-l wat (515 = =2 §-15,

1 2
-9 -3
cioé
1.2 8
= b, = 75 0
91T 3 =g

Sostituendo le variabili di scarto con le loro espressioni nelle variabili originali, il taglio
diventa
r1 + 2o < 5.

I coefficienti hanno massimo comun divisore 1: il taglio x1 + x2 < 5 & primitivo.

. La riga usata contiene la variabile di scarto x5 del vincolo di branching z; < 3, con
coefficiente non nullo % nel taglio: la sua derivazione usa il vincolo di branching, quindi
I’algoritmo lo tratta come un taglio locale del Nodo 2, valido solo nel sottoalbero
del Nodo 2.

. Le soluzioni ammissibili del Nodo 2 sono i 15 punti di F' con x1 < 3: tutti soddisfano
x1 + 2 < 5 (il valore massimo di 1 + x2 fra di essi ¢ 5). Fra tutte le 18 soluzioni
ammissibili, invece, (4,2) viola il taglio. Graficamente, abbiamo:

Z;
4 ¢
26 |4
9
g 2f
]
[ ]
[ ]
[ ]
1 ¢ (]
]
]
]
]
0 ° ® ¢ o
- \
| | 1 | |
0 1 2 3 4 5

\_ i J
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Figura 8.4: Il rilassamento lineare (in rosso), il vincolo di branching x; = 3 (tratteggiato),
il taglio x; +x2 = 5 (in verde), la soluzione ottima di LP2 (in blu) e le soluzioni ammissibili

che violano il taglio (quadrati rossi).

11 taglio ¢ localmente valido nel Nodo 2 ma non globalmente valido.

4. 11 punto (4,2) & 'unica soluzione ottima del problema PLI, di valore 14. Con il
taglio nel pool globale verrebbe eliminato anche dal Nodo 3 (z1 > 4), e lalgoritmo
restituirebbe (2, 3), di valore 13.

Il taglio di Gomory x1 + 2 < 5 del Nodo 2 ¢é locale: deve restare nel sottoal-
bero del Nodo 2. Usato globalmente escluderebbe la soluzione ottima (4,2), e
I’algoritmo restituirebbe una soluzione di valore 13 invece di 14.

(& J

Esercizio 8.5 — Round di tagli (P5)

' )
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimo con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:
max 2z + 3x9

61 + 2lxy < 77
8xr1 + 3ry < 36
X1, ro € ZZO
e il seguente dizionario ottimo del simplesso del suo rilassamento lineare in forma
standard:
7 n 1 7
r = = — r3 — —
! 2 50 7 50
8 4 . 1
To = - — — —
2 3 75 ° 25 !
3 4
- 15 - = - =
z 5 o5 3 o5 T4
& J
Domande

1. Generare il primo taglio di Gomory del nodo radice: il taglio frazionario di Gomory
della riga con il termine noto frazionario pit grande (in caso di pareggio, I'indice
minimo della variabile in base, con la riga della funzione obiettivo per ultima), scritto
nelle variabili originali e reso primitivo prima di aggiungere la sua variabile di scarto.

2. Un algoritmo cut-and-branch esegue R round di tagli di Gomory nella radice (un
taglio per round, con la stessa regola), e poi 'algoritmo branch-and-bound con la
regola dell’indice minimo come strategia di selezione della variabile di branching, la
regola LIFO come strategia di selezione del nodo di branching, il nodo di branching
verso il basso risolto per primo, e LB = —oo all’inizio (nessun algoritmo euristico).
La tabella seguente riporta, per ogni R, I'ultimo taglio aggiunto, il problema LP della
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radice e il numero di problemi LP risolti. Verificare la riga R = 1 e commentare la
tabella.

Round ultimo taglio aggiunto &(LP;) z(LP;) UB nella radice problemi LP risolti

0 - 7.8 15 15 11
1 2z +2<9 2,2 B 14 8
2 z1+32<5 (2.4 13 3
3 3z1+10zy <36 (2,3) 13 13 1

3. Quanti round servono per risolvere il problema nel nodo radice? Quali tagli
aggiungeresti in pratica?

. J

1. Le righe candidate sono:

Riga parte frazionaria del termine noto

I

WIN D=

T2

La parte frazionaria pitt grande é %, nella riga di .

In forma di equazione, la riga di zo si scrive

8

4 1, _°
x2+ﬁw3—2—53€4—37

e il taglio frazionario di Gomory generato da questa riga é

(55 = l5s)) wa+ (-5 — [ =a5]) 20 2 5 - [5],

~~ ~"~ R/_/
4 R 2
- 75 —25 -3
cioé
4 o 2u 2
— X — X =5
752 9574 = 3

Sostituendo le variabili di scarto con le loro espressioni nelle variabili originali, il taglio
diventa
8x1 + 4z < 38.

Dividendo per il massimo comun divisore g = 4 dei coefficienti e arrotondando per
difetto il termine noto otteniamo il taglio primitivo

221+ 20 <09.
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2. 1l taglio 2x1 + 22 < 9 si aggiunge con la sua variabile di scarto x5 = 9 — 2x; —

29 > 0. Esprimendolo con le variabili fuori base e aggiungendolo al dizionario ottimo
otteniamo un dizionario duale ammissibile ma non primale ammissibile:

7 1 7
x|y = 5 + % xr3 — % T4
8 4 1
Ty = 3 75 r3 + 25 4
2 1 6
rs = —g + 75 xr3 -+ ?5 T4
Z = 15 - i T3 — i T4
\ 25 25

Se aumentiamo il valore di 75, possiamo ottenere una soluzione duale migliore.

Abbiamo:

3 ! >0

— — —

T S 25 75 0 = T <9
0 &1 <

3 25 75 ° 730
4 6 i_g >0 2
T = 5r TS 95 25 0= ™ =3

w4 >0

Aumentando il valore di 75 fino a min {9, 3} =3 il valore di 74 scende a 0. Abbiamo

quindi che:

75 entra nella base duale e, di conseguenza, x5 esce dalla base primale.

74 esce dalla base duale e, di conseguenza, x4 entra nella base primale.

Abbiamo:

w————i—ix —i—gx = x—2—5—i:1: +§x
5T T3 753 T o5 1T 9 18T

Sostituendo nelle altre equazioni del dizionario primale, otteniamo:

7,1 T(% 1 25 \_ 28 1 7
=975 50l T8 T 6™) T 9 T3 12"
8 4 1 /25 1 % \_2% 1 1
2T T T T o5 \g T 18T ) T 9 T 18T
53 4% 1 025 N\ 181 1 9
= 25 a5\ g 187 T 6 5) T g 9T 3"

Di conseguenza, abbiamo ora il seguente dizionario primale aggiornato:

Autore: Fabio Furini
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( 28 1 7
1 = 9 + 36 3 = 19 5
25 1 1
To = 5 = TS xr3 + 6 Ts5
25 1 25
T4 = ? — E I3 + E Is
131 1 2
A — o - T3 — 3 5
dove B ={1,2,4} e N ={3,5}, ¢
e la soluzione di base primale ottima é:

28 25 25 - ~ 131

By = 9 T3 =0, 5 =0 di valore 9

e la soluzione di base duale ottima é:

1 2 131
=0, mp=0, 7 =0, Ty = 9’ 75 = —  di valore o
. L . Cog 0 131
Il problema LP della radice con il taglio ha la soluzione ottima (%, %) e 2(LP1) = 9

come nella riga R = 1. Il numero di problemi LP scende da 11 a 8, 3 e 1: ogni round
abbassa un po’ z(LP;), e I'albero si riduce.

3. Dopo 3 round la soluzione ottima del problema LP della radice ¢ intera e l'albero si
riduce al nodo radice. Il primo round da solo cambia appena il bound; in pratica un
algoritmo cut-and-branch smette di tagliare quando la diminuzione di z(LP;) diventa
piccola (tailing off ), perché ogni round rende piu grande il problema LP di ogni nodo.

Con 0, 1, 2, 3 round di tagli di Gomory ’algoritmo risolve 11,8, 3, 1 problemi LP: su
P5 i tagli convengono, e 3 round risolvono il problema nella radice, z(ILP) = 13.
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