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Modelli e bound
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Capitolo 1

La programmazione lineare intera

Esercizio 1.1 — Programmazione lineare intera (P7)

Consideriamo i seguenti dati di un problema PLI con n = 2 variabili e m = 2 vincoli:
3 1 4 12
c= A= b=
1 2 1 5

1. Scrivere il problema PLI in forma canonica di massimizzazione.

Domande

2. Disegnare la regione ammissibile del problema PLI ed elencare tutte le sue soluzioni
ammissibili.

3. Trovare graficamente una soluzione ottima e verificarla per enumerazione completa.

(& J

Soluzione

1. Il problema PLI in forma canonica di massimizzazione, con n = 2 variabili intere non

negative e m = 2 vincoli lineari di minore o uguale, ¢ il seguente:

max 3x1 -+ T2

z1 + 4z < 12
2x1 + Ty < 5
X1, ro9 € ZZO

2. Entrambi i vincoli hanno coefficienti non negativi, quindi ogni soluzione ammissibile
soddisfa z1 < [2] = 2 (vincolo 2). Per ogni valore di z; i vincoli danno i valori interi
di xXo:
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Programmazione lineare intera

x1 bound su x9 punti ammissibili

La regione ammissibile F' ¢ fatta dei 9 punti neri della figura, i punti interi del poliedro
P (rosso):

-

x2

\ o J
Figura 1.1: Regione ammissibile del problema PLI: i punti interi (neri) dentro il poliedro
dei vincoli (rosso). La soluzione ottima (2,1) ¢ in blu, con la retta obiettivo 3z + 22 =7

(tratteggiata).

3. Il gradiente della funzione obiettivo ¢ Vf = (3,1). Spostando la linea di livello
31 + x2 = z nella direzione di V f, 'ultimo punto di F raggiunto é (2,1), sulla linea
tratteggiata 3 x1 + xo = 7 della figura; nessun altro punto di F' giace su questa linea.

L’enumerazione completa delle 9 soluzioni ammissibili lo conferma (l'ottimo in
grassetto):

I i) z I i) Z | I T2 z

0O o0 00 3 3|1 b}
1 1|1 0 3] 2 6
2 2|1 41 2 7

I1 problema PLI ha 'unica soluzione ottima &(ILP) = (2, 1), con valore ottimo
#(ILP) = T.
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Programmazione lineare intera

Esercizio 1.2 — Forma canonica di massimizzazione (P13)
( N
Consideriamo il seguente problema PLI con n = 2 variabili intere:
min 1 + 39
1 + 2x9 > 6
—x1 + 4x0 > 6
2 I - 2 €T S 3
Ty, T2 € ZZO
(N J

Domande

1. Scrivere il problema PLI in forma canonica di massimizzazione e dare i suoi dati ¢, A

eb.
2. Disegnare la regione ammissibile. E un insieme finito?

3. Spiegare perché il problema PLI ha una soluzione ottima e trovarla graficamente.

- /

Soluzione

1. Minimizzare z1 + 322 equivale a massimizzare —z1 — 3z, con min{z; + 3z} =

—max{—z1 — 3x2}. Ogni vincolo > si moltiplica per —1:
T1+2x9 26 < —x1 —2x9 < —6, —x1+429>6 < 21 — 419 < —6.

Il problema PLI in forma canonica di massimizzazione (problema P13 del catalogo) &

max —x; — 39
—X1 — 2:62 S —6
Il — 4.%2 < —6
221 — 2x9 < 3
x1, 9 (S Zzo
con dati
-1 =2 —6
-1
-3
2 =2 3

2. 11 poliedro dei vincoli é disegnato in rosso dentro il riquadro 0 < z1,z9 < 5; prosegue
verso |’alto senza limite.
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Programmazione lineare intera

z2

N

Figura 1.2: Regione ammissibile di P13 dentro il riquadro (rosso), i suoi punti interi (neri)
e la soluzione ottima (2,2) (blu), con la retta obiettivo —x; — 39 = —8 (tratteggiata).

La regione ammissibile non & finita: per ogni intero & > 3 il punto (0, k) soddisfa
—2k < —6, —4k < —6 e —2k < 3, quindi appartiene a F'.

3. Tutti i costi del problema di massimizzazione sono negativi e x1,z2 > 0, quindi —z; —
3z9 < 0 su F: la funzione obiettivo é limitata superiormente. Il punto ammissibile
(0,3) ha valore —9, e solo i punti, in numero finito, con z; + 3x2 < 9 possono fare
meglio: esiste una soluzione ottima.

Il gradiente ¢ Vf = (—1,—3): la linea di livello si sposta verso l'origine. L’ultimo
punto di F' raggiunto é (2,2), sulla linea tratteggiata —zq1 —3x9 = —8. Lariga xo = 1
non contiene punti ammissibili, perché x; + 2 > 6 richiede z; > 4 e —21+4 > 6
richiede 21 < —2.

I1 problema PLI ha 'unica soluzione ottima &(ILP) = (2,2), con valore ottimo
z(ILP) = —8 in forma canonica di massimizzazione, cioé un valore minimo x; +
3x9 = 8 del problema originale.

Esercizio 1.3 — Enumerazione completa (P43)

1
1 0 2 2
c= ]2 A= b=
01 2 2
7

. J

Domande

1. Scrivere il problema PLI in forma canonica di massimizzazione.
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Programmazione lineare intera

2. Ricavare dai vincoli un upper bound su ciascuna variabile ed elencare tutte le soluzioni
ammissibili.

3. Trovare una soluzione ottima per enumerazione completa. E unica?

AN J

Soluzione

1. Il problema PLI in forma canonica di massimizzazione, con n = 3 variabili intere non
negative e m = 2 vincoli lineari di minore o uguale, € il seguente:

max w1 + 2x9 + Tax3
x1 + 23 < 2
To + 2z3 < 2
1, T2, x3 € Z>o

2. Tutti i coefficienti sono non negativi, quindi ogni variabile & al pi il termine noto
diviso per il suo coefficiente, arrotondato per difetto:

21<(2/1] =2, w2 <|2/1] =2, a3 <min{[2/2],[2/2]} = 1.

e Se 3 =1, i vincoli diventano x; < 0 e zo < 0: 'unico punto é (0,0, 1).

e Se x3 = 0, i vincoli diventano z; < 2 e g2 < 2: 19 punti (21, x2,0) con z1,z2 €
{0,1,2}.

La regione ammissibile ha 10 punti.

3. I valori della funzione obiettivo 1 + 2x9 + 723 sono (l'ottimo in grassetto):

X1 o I3 Z | 1 Tro I3 z

0o 0o o0 o0oj1 2 0 5
o 1 0 2|2 0 0 2
0O 2 0 472 1 0 4
1 0 0 12 2 0 6
11 0 3,0 O 1 7

I1 punto migliore con x3 =0 ¢ (2,2,0), di valore 6: & peggiore di (0,0,1), di valore 7.

L’enumerazione completa da l'unica soluzione ottima &(ILP) = (0,0,1), con
valore ottimo z(ILP) = 7.
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Programmazione lineare intera

N\

Esercizio 1.4 — Esiti possibili: un problema PLI inammissibile
s N
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con
n = 2 variabili intere e m = 4 vincoli:
max r1 + 2x9
2x 1 - 2 i) S 1
—2x1 4+ 2z < 1
—2x 1 - 2 ) < -1
227 4+ 2xz9 < 3
x1, 9 € ZZO
g J
Domande

1. Disegnare il poliedro P dei vincoli e stabilire se il problema LP con gli stessi dati (con
x1,x2 > 0 al posto di z1, 29 € Z>() ¢ ammissibile.

2. Stabilire 'esito del problema PLI.

3. Trovare una soluzione ottima del problema LP con gli stessi dati.

J

1

1
di vertici (0, 5), (5,0)7 =

Figura 1.3: Il poliedro P (rosso) non contiene punti interi: i quattro punti interi pitt vicini
(neri) sono fuori. La soluzione ottima (%, 1) del problema LP ¢ in blu, con la retta obiettivo

Soluzione

1. T quattro vincoli sono —2

2
1

2

<x—

Ty < % e % <x14a9 < %: il poliedro P ¢ il quadrato
1
1,-).
)7( 72)

-
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)

T1+ 229 = 5 (tratteggiata).

Autore: Fabio Furini
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Programmazione lineare intera

Il punto (%, %) soddisfa tutti i vincoli, quindi il problema LP ¢ ammissibile.
2. e Dai primi due vincoli, un punto intero ha x; — z9 € Z e |x] — x| < %, quindi
1 = X9.

e Con 1 = zo gli ultimi due vincoli diventano 1 < 4z, < 3, cioé }1 <z <
nessun valore intero di x7 li soddisfa.

[ [SN]

La regione ammissibile ' = P N Z? ¢ vuota: il problema PLI ¢ inammissibile,
anche se il problema LP con gli stessi dati ¢ ammissibile.

3. Il poliedro P ¢ limitato e non vuoto, quindi il problema LP ha un vertice ottimo. I
valori di 1 + 2 22 nei quattro vertici sono

Esercizio 1.5 — Esiti possibili: una regione ammissibile illimitata

Consideriamo i vincoli

-1 + x2 < 2
X — 2 i) S 2
xq, To € ZZO

e i tre problemi PLI in forma canonica di massimizzazione con questi vincoli e le
funzioni obiettivo

(a) max x1 + o, (b) max —2z1 + z2, (¢) max x1 — 3.

Domande
1. Disegnare la regione ammissibile. E un insieme finito?

2. Stabilire l'esito di ciascuno dei tre problemi PLI (a), (b) e (c), e dare una soluzione

ottima quando esiste.

A J

Soluzione

1. La regione ammissibile non ¢é finita: per ogni k € Z>¢ il punto (2k, k) soddisfa
2k+k=-k<2e2k—-2k=0<2.
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Programmazione lineare intera

Figura 1.4: Regione ammissibile dentro il riquadro 0 < 27 < 6, 0 < z9 < 4 (rosso), i suoi
punti interi (neri), i punti (2k, k) (cerchi blu) e le soluzioni ottime (0,2) di (b) e (2,0) di
(c) (blu) con le loro rette obiettivo (tratteggiate).

2. e (a) I punti (2k, k) sono ammissibili con valore 3k, che cresce senza limite: il
problema PLI (a) ¢ illimitato.

e (b) Per ogni punto ammissibile, —2x1 + 29 = (—x1 + 22) — 21 <2 —27 < 2. 1l
valore 2 richiede 1 = 0 e —x; + x9 = 2, cioé¢ il punto (0,2), che ¢ ammissibile:
I'unica soluzione ottima ¢é (0, 2), con valore ottimo 2.

e (c) Per ogni punto ammissibile, 21 —3xe = (1 — 2x2) — 29 < 2 — 29 < 2. 1l
valore 2 richiede z9 = 0 e 1 — 2x9 = 2, cio¢ il punto (2,0): 'unica soluzione
ottima ¢ (2,0), con valore ottimo 2.

Con la stessa regione ammissibile illimitata, il problema (a) ¢ illimitato, mentre
i problemi (b) e (¢) hanno una soluzione ottima: (0,2) e (2,0), entrambe di
valore 2.
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Capitolo 2

Bound primali e duali

Esercizio 2.1 — Bound primali e bound duali (P5)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con

n = 2 variabili intere e m = 2 vincoli:
max 2z + 3x9

61 + 2lxy < 77
8r1 + 3x9 < 36
X1, To € ZZO
\ )

Domande

1. Applicare I'euristica a una variabile e I’euristica a due fasi, in entrambi gli ordini delle
variabili, e dare il bound primale LB migliore.

2. Risolvere graficamente il rilassamento lineare e dare il bound duale UB che fornisce.

3. Calcolare il gap di ottimalita. La migliore soluzione euristica é certificata ottima?

AN J

Soluzione

1. L’euristica a una variabile porta una sola variabile al suo valore massimo, con le

altre variabili uguali a 0. L’euristica a due fasi porta prima una variabile al suo
valore massimo, e poi ’altra al suo valore massimo con i termini noti residui.

e Solo 21 (z2 = 0): Z; = min{|Z], 5]} =4, quindi Z = (4,0) e LB =2-4+3-0 =
8.

e Solozs (z1 =0): Z = min{[} |, [12|} = 3, quindi = (0,3) e LB = 2:0+3-3 =

9.
e Prima 21: 71 = min{|Z],[J]} = 4, e lascia i termini noti residui 53 e 4. Poi

6
To =min{|33], 3]} =1, quindi = (4,1) e LB = 11.

e Prima xo: T2 = min{| 1|, [12]} = 3, e lascia i termini noti residui 14 e 27. Poi
zy =min{[I],|Z]} =2, quindi = (2,3) e LB = 13.
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Euristica Ordine r1 o LB
a una variabile 1z, 4 0
a una variabile zo 0o 3
a due fasi primaz; 4 1 11
a due fasi primaxe 2 3 13

I1 bound primale migliore ¢ LB = 13, dato da & = (2, 3).

2. Graficamente abbiamo:

-~

2

o
—
)

w
oI~ |-
W~
o

N i /
Figura 2.1: Regione ammissibile del rilassamento lineare (rossa), punti interi (neri) e solu-
zione ottima del rilassamento lineare (blu), con la retta obiettivo che vi passa (tratteggiata).

Il vertice ottimo & I'intersezione delle rette dei vincoli 1 e 2:

6x1+21lze =77 7 8
— r1 ==, T2= =
8x1+ 32 = 36 2 3

11 valore ottimo ¢ 2(LP) = 2- 1 +3-% = 15. I dati sono interi, quindi il bound duale &
z(ILP) < 2(LP) =15
3. Con LB =13 ¢ UB = 15 il gap di ottimalita ¢&
UB-LB 15-13 2
LBl 13 13

Il gap non ¢é zero: i bound danno solo 13 < z(ILP) < 15, e & = (2,3) non é
certificata ottima.

~ 15.4%

LB = 13 dall’euristica a due fasi, UB = 15 dal rilassamento lineare, gap di
2
ottimalita IER L’enumerazione completa mostra che z(ILP) = 13: la soluzione

euristica (2,3) ¢ ottima, ma i due bound non lo dimostrano.
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Esercizio 2.2 — Arrotondamento e certificati (P4)

( A
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con

n = 2 variabili intere e m = 2 vincoli:
max 5x; + 3z2

2x1 + Ty < 14
r1 4+ 8x9 < 32
X, ro € ZZO
N y,

Domande
1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare e dare il bound duale UB.

2. Arrotondare la soluzione ottima del rilassamento lineare nei quattro modi possibili
(ogni componente per difetto o per eccesso). Quali punti arrotondati sono ammissibili?
Dare il bound primale LB migliore ottenuto per arrotondamento.

3. Calcolare il gap di ottimalita.

4. Mostrare che il punto (6,2) ¢ ammissibile e certificare che ¢ una soluzione ottima.

. J

Soluzione

1. Graficamente abbiamo:

-

“ls .

o - /
Figura 2.2: Regione ammissibile del rilassamento lineare (rossa), punti interi (neri) e solu-
zione ottima del rilassamento lineare (blu), con la retta obiettivo che vi passa (tratteggiata).

Il vertice ottimo & I'intersezione delle rette dei vincoli 1 e 2:

= Tl = —, To = —

221 +x9 =14 16 10
1+ 8x9 = 32 3 3
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10 _ 110

I1 valore ottimo ¢ z(LP) =5- 18 4 3. 10 = = I dati sono interi, quindi

2(ILP) < [2(LP)| = F;OJ = 36
6 10

3
punto intero piu vicino é (5,3). I quattro punti arrotondati sono:

2. La soluzione ottima del rilassamento lineare & ( ), e il suo arrotondamento al

Punto arrotondato ammissibile vincolo violato valore
(5,3) s1 - 34
(5,4) no 1-54+8-4=37> 32 -
(6,3) no 2:64+1-3=15>14 =
(6,4) no 2:-64+1-4=16 > 14 =

Solo (5,3) ¢ ammissibile, quindi 'arrotondamento da LB =5-5+ 3 -3 = 34.
3. Con LB = 34 ¢ UB = 36 il gap di ottimalita ¢

UB-LB 36—34 1
= =—~59
ILB| 34 17 7

4. 1l punto (6,2) soddisfa i vincoli, 2-6+1-2=14<14, 1-6+8-2=22<32 el
suo valore ¢ 5-6 4+ 3 -2 = 36. Quindi LB = 36 = UB: il gap di ottimalita ¢& zero.

La soluzione ammissibile (6,2) ha valore 36 = |z(LP)]: ¢é certificata ottima,
z(ILP) = 36. L’arrotondamento della soluzione del rilassamento lineare da solo

(5,3), di valore 34.

Esercizio 2.3 — L’arrotondamento fallisce

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con

n = 2 variabili intere e m = 2 vincoli:
max 4z, + T xo

6z; + 10z < 30
—6 Tl + 3$2 < 4
x1, ro € ZZO
_ J

Domande

1. Risolvere graficamente il rilassamento lineare e dare il bound duale UB.
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2. Arrotondare la soluzione ottima del rilassamento lineare nei quattro modi possibili.
L’arrotondamento per difetto ¢ ammissibile? L’arrotondamento al punto intero piu
vicino ¢ ammissibile? Dare il bound primale migliore ottenuto per arrotondamento.

3. Trovare graficamente una soluzione ottima del problema PLI e confrontarla con la

soluzione del rilassamento lineare.

A J/

Soluzione

1. Graficamente abbiamo:

-

2

N

Figura 2.3: Regione ammissibile del rilassamento lineare (rossa), i suoi punti interi (neri),
la soluzione ottima del rilassamento lineare (blu) con la retta obiettivo che vi passa (trat-
teggiata), e la soluzione ottima del problema PLI (5,0) (cerchio blu).

Il vertice ottimo & I'intersezione delle rette dei vincoli 1 e 2:

62, 4+ 102y = 30 2% 34
== T1= 7=, T2=——
61+ 310 =4 17390 713

814
con z(LP) =4 % +7- % =39 ~ 20.87. I dati sono interi, quindi

#(ILP) < [2(LP)]| = {%‘J =20

25 34

2. I quattro arrotondamenti di (@, 13

) ~ (0.64, 2.62) sono:

Punto arrotondato ammissibile vincolo violato valore
(0,2) no —-6-0+3-2=6>14 -
(0,3) no —-6-0+3-3=9>14 —
(1,2) s1 — 18
(1,3) no 6-14+10-3=236> 30 —
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L’arrotondamento per difetto (0,2) e 'arrotondamento al punto piu vicino (1, 3) sono
entrambi inammissibili. L’unico arrotondamento ammissibile ¢ (1,2), con LB = 18.

3. Il gradiente della funzione obiettivo ¢ Vf = (4,7). I punti interi vicini all’ottimo del
rilassamento lineare stanno sotto la retta ripida del vincolo 2, e 'ultimo punto di F
raggiunto dalla linea di livello ¢ (5,0), sulla retta 4 21 + 7 x9 = 20. Il suo valore 20 &
uguale a UB = 20, quindi é certificato ottimo.

La soluzione ottima del problema PLI (ILP) = (5,0), con z(ILP) = 20, ¢ lontana
da &(LP) ~ (0.64,2.62): nessun arrotondamento la trova, mentre il bound
| z(LP)| = 20 & esatto.

Esercizio 2.4 — Bound duali (P2)

'd N\
Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con
n = 2 variabili intere e m = 2 vincoli:
max r1 + 3x9
—4x; 4+ 10z < 35
3x1 + Ty < 12
x1, ro € ZZO
. 59
La soluzione ottima del suo rilassamento lineare ¢ &(LP) = (5, 5), con z(LP) = 16.
- J
Domande
1. Moltiplicare i vincoli per i moltiplicatori (71, 72) elencati qui sotto.  Quali

moltiplicatori sono validi, e quale upper bound su z(ILP) da ciascuna scelta valida?
0,3), (51, ({0, (33

 17)

=i

2. Scrivere il problema duale D(LP) del rilassamento lineare e verificare che 7 = (
¢ una soluzione duale ottima.

3. Ricavare dai vincoli upper bound sulle variabili. Migliorano il bound del rilassamento

lineare?
\\§ J

Soluzione

1. Con i moltiplicatori w1, 7o > 0 la somma dei vincoli &

(=47 +3me)x; + (107 + 7o) x2 < 357 + 1279,

e da un upper bound quando i coefficienti sono almeno pari ai costi: —4 7w + 3w > 1
e 10m; + m9 > 3.
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Programmazione lineare intera

(m1,m2) coefficienti di z1, 2o moltiplicatori validi upper bound 35w + 1279

(0,3) 9,3 si 36
(3,1) 1,6 si e
(3,0) ~-83 no: =% <1 -
(13) L% s T
Il migliore di questi bound ¢ %7, dato da (i, %) I moltiplicatori (1%, 0) non sono validi:

nel primo vincolo il coefficiente di x; é negativo.

2. 1l problema duale D(LP) &

min 35m + 12m

—4m + 3my > 1
10m  + T > 3
T, Ty € RZO
Il punto (%, %) & ammissibile, poiché —4-%—1—3-% =1>1e 10-%4—1-% =32>3,

e il suo valore & 35- % +12-11 =16 = 2(LP). Per la dualita debole nessuna soluzione

duale ammissibile ha un valore pit piccolo, quindi & ottima.

3. Solo il vincolo 2, 321 + 2 < 12, ha coefficienti non negativi; il vincolo 1 ha un
coefficiente negativo e non da alcun bound. Dal vincolo 2:

z < |12/3] =4, @y < [12/1] =12

La soluzione ottima del rilassamento lineare (3, ) soddisfa entrambi i bound, quindi
non viene tagliata e z(LP) = 16 non cambia.

I moltiplicatori migliori 7t = (1%, %) danno il bound 16 = z(LP), che gli upper

bound sulle variabili non migliorano: z(ILP) < 16 (in realtad z(ILP) = 14).
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Esercizio 2.5 — Bound con tre variabili (P46)

Consideriamo il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con
n = 3 variabili intere e m = 3 vincoli:

max bx;y + 6xs + 10x3
921 + 29 + 223 < 11
221 + 6x22 4+ 6b6z3 < 16
41 + 229 + Txg < 10
x1, X9, x3 € Z>o
iggsoluzione ottima del suo rilassamento lineare ¢ &(LP) = (3I, 32, 32), con z(LP) =
o5
. y
Domande

1. Dare il bound duale UB fornito dal rilassamento lineare.

2. Arrotondare per difetto la soluzione ottima del rilassamento lineare. Il punto
arrotondato ¢ ammissibile, e quale bound primale da?

3. Applicare 'euristica a due fasi (estesa a tre fasi) con le variabili in ordine di costo
decrescente, x3, T2, T1.

4. Calcolare il gap di ottimalita con il bound primale migliore.

. J

Soluzione

1. I dati sono interi, quindi

499
z(ILP) < |2(LP)]| = {2—5J =19
2. L’arrotondamento per difetto da (0,1,0), che ¢ ammissibile: 9-0+2-1+2-0=2 <
11, 2-04+6-146-0=6<16, 4-04+2-147-0=2 < 10. Il suo valore da
LB=5-04+6-1+10-0 = 6, lontano dall'upper bound.

3. Ogni variabile, nell’ordine x3, x3, 21, prende il suo valore massimo con i termini noti
residui:

1 10

INCINE

L7
, [%J} = 1; i termini noti residui diventano 7, 4, 1.
]

w|,_,

(a) Tz = min{| |} = 1; i termini noti residui diventano 9, 10, 3.
(b) Zo = min{|

(¢) &1 = min{|

[

O N©

J 2 J, |3/} = 0; i termini noti residui diventano 7, 4, 1.
La soluzione euristica ¢ £ = (0,1,1), con LB=5-0+6-1+10-1 = 16.

4. Con LB =16 ¢ UB = 19 il gap di ottimalita ¢&

UB-LB 19-16 3
= = — ~ 18.8
L8| TR T
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Programmazione lineare intera

16 < z(ILP) < 19. L’enumerazione completa mostra che la soluzione euristica

3
(0,1,1) ¢ ottima, z(ILP) = 16, ma il gap T lo certifica.
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Parte 11

Rafforzare la formulazione

SAPIENZA

QUL  UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

20


https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Capitolo 3

Formulazioni ideali

Esercizio 3.1 — Inviluppo convesso e formulazione ideale (P8)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:
max T1 + 2x9

—x1 + 2x9 < 2
1 + g < 3
X1, ro € Zzo
\ J

Domande

1. Elencare le soluzioni ammissibili e calcolare I'inviluppo convesso conv(F') della regione
ammissibile. Classificare le soluzioni ammissibili in vertici, punti del bordo e punti
interni dell’inviluppo.

2. Descrivere conv(F') con disuguaglianze lineari e scrivere la formulazione ideale
corrispondente.

3. Risolvere il rilassamento lineare della formulazione data e il problema LP sulla
formulazione ideale, e confrontare i due upper bound.

- J

Soluzione

1. Per xo = 0 i vincoli danno x7 < 3, per 2 = 1 danno x1 < 2, e per xo = 2 richiedono

x1 > 2 e x; <1. La regione ammissibile ha i 7 punti
(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (0,1), (1,1), (2,1).

Graficamente:
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T T
4 2 T
02
2= 595 -1
8 1+ N
.g\.}
X
23
0 L ® 5
| | |
0 1 2 3

- i J

Figura 3.1: Il poliedro della formulazione (rosso) e I'inviluppo convesso dei punti interi

(verde): i vertici dell’inviluppo sono i quadrati neri, gli altri punti interi i punti neri.

L’inviluppo convesso conv(F’) ¢ il quadrilatero con

e i 4 vertici (0,0), (3,0), (0,1), (2,1);
e 3 punti sul bordo, (1,0), (2,0), (1,1);
e nessun punto all’interno.
2. I lati dell’inviluppo stanno sulle rette
T + 29 = 3, To =1,

insieme agli assi 1 = 0 e x93 = 0. La formulazione ideale ¢ quindi

max x1 + 22
1 +  x2 < 3
To < 1
1, zo > 0

I suoi punti interi sono gli stessi 7 punti di F', e il suo poliedro ha solo vertici interi.

3. Per la formulazione data il vertice ottimo & l'intersezione delle rette dei vincoli 1 e 2:

—r1+2x9 =2 4 9
— 1 = =, 9o = —
1+ 22 =3 3 3
con z(LP) = — e il bound |2(LP)| = 4. Sulla formulazione ideale il vertice ottimo ¢

il punto intero (2, 1), di valore 4.

I1 problema LP sulla formulazione ideale da z = 4 = z(ILP) nel vertice intero

14
(2,1); la formulazione data da solo il bound z(LP) = 3 arrotondato per difetto
a 4.
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Esercizio 3.2 — Formulazione ideale (P3)

p
Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:
max 2x1 + 4xo

—x1 + w2 < 2
8x1 + 2z < 19
X1, ro € Zzo

N

Domande

1. Calcolare l'inviluppo convesso conv(F') della regione ammissibile e classificare
soluzioni ammissibili in vertici, punti del bordo e punti interni.

2. Scrivere una formulazione ideale del problema PLI.

3. La soluzione ottima del rilassamento lineare della formulazione data ¢ #(LP) = (2,
Mostrare che non appartiene a conv(F), e concludere che la formulazione data no

ideale.

4. Confrontare gli upper bound delle due formulazioni.

A

le

)

7
2
ne

J/

1. La regione ammissibile ha 9 punti. Graficamente:

4 T

[SCRLST e BN
T
V’)
|

ks w

@‘\

T2
no
T
[
|

N i J

(verde) con i suoi vertici (quadrati neri), e la soluzione ottima del rilassamento lineare (b

fuori dall’inviluppo.

L’inviluppo convesso conv(F’) & un poligono con

Soluzione

Figura 3.2: Il poliedro della formulazione data (rosso), I'inviluppo convesso dei punti interi

lu),
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e i 5 vertici (0,0), (2,0), (2,1), (0,2), (1,3);
e 2 punti sul bordo, (1,0), (0,1);
e 2 punti allinterno, (1,1), (1,2).
2. I lati dell’inviluppo stanno sulle rette x1 = 2, 221 + 22 = 5, —x1 + 22 = 2 e sugli assi.

La formulazione ideale &

max 2x7 + 4xzo

T < 2
2x1 + To < 5
—x1 +  x2 <2

T, o > 0

3. Il punto (%, %) viola la disuguaglianza 2 x1+x9 < 5 dell’inviluppo: 2-%—1—1-% = % > 5,
Ogni punto di conv(F') soddisfa questa disuguaglianza, quindi &(LP) ¢ conv(F) e

conv(F) C P: la formulazione data non é ideale.

4. La formulazione data da z(LP) = 17, quindi z(ILP) < 17. La formulazione ideale ha
il vertice ottimo (1, 3), di valore 14.

La formulazione ideale da il valore esatto z(ILP) = 14, raggiunto nel vertice intero
(1, 3); la formulazione data da il bound piu debole 17.

- J

Esercizio 3.3 — Confronto tra formulazioni (P23)

( N\
Si consideri il problema PLI in forma canonica di massimizzazione
max r1 + 4z

3z1 + 8zy < 24
—T1 < -1
-9 < —1

x1, T2 € Z>o

e 1 due poliedri (entrambi con z,z9 > 0)

Py={3x1+8x9<24, 21 > 1, 29 > 1},
Pp={x1+3x2 <8, 21 <5, 21 >1, z9>1}.

Domande
1. Mostrare che P4 e Pg sono due formulazioni dello stesso problema PLI.

2. Calcolare i vertici di P4 e Pg, e stabilire quale formulazione & piu forte.
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3. Confrontare gli upper bound dati dai rilassamenti lineari delle due formulazioni.

4. Ppg & una formulazione ideale?

- J

Soluzione

1. In entrambi i poliedri 1 > 1 e 29 > 1. In Py, zo0 = 1 da 321 < 16, cioé 21 < 5, e
ro =2 da x; < 2; x9 > 3 éimpossibile. In Pg, 29 =1daz; <5,exyg=2daxz; <2
x9 > 3 € impossibile. Entrambi contengono esattamente i 7 punti interi

(L,1), 21, 1), 41, (1), (1,2), (22),
quindi P4NZ%?=PgNZ*=F.

2. I vertici sono
Pa: (L), (1LE), (51),  Pg: (1L1), (1Y), (5,1).

Ogni vertice di Pp soddisfa i vincoli di P4, quindi Pg C P4 (entrambi sono convessi).
11 vertice (1, %) di Py viola zq +322 <8 (1-1+3-% =1 > 8), quindi P C Pu:
Pp é piu forte.

Graficamente:

x2

N i /

Figura 3.3: La formulazione P4 (rosso), la formulazione Pp (blu, tratteggiata) e I'inviluppo

convesso dei punti interi (verde), con i suoi vertici (quadrati neri).

23 31
3. I rilassamenti lineari danno & = (1,2!) con z = - su Py, e = (1, %) con z = —

su Pp. I bound arrotondati sono 11 e 10. Il punto ammissibile (2,2) ha valore 10,
quindi Pp ne certifica I'ottimalita, mentre P4 lascia un gap.

4. No: il vertice (1, %) di Pp é frazionario. L’inviluppo convesso ha i vertici (1, 1), (5,1),
(2,2), (1,2) eilatisuxg > 1, 21 +3w9 <8, 29 < 2, 27 > 1.

31
Pp C P4: la formulazione Pp ¢ piu forte e il suo bound LEJ = 10 certifica
z(ILP) = 10, ma non é ideale.
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Esercizio 3.4 — Riconoscere una formulazione ideale

Si considerino i tre poliedri (tutti con z1, 2 > 0)

Po={x1+22<3, 21 <2},
PD:{$1+4$2§12, 2x1+x2§5},
PE:{$1+$2§3, 2:61—|—$2§5}.

& J

Domande

1. Mostrare che Po, Pp e Pr contengono gli stessi punti interi, e quindi sono formulazioni
dello stesso problema PLI.

2. Calcolare i vertici dei tre poliedri. Quale formulazione ¢é ideale? Ordinare le
formulazioni dalla piu forte alla piu debole.

3. Con la funzione obiettivo x1 + 5 x9, il problema LP su Pp ha una soluzione ottima
intera. Questo dimostra che Pp ¢é ideale? Usare la funzione obiettivo x1 + xo per

rispondere.

- J

Soluzione

1. Un punto intero di uno qualsiasi dei tre poliedri ha 1 <2 (z; <2in Pr, 227 <5 in
Pp e Pg). Per ;1 = 0,1, 2 il massimo valore intero di zy &

Po: 3—x21=3, 2, 1,
Pp: min{|(12 —z1)/4], 5 —2x1} =3, 2, 1,
Pr: min{3 —z;, 5—2x1} =3, 2, 1.

Le tre formulazioni hanno gli stessi 9 punti interi

(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1).

2. I vertici sono

PC : (070)7 (07 3)7 (2 ) ( )
Pp: (0,0), (0,3), (% 79) (270)
PE : (0’0)7 (07 3)7 (2 )’ ( )

Solo Pc ha tutti i vertici interi: Po = conv(F') ¢é la formulazione ideale. Ogni vertice
di Po appartiene a Pg e ogni vertice di Py appartiene a Pp, quindi

conv(F)=Po C Pg € Pp,

== =

e 'ordine dalla formulazione piu forte alla piu debole é Po, Pgr, Pp. Graficamente:
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Figura 3.4: Le formulazioni Pp (rosso), Pg (blu, tratteggiata) e Po (verde), i 9 punti interi

(neri), e la soluzione ottima (%, 12) del problema LP su Pp con l'obiettivo 21 + z2 (blu),
con la sua retta obiettivo (tratteggiata).

3. Con 1 + 59 il vertice ottimo di Pp & (0,3), di valore 15: & intero. Con 1 + 2,

invece, il vertice ottimo di Pp ¢ (%, 1—79), di valore > mentre il miglior punto intero

ha valore 3.

Un ottimo LP intero per una funzione obiettivo non dimostra che una formula-

zione ¢ ideale: Pp ha il vertice frazionario (%, %), ottimo per x1 + w2. Solo Pg

da un vertice ottimo intero per ogni funzione obiettivo.

Esercizio 3.5 — Una formulazione ideale in tre dimensioni (P43)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 3

variabili intere e m = 2 vincoli:
max x1 + 2x9 + Tux3

T + 2z3 < 2
2 + 2z3 < 2
x1, T2, r3 € L>o
g J

Domande
1. Calcolare tutti i vertici del poliedro P del rilassamento lineare.

2. La formulazione ¢ ideale? Che cosa implica per il rilassamento lineare con una funzione
obiettivo qualsiasi?

3. Risolvere il rilassamento lineare con la funzione obiettivo data e dare z(ILP).
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Soluzione

1. Un vertice di P C R3 ¢ un punto ammissibile in cui 3 vincoli linearmente indipen-

denti (tra i 2 vincoli e i 3 vincoli di non negativitd) sono soddisfatti all’uguaglianza.
Risolvendo tutti i sistemi 3 X 3 e tenendo le soluzioni ammissibili si ottengono i vertici

(0,0,0), (0,0,1), (0,2,0), (2,0,0), (2,2,0).

Per esempio, 1 =0, 1 +2x3 = 2 e x9+2x3 = 2 danno (0,0, 1). I sistemi impossibili,
o la cui soluzione viola un vincolo, non danno alcun vertice.

2. Tutti i vertici sono interi e appartengono a F. Il poliedro P é limitato, quindi &
I'inviluppo convesso dei suoi vertici: P = conv(vertici) C conv(F) C P, quindi
P = conv(F) e la formulazione & ideale. Per ogni funzione obiettivo il rilassamento
lineare ha un vertice ottimo intero, per esempio:

Funzione obiettivo vertice ottimo valore ottimo

1+ 229+ 723 ( ) 7

x1 + x2 + 3w (2,2,0) 4

321+ 222+ 923 ( ) 10
(2,2,0)

1+ x2 + T3

e 'enumerazione completa da gli stessi valori.

3. I valori di &1 + 2x9 4+ 7x3 nei cinque vertici sono 0, 7, 4, 2, 6: il vertice ottimo &
(0,0,1), di valore 7.

La formulazione ¢ ideale: il vertice ottimo (0,0, 1) del rilassamento lineare ¢ intero,
e z(LP) = z(ILP) = 7.
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Capitolo 4

Disuguaglianze valide

Esercizio 4.1 — Una disuguaglianza valida per arrotondamento (P2)

( A
Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2
variabili intere e m = 2 vincoli:

max r1 + 3x9
—4x1 4+ 10xy < 35
3r; + T < 12
x1, To € Zzo
La soluzione ottima del suo rilassamento lineare ¢ Z(LP) = (3, ), con z(LP) = 16.

Domande

1. Usando i moltiplicatori (3%, %), mostrare che o < 4 é una disuguaglianza valida.
2. La disuguaglianza ¢ saturata? Taglia la soluzione ottima del rilassamento lineare?

3. Aggiungere la disuguaglianza alla formulazione e calcolare il nuovo upper bound.

- J

Soluzione

1. Moltiplicando i vincoli per i moltiplicatori non negativi (%, %) e sommando, % .

(=421 + 1022 < 35) + & - (321 + 22 < 12), otteniamo

N | ©

r9 <

Poiché z; > 0 e i coefficienti 0 > 0, 1 > 1 sono almeno quelli di x2, ogni soluzione
ammissibile soddisfa 29 < x9 < %. Il membro sinistro é intero, quindi

9

é una disuguaglianza valida.
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2. La soluzione ammissibile (2,4) soddisfa zo = 4, quindi la dlsuguaghanza é saturata.
La disuguaglianza taglia &(LP) = (2, 2) perché 0 - 2 Rl 9 2 > 4.

3. Graficamente:
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Figura 4.1: Il rilassamento lineare con la disuguaglianza valida xo < 4 (verde): la soluzione

ottima (g, g) del rilassamento lineare originale (cerchio blu) ¢ tagliata, e la nuova soluzione

ottima ¢ in blu, con la sua retta obiettivo (tratteggiata).

Formulazione (LP) z(LP) upper bound

originale (5,9) 16 16
con x5 < 4 ¢4q % 14

xo < 4 & valida e saturata, taglia £(LP), e I'upper bound migliora da 16 a 14 (il
valore ottimo & z(ILP) = 14).
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Esercizio 4.2 — Valida o non valida (P4)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:
max 5x; + 3z2

2x1 + ) 14

IN

IN

r1 + 8ux2 32

1, T2 Z>q

S
La soluzione ottima del suo rilassamento lineare ¢ Z(LP) = (32, 12), con z(LP) = —.

Domande
1. 1 + 2 < 7 é una disuguaglianza valida?

2. Mostrare che r14+x2 < 8 ¢ una disuguaglianza valida, usando i moltiplicatori (%, %5)
Taglia la soluzione ottima del rilassamento lineare?

3. Aggiungere 1 + z2 < 8 alla formulazione e risolvere il nuovo rilassamento lineare.
Che cosa si puo concludere?

(. /

Soluzione

1. No. Il punto (6,2) ¢ ammissibile, 2-6+1-2=14 <14, 1-6+8-2=22<32,¢
viola la disuguaglianza: 6 + 2 = 8 > 7; lo stesso vale per il punto ammissibile (5, 3).
Una disuguaglianza valida deve essere soddisfatta da tutte le soluzioni ammissibili.

2. Moltiplicando i vincoli per i moltiplicatori non negativi (%, %5) e sommando, % .
(2x1 + 22 < 14) + 1—15 - (z1 + 82 < 32), otteniamo

$1+I2§?-

Poiché z; > 0 e i coefficienti 1 > 1, 1 > 1 sono almeno quelli di x1 + 22, ogni soluzione
ammissibile soddisfa z1 + 22 < 1 + 29 < %. Il membro sinistro & intero, quindi

2
21+ 29 < {;J =38

¢ una disuguaglianza valida. La disuguaglianza taglia £(LP) = (1—??, 13—0), perché
1.2641.0_26+3
3 3~ 3 :

3. Graficamente:
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/ T T
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\ ! %

Figura 4.2: 1l rilassamento lineare con la disuguaglianza valida 1 + zo2 < 8 (verde): la
vecchia soluzione ottima (cerchio blu) é tagliata e la nuova soluzione ottima (6,2) (blu) ¢é
intera.

Formulazione z(LP) z(LP) upper bound

originale (3, 10y 1o 36
cona +z2<8 (6,2) 36 36

Il nuovo rilassamento lineare ha la soluzione ottima intera (6,2): & una soluzione
ottima del problema PLI, z(ILP) = 36, e la disuguaglianza 27 + x9 < 7, che la
elimina, non é valida.

Esercizio 4.3 — Arrotondamento e saturazione (P5)

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2

variabili intere e m = 2 vincoli:
max 2x1 + 3x9

6x1 + 2lzy < 77
8 I + 3 xTo S 36
X1, g € ZZO
La soluzione ottima del suo rilassamento lineare ¢ Z(LP) = (%, %), con z(LP) = 15.
\ J

Domande

1. Moltiplicare entrambi i vincoli per %, sommarli, e ricavare per arrotondamento una

disuguaglianza valida 2x7 + 322 < . Taglia la soluzione ottima del rilassamento
lineare?
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2. Rendere la disuguaglianza saturata con il Passo 1 dell’algoritmo del capitolo: di-
minuire § finché un punto intero ammissibile non sta sulla retta 2xy + 3xo =

8.

3. Aggiungere la disuguaglianza saturata alla formulazione. Qual ¢ il nuovo upper
bound?

A J/

Soluzione

1. Moltiplicando i vincoli per i moltiplicatori non negativi (%, %) e sommando, % (61 +
2129 < 77) + % - (8x1 + 3z < 36), otteniamo

921 4+ 24 < 113
x —x —

1 - T2s

Poiché z; > 0 e i coefficienti 2 > 2, 24 > 3 sono almeno quelli di 2z, + 3 22, ogni
soluzione ammissibile soddisfa 221 +3z2 < 2271 + % To < % Il membro sinistro é
intero, quindi

113
¢ una disuguaglianza valida. La disuguaglianza non taglia &(LP) = (%, %), perché

2. % +3- % = 15 < 16. La disuguaglianza ¢ valida ma inutile per il bound.

2. Con due variabili i punti interi della retta 227 + 3xz9 = [ con z1,z9 > 0 sono in
numero finito, e li controlliamo uno per uno sui vincoli.

e 3 =16. I punti interi di 2x; + 3x9 = 16 con x > 0: (2,4) viola il vincolo 1
(6-2421-4=096>77); (5,2) viola il vincolo 2 (8 -5+ 3 -2 =46 > 36); (8,0)
viola il vincolo 2 (8 -8 +3-0 = 64 > 36). Quindi nessun punto ¢ ammissibile:
poniamo 5 = 15.

e $ = 15. I punti interi di 221 + 322 = 15 con = > 0: (0,5) viola il vincolo 1
(6-0+21-5=105 > 77); (3,3) viola il vincolo 1 (6-3+21-3 =81 > 77); (6, 1)
viola il vincolo 2 (8 -6+ 3 -1 =51 > 36). Quindi nessun punto ¢ ammissibile:
poniamo (§ = 14.

e 3 = 14. I punti interi di 227 + 3x9 = 14 con x > 0: (1,4) viola il vincolo 1
(6-1421-4=090>77); (4,2) viola il vincolo 2 (8 -4+ 3 -2 =38 > 36); (7,0)
viola il vincolo 2 (8 -7+ 3 -0 = 56 > 36). Quindi nessun punto é ammissibile:
poniamo 5 = 13.

e 3 =13. I punti interi di 2x; + 322 = 13 con z > 0: (2,3) ¢ ammissibile; (5,1)
viola il vincolo 2 (8-543-1 = 43 > 36). Quindi esiste un punto ammissibile: la
disuguaglianza ¢ saturata. STOP.

La disuguaglianza valida saturata ¢ 2x; + 3x9 < 13. La disuguaglianza taglia
&(LP) = (%,8), perché 2- 2+ 3-8 =15 > 13.

3. La disuguaglianza saturata ha gli stessi coefficienti della funzione obiettivo, quindi il

nuovo rilassamento lineare ha valore ottimo z(LP) = 13, raggiunto per esempio in
e
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Formulazione z(LP) =z2(LP) upper bound
originale (%, 8) 15 15
con 2z1 +3z9 <13 (2,19 13 13

L’arrotondamento da 2z; + 3z < 16, che non taglia I'ottimo del rilassamento
lineare; la versione saturata 2x; + 3x2 < 13 da UB = 13, uguale al valore del
punto ammissibile (2,3): z(ILP) = 13 ¢ certificato.

Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 2

variabili intere e m = 1 vincolo:
max 1 + 8uxo

31 + 6z < 16
T, ro € ZZU

64
La soluzione ottima del suo rilassamento lineare & Z(LP) = (0, $), con z(LP) = 3

Domande

1. Ricavare una disuguaglianza valida zo < (i con il moltiplicatore %, e una

disuguaglianza valida x1 + 229 < B3 con il moltiplicatore %

2. Calcolare I'upper bound dato dal rilassamento lineare dopo aver aggiunto ciascuna
disuguaglianza da sola, e dopo averle aggiunte entrambe.

3. Mostrare che la formulazione con entrambe le disuguaglianze ¢ ideale.

1. e Moltiplicando i vincoli per i moltiplicatori non negativi (%) e sommando, % .

(3x1 + 622 < 16), otteniamo

1
— <
296‘1+362_

Wl oo

Poiché z; > 0 e i coefficienti % > 0,1 > 1 sono almeno quelli di x5, ogni soluzione
ammissibile soddisfa z9 < %:1:1 + 29 < %. Il membro sinistro & intero, quindi

8

é una disuguaglianza valida.
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2. QGraficamente:

ideale.

intero, quindi
16

é una disuguaglianza valida.

e Moltiplicando i vincoli per i moltiplicatori non negativi (%) e sommando, % .
(3x1 + 629 < 16), otteniamo

16
1+ 229 < 3

Poiché z; > 0 e i coefficienti 1 > 1, 2 > 2 sono almeno quelli di 21 + 22, ogni
soluzione ammissibile soddisfa 21 + 229 < 21 + 229 < 13—6. Il membro sinistro &

/ T T

2

N

/

vecchia soluzione ottima é il cerchio blu.

Figura 4.3: 1l rilassamento lineare (rosso chiaro) con le disuguaglianze valide xo < 2 e
x1 + 2x2 < 5 (verde): il nuovo poliedro (rosso) ha il vertice ottimo intero (1,2) (blu); la

Formulazione z(LP) 2z(LP) upper bound
originale 0,8 ¢ 21
con zog < 2 (%,2) % 17
conz+2z2 <5 (0,3) 20 20
con entrambe (1,2) 17 17

danno l'ottimo intero (1,2).

Ciascuna disuguaglianza da sola taglia &(LP) ma lascia un ottimo frazionario; insieme

3. Il poliedro con entrambe le disuguaglianze ha i vertici (0, 0), (0,2), (
interi: & l'inviluppo convesso delle soluzioni ammissibili, quindi la formulazione &

1,2), (5,0), tutti

Con 9 < 2ex1+2x9 < 5, entrambe ottenute per arrotondamento, il rilassamento
lineare da z(LP) = 17 = z(ILP) nel vertice intero (1, 2).

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 4.5 — Arrotondamento con tre variabili (P42)

( N
Si consideri il seguente problema PLI in forma canonica di massimizzazione con n = 3
variabili intere e m = 3 vincoli:

max 3xz1 + 2z + 4z
ry + ro + 2x3 < 4
211 + 3x3 < 5
21 + ro + 3x3 < 7
1, T, 3 € Zxo
- 21
La soluzione ottima del suo rilassamento lineare ¢ &(LP) = (2, 2,0), con z(LP) = >
- J
Domande

1. Moltiplicare il secondo vincolo per %, arrotondare per difetto i suoi coefficienti e il suo
termine noto, e mostrare che il risultato € una disuguaglianza valida.

2. La disuguaglianza taglia la soluzione ottima del rilassamento lineare?

3. Aggiungere la disuguaglianza alla formulazione. Il nuovo rilassamento lineare ha la
soluzione ottima (2,2,0): che cosa si pud concludere?

AN J

Soluzione

3 5
1. Il secondo vincolo moltiplicato per % &+ 373 < 5 Arrotondando per difetto i

coefficienti si ottiene x1 + x3, i cui coefficienti non sono pitt grandi. Moltiplicando i
vincoli per i moltiplicatori non negativi (0, %, 0) e sommando, % - (2x1 + 323 < 5),

otteniamo
3 5
r1 + 5 r3 < >
Poiché x; > 0 e i coefficienti 1 > 1, 0 > 0, % > 1 sono almeno quelli di x; + x3, ogni
soluzione ammissibile soddisfa z1 + x3 < z1 + %1‘3 < g Il membro sinistro & intero,
quindi

5
1+ 23 < bJ =2

é una disuguaglianza valida.
2. La disuguaglianza taglia &(LP) = (3,3,0), perché 1-34+0-3+1-0=15 > 2.

3. Il nuovo rilassamento lineare ha la soluzione ottima intera (2,2,0), di valore 10. Per
la proposizione sul rilassamento lineare, ¢ una soluzione ottima del problema PLI.

21
La disuguaglianza valida z1 + 23 < 2 abbassa 'upper bound da L?j =10al0e
da la soluzione ottima (2,2,0), z(ILP) = 10.
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Capitolo 5

Disuguaglianze di cover

5.1 Separazione delle cover

Esercizio 5.1 — Disuguaglianze di copertura (P1)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 8, sulle variabili binarie indicizzate dallinsieme .# = {1,2,3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 2 3 4

cj | 40 42 25 12
CL]' 4 7 5 3

I1 LP associato é:

max 40x; + 42z + 25xz3 + 1224

soggettoa  4x; + Txyg + 5x3 + 3rg < 8
T < 1
T < 1
T3 < 1
g < 1
Z1, T2, 3, rg > 0
Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:
T1=1, Tg= %, T3=0, 24=0 e z(LP) = 64.

Domande
1. Elencare tutte le disuguaglianze di copertura e individuare le coperture minimali.

2. Per il punto @, scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema
complementare ILPZgp.

3. Applicare euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata.
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4. Verificare se la soluzione greedy € ottima.

e N
Un sottoinsieme di indici C' C % con ) | jec @5 > b & una copertura, e la disuguaglianza
lineare

>z <|C] -1
jeC

é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(WPesp)  min{ D" (1-&)2: D ajz2b+1, 5 €{0,1}Vje s}
i=s4 JjES

- J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate da .

e Disuguaglianze di copertura
Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 8:

C > jec 4 |C| Disuguaglianza di copertura Minimale

{1,2} 11 2 x1+22<1 si
{1,3} 9 2 z+a3<1 si
{2,3} 12 2 xp+23<1 si
(2,4} 10 2 mp+as<l si
{1,2,3} 16 3 x1+x2+x3<2 no
{1,2,4} 14 3 11 +ao+txy <2 no
{1,3,4} 12 3 w1 t+a3+as<2 no
{2,3,4} 15 3 axotaztaxs<2 no
{1,2,3,4} 19 4 w14+ a9ta3tTs <3 no

Ci sono 9 coperture, di cui 4 minimali. Le disuguaglianze di copertura delle coperture
non minimali sono implicate da quelle delle coperture minimali e dagli upper bound
l'j § 1.

e Problema di separazione
I costigj =1 —Z; sono q = (0, %, 1, 1), e il problema di separazione ILPcgp é:
min % 2o + z3 + 24
soggettoa 4z + Tz 4+ b5z3 + 324 > 9
21, Z22, z3, zZ4 S {07 1}

Con y; = 1 — z;, il termine costante e il termine noto del problema complementare
sono

17
n—zgﬁj:? > a;j—(b+1)=19-9=10,

jES jES
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e il problema complementare ILPZ¢p é:

max % Y2 + Y3 + s
soggettoa 4y1 + Ty2 + bSys + 3ys < 10
Y1, Y2, Y3, Ya S {07 1}

con z(ILPcgp) = 1*77 — 2(ILPZsp).

e Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine noto

residuo 10:
J ¢ aj gj/a; Decisione Residuo
1 _
2 7 7 3 y=0 2
1 0 4 0 ¢i=0,9,=0 2

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,1,1), di valore 2. La copertura corrispondente &
C={je s y;=0}={1,2}, di coefficiente totale 11 > 8 e costo &L —2 =2 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

1+ a2 <1

é violata da @: 1+%—1:%.

e Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {2,3,4} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 10
sono: {2} (valore 2), {3} (valore 1), {4} (valore 1), {2,4} (valore 22), {3,4} (valore

2). Quindi z(ILPZ4gp) = 2, la soluzione greedy ¢ ottima, z(ILPcsp) = % <1,ela

massima violazione di una disuguaglianza di copertura ¢ %.

(& J

Esercizio 5.2 — Disuguaglianze di copertura (P2)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » | 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 15, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme . = {1,2,3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 2 3 4

¢ |24 17 12 6
aj |10 8 6 5

I1 LP associato é:
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g

max 24x; + 1720 + 1223 4+ 6xy4

soggettoa 10x; + 8xrys + 6rs + Hxy < 15
T < 1

T2 < 1

T3 < 1

Ty < 1

x1, z2, x3, ry > 0

Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:

2
g, .fIg:O, 574:0 [§] Z(LP):L’?.

T1=1, T2=

Domande
1. Elencare tutte le disuguaglianze di copertura e individuare le coperture minimali.

2. Per il punto @, scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema
complementare ILP2CSP.

3. Applicare 'euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata.

4. Verificare se la soluzione greedy é ottima.

s N
Un sottoinsieme di indici C' C .# con ) ..~ a; > b & una copertura, e la disuguaglianza

lineare

jeC
d a<iol-1
jel
¢ la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto x, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(ILPcsp) min{ Z(l = i’j) Zj Z ajzj 2 b+ 1, zZj € {O, 1} Vj e f}
jesf jes

J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate da .

e Disuguaglianze di copertura
Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 15:

Autore: Fabio Furini
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C > jec@j |C| Disuguaglianza di copertura Minimale

{1,2} 18 2 rp+a2<1 si
{1,3} 16 2 x1+x3<1 si
{1,2,3} 24 3 x1+x2+1x3<2 no
{1,2,4} 23 3 xit+astaza<2 no
{1,3,4} 21 3 xitaztazs<?2 no
{2, 3, 4} 19 3 Tot+x3+ax4 <2 sl
{1,2,3,4} 29 4 z14+astas+ars <3 no

z; < 1.

e Problema di separazione

min
soggettoa 10z +

21,

Sono

19

JjeS

max

soggetto a 10y, +

Y1,

con z(ILPcgp) = ¥ — 2(ILPZgp).

e Euristica greedy

%ZQ oy z3 + 24
829 + 6z3 + Hzg >

22, 23, 24 €

I costi gj =1 — 2 sono g = (0, %, 1, 1), e il problema di separazione ILPcgp é:

16
{0,1}

> aj—(b+1)=29—16=13,

jes

e il problema complementare ILP%SP é:

S+ w3+ wm
8y2 + 6y3 + Sy

Yg €

IN

Y2, Ys,

residuo 13:
J ¢ aj gqj/a; Decisione Residuo
4 1 5 % g =1 8
3 ; 6 36 yi =1 2
2 5 8 & 9=0 2
1 0 10 0 ¢=0,9=0 2

13
{0,1}

Ci sono 7 coperture, di cui 3 minimali. Le disuguaglianze di copertura delle coperture
non minimali sono implicate da quelle delle coperture minimali e dagli upper bound

Con y; = 1 — zj;, il termine costante e il termine noto del problema complementare

Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;j/a; non crescente, partendo dal termine noto

Autore: Fabio Furini
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La soluzione greedy ¢ y = (0,0,1,1), di valore 2. La copertura corrispondente é
C={jes:y;=0}={1,2}, di coefficiente totale 18 > 15 e costo & —2 =3 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

x1+22 <1
¢ violata da Z: 1—1—%—1:%

e Verifica di ottimalita
Gli indici con g; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {2,3,4} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 13
sono: {2} (valore 2), {3} (valore 1), {4} (valore 1), {2,4} (valore &), {3,4} (valore
2). Quindi z(ILPZgp) = 2, la soluzione greedy ¢ ottima, z(ILPcgp) = 2 < 1, e la

massima violazione di una disuguaglianza di copertura ¢ %.

Esercizio 5.3 — Disuguaglianze di copertura (P3)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » 50T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 12, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme . = {1,2,3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 2 3 4

¢j |38 14 44 19
aj| 5 2 10 6

II LP associato é:
max 38x1 + 14x9 + 44x3 + 1924
soggettoa  bxp + 2x9 4+ 10x3 + 6ry < 12

T < 1
o < 1
T3 < 1
Ty < 1
1, 2, T3, g > 0
Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:
T1=1, To=1, 12‘3:%, T4=0 e z(LP) = 74.

Domande
1. Elencare tutte le disuguaglianze di copertura e individuare le coperture minimali.

2. Per il punto @, scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema
complementare TLPZgp.

3. Applicare euristica greedy a ILPQCSP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata.
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4. Verificare se la soluzione greedy € ottima.

e N
Un sottoinsieme di indici C' C % con ) | jec @5 > b & una copertura, e la disuguaglianza
lineare

>z <|C] -1
jeC

é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(WPesp)  min{ D" (1-&)2: D ajz2b+1, 5 €{0,1}Vje s}
i=s4 JjES

- J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate da .

e Disuguaglianze di copertura
Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 12:

C > jec@j |C| Disuguaglianza di copertura Minimale

{1,3} 15 2 rp+a3<1 si
{3,4} 16 2 x3+24<1 si
{1,2,3} 17 3 x1+x2+1x3<2 no
{1,2,4} 13 3 1t ao+w4<2 si
{1,3,4} 21 3 xitaztazs<2 no
{2, 3, 4} 18 3 Tot+x3+ax4 <2 no
{1,2,3,4} 23 4 z1+ao+z3+34<3 no

Ci sono 7 coperture, di cui 3 minimali. Le disuguaglianze di copertura delle coperture
non minimali sono implicate da quelle delle coperture minimali e dagli upper bound
l'j § 1.

e Problema di separazione
I costi gj =1 — & sono q = (0, 0, %, 1), e il problema di separazione ILPcgp é:

min % z3 + 24

soggettoa b5z + 2z + 10z3 + 62 > 13
21, 22, 23, Z4 S {07 1}

Con y; = 1 — zj;, il termine costante e il termine noto del problema complementare
sono

_ 3
n—zmjzﬁ, Zaj—(b+1):23—13:10,
Jj€S JjES

e il problema complementare ILP%SP é:
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max ys +
soggettoa S5y1 + 2y + 10ys + 6ys < 10
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}

con 2(ILPcsp) = 3 — 2(ILPZgp).

e Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;/a; non crescente, partendo dal termine noto

residuo 10:
Jj ¢ a; gqj/a; Decisione Residuo
1 —
N §om=l 4
1 0 5 0 ¢;=0,9=0 4
2 0 2 0 ¢;=0,9=0 1

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,0,1), di valore 1. La copertura corrispondente &
C={jes: y;=0}=1{1,23}, di coefficiente totale 17 > 12 e costo 5 —1 =1 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

T +x2+23 <2
¢é violata da x: 1—1—1—1—%—2:%.

e Verifica di ottimalita
Gli indici con g; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {3, 4} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 10 sono:
{3} (valore 1), {4} (valore 1). Quindi 2(ILP¢gp) = 1, la soluzione greedy ¢ ottima,
z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di copertura ¢ %

La copertura C' non ¢ minimale: rimuovendo un indice con qgj = 0 si ottiene la
copertura minimale {1, 3}, con lo stesso costo % La sua disuguaglianza di copertura
1 + z3 < 1 ha la stessa violazione % ed ¢ piu forte.

Esercizio 5.4 — Disuguaglianze di copertura (P4)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » | 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 11, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme .# = {1,2, 3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 2 3 4

¢j |34 40 31 12
aj| 5 9 9 5

I1 LP associato é:
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max 34x; + 40x2 + 3lzy + 1224

soggettoa bx; + 922 + 923 + SHzyg < 11

I S 1
i) S 1
T3 < 1
Ty S 1
T, X2, 3, Ty Z 0
Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:
2 182
(ilzl, 53225, .fIg:O, 574:0 e Z(LP):T.

Domande
1. Elencare tutte le disuguaglianze di copertura e individuare le coperture minimali.

2. Per il punto @, scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema
complementare ILP2CSP.

3. Applicare 'euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata.

4. Verificare se la soluzione greedy é ottima.

s N
Un sottoinsieme di indici C' C .# con ) ..~ a; > b & una copertura, e la disuguaglianza

lineare

jeC
d a<iol-1
jel
¢ la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto x, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(ILPcsp) min{ Z(l = i’j) Zj Z ajzj 2 b+ 1, zZj € {O, 1} Vj e f}
jesf jes

g J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate da .

e Disuguaglianze di copertura
Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 11:
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C > jec@j |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
{1,2} 14 2 rp+a2<1 si
{1,3} 14 2 r1+a3<1 si
(2,3} 18 2 mtaz<l si
{2,4} 14 2 xo4+x4<1 sl
{3,4} 14 2 a3+24<1 s

{1,2,3} 23 3 T14+x0+23<2 no
{1,2,4} 19 3 x1+as+txy<2 no
{1,3,4} 19 3 x1+agtxzy <2 no
{2,3,4} 23 3 xo+x3+xg <2 no
{1,2,3,4} 28 4 x1+x0+x3+234<3 no

Ci sono 10 coperture, di cui 5 minimali. Le disuguaglianze di copertura delle coperture
non minimali sono implicate da quelle delle coperture minimali e dagli upper bound
aj‘j S 1.

e Problema di separazione
I costi gj =1 —2; sono q = (O, %, 1, 1), e il problema di separazione ILPcgp é:

min % zo + zs + 24
soggettoa 521 + 92z 4+ 923 + 5z > 12
21, 22, Z3, z4 € {05 ]-}

Con y; = 1 — z;, il termine costante e il termine noto del problema complementare
Sono

n—zaéjzg, > a;—(b+1)=28-12=16,

JES JES

e il problema complementare ILP%SP é:

max % Y2 + Y3 + U
soggettoa Sy1 + 9y2 + 9yz3 + dSya < 16
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}

con z(ILPcgp) = % — 2(ILPZgp).

e Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;/a; non crescente, partendo dal termine noto

residuo 16:
J ¢ aj gj/aj Decisione Residuo
1 _
4 1 5 ? gi=1 11
3 } 9 1@ g =1 2
2 3 9 5 =0 2
1 0 5 0 ¢=0,9=0 2
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La soluzione greedy ¢ y = (0,0,1,1), di valore 2. La copertura corrispondente é
C={je s y;=0}=/{1,2}, di coefficiente totale 14 > 11 e costo L —2 =1 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

1 +x9 <1
0 ~ 2 4 _ 2
¢ violata da Z: 1+5-1=3.

e Verifica di ottimalita
Gli indici con g; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {2,3,4} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 16
sono: {2} (valore %), {3} (valore 1), {4} (valore 1), {2,4} (valore 3), {3,4} (valore
2). Quindi 2(ILPZgp) = 2, la soluzione greedy ¢ ottima, z(ILPcgp) = 3 < 1, e la

massima violazione di una disuguaglianza di copertura ¢ %

- J
Esercizio 5.5 — Disuguaglianze di copertura (P5)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » 50T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 12, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme . = {1,2,3,4} di

n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 2 3 4

¢; |41 40 24 11
aj| 3 5 5 5

I1 LP associato é:
max 4lx; + 40xe + 24x3 + 1lay
soggettoa  3x; + S5rg + Srs —+ S5y < 12

T < 1
o < 1

T3 < 1

Ty < 1

1, 2, T3, g > 0

Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:

4 501
257 i4:0 € Z(LP):i

Domande
1. Elencare tutte le disuguaglianze di copertura e individuare le coperture minimali.

2. Per il punto @, scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema
complementare TLPZgp.

3. Applicare euristica greedy a ILPQCSP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata.
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4. Verificare se la soluzione greedy € ottima.

e N
Un sottoinsieme di indici C' C % con ) | jec @5 > b & una copertura, e la disuguaglianza
lineare

>z <|C] -1
jeC

é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(WPesp)  min{ D" (1-&)2: D ajz2b+1, 5 €{0,1}Vje s}
i=s4 JjES

- J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate da .

e Disuguaglianze di copertura
Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 12:

C >.jecaj |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
{1,2,3} 13 3 1 t+asta3<?2 si
{1,2,4} 13 3 T14+xo+a4 <2 sl
{1,3,4} 13 3 T14+x3+x4<2 si
{2,3,4} 15 3 xot+wg+a4<2 si

{1,2,3,4} 18 4 r1+axst+ax3+xe<3 no

Ci sono 5 coperture, di cui 4 minimali. Le disuguaglianze di copertura delle coperture
non minimali sono implicate da quelle delle coperture minimali e dagli upper bound
Zj < 1.

e Problema di separazione

I costi gj =1 —Z; sono q = (0, 0, %, 1), e il problema di separazione ILPcgp é:

min é z3 + 24

soggettoa 321 + bz + bHz3 + 5bzg > 13
21, 22, 23, Z4 S {07 1}

Con y; = 1 — zj, il termine costante e il termine noto del problema complementare
sono

n—zgzj:g, > a;j—(b+1)=18—-13=5,

jES jE€S

e il problema complementare ILP%SP é:
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max tys +
soggettoa 3y1 + OSy2 + Sy3 + dys < 5
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}

con z(ILPcgp) = & — 2(ILPZgp).

e Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;j/a; non crescente, partendo dal termine noto

residuo 5:
J gqj aj gj/a; Decisione Residuo
1 _
1105 5 ow=1 0
3 5 % g5 =0 0
1 0 3 0 ¢=0,9=0 0
2 0 5 0 ¢=0,9=0 0

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,0,1), di valore 1. La copertura corrispondente &
C={jes:y; =0}={1,2,3}, di coefficiente totale 13 > 12 e costo $ —1 =1 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

T +x2+23 <2
¢é violata da x: 1—1—1—1—%—2:%.

e Verifica di ottimalita
Gli indici con g; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {3,4} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 5 sono:
{3} (valore 1), {4} (valore 1). Quindi 2(ILP¢gp) = 1, la soluzione greedy ¢ ottima,
z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di copertura ¢ %.

5.2 Separazione delle cover in tre dimensioni

Esercizio 5.6 — Disuguaglianze di copertura in 3D (P1)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » | 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 8, sulle variabili binarie indicizzate dall’insieme .# = {1,2,3} din =3
variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

il 123
¢j |12 4 2
a; 5 4 3

I1 LP associato é:
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max 12x7 + 4xz9 + 2x3

soggettoa H5x; 4+ 4z + 323 < 8
T < 1

T2 < 1

r3 < 1

1, T2, r3 > 0

e i seguenti punti della sua regione ammissibile:

Domande Per ogni punto:
1. scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema complementare ILP%SP;

2. applicare l'euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di

copertura violata;
3. verificare se la soluzione greedy é ottima;

4. disegnare il rilassamento lineare insieme alla disuguaglianza di copertura violata, se
esiste.

s a
Un sottoinsieme di indici C' C .# con ) jec @j > b ¢ una copertura, e la disuguaglianza

lineare

da<|ol-1

jec
é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(WPesp)  min{ D" (1-&)2: D a5 >b+1, 5 €{0,1}Vje s}
i=s4 i=s4

- J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate dai tre punti.

e Disuguaglianze di copertura
Tutti e tre i punti appartengono al rilassamento lineare; i membri sinistri valgono

3 1 1 1 1
i = .z = . . .2 —4<8.
5+4 4—1-0 8, ) 5+4+3 8, ) 3+4 3+3 3 4 <8

Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 8:
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C > jec @ |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
{1,2} 9 2 r1+22<1 si
{1,2,3} 12 3 x1+xo+a3<2 no

In tutti e tre i casi, il termine noto del problema complementare & > jes 05— (b+1) =
12-9=3.

e Caso (a): z = (1,3,0)

a) Problema di separazione

1
40
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

I costi gj = 1 — Z; sono q = (0 1). Il problema di separazione ILPcgp (a

1

min 172 + 23
soggettoa 521 + 429 + 323 > 9
21, 22, z3 € {0,1}
max vz + s

soggetto a Sy; + 4y + 3y3 < 3
Y1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y ,c s & — 2(ILPZgp) = § — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 3:

J ¢ aj gj/aj Decisione Residuo

3.1 3 3 gi=1 0
1 L = =

1 0 5 0 ¢i=0,9,=0 0

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,1), di valore 1. La copertura corrispondente ¢é
C={je s y; =0} ={1,2}, di coefficiente totale 9 > 8 e costo 2 -1 =1 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

1+ 22 <1

¢ violata da Z: 1—1—%—1:§.

4
c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {2,3} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
3 sono: {3} (valore 1). Quindi z(ILP%gp) = 1, la soluzione greedy ¢ ottima,
z(ILPcgp) = i < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di copertura

A3
ez.
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x3

Caso (a): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura x; + x2 < 1.

e Caso (b): &= (3,1,1)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1— x; sono q = (%,0,0). Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

min %zl
soggettoa 521 + 429 + 323 > 9
21, 29, zz € {0,1}
max %yl
soggetto a Sy; + 4y + 3y3 < 3
Y1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y. » & — 2(ILPZgp) = £ — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 3:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
4 4 o _

15 5 5 9=0 3

2 0 4 0 ¢i=0,9,=0 3

3 0 3 0 ¢=0,9=0 3

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,0), di valore 0. La copertura corrispondente
C={je sy =0} ={123}, di coefliciente totale 12 > 8 e costo
—0= % < 1. Quindi la disuguaglianza di copertura

ol D

1+ 22+ 23 <2
é violata da @: %—1—14—1—2:%.

¢) Verifica di ottimalita
Nessun indice con g; > 0 soddisfa da solo il vincolo con termine noto 3, quindi
ogni soluzione ammissibile di ILPZqp ha valore 0. Quindi z(ILPZgp) = 0, la
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soluzione greedy ¢ ottima, z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una

disuguaglianza di copertura ¢

g.
La copertura C' non ¢ minimale: rimuovendo un indice con g; = 0 si ottiene
la copertura minimale {1,2}, con lo stesso costo %. La sua disuguaglianza di

copertura 1 + xo < 1 ha la stessa violazione % ed & piu forte.

-

x3

Caso (b): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura z7 + x3 + 23 < 2.

e Caso (c): &= (3,1,1)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — & sono q = (%, %, %) Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

s 2 2 2
min g2 + 3 %2 + 323

9
{0,1}

soggettoa Hz; + 4z9 + 323

Y

m

21, 22, 23
max %yl + %yz + %ys
soggettoa S5y1 + 4y2 + 3y3 < 3
Y1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y , Fj — 2(ILPZgp) = 2 — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 3:

J gj aj gj/a; Decisione Residuo
2 2 =
3 3 3 9 gi=1 0
1 5 5 % %=0 0
La soluzione greedy ¢ y = (0,0, 1), di valore % La copertura corrispondente é
C={je s :y;=0}={1,2}, di costo 2 — % = % > 1: la sua disuguaglianza di

copertura non é violata da .

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 53


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non

vuoti degli indici {1,2,3} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
3 sono: {3} (valore 2). Quindi z(ILP%gp) = 2, la soluzione greedy ¢ ottima, e

z(ILPcgp) = % > 1: nessuna disuguaglianza di copertura ¢ violata da .

\

Esercizio 5.7 — Disuguaglianze di copertura in 3D (P2)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » | 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 11, sulle variabili binarie indicizzate dallinsieme .# = {1,2,3} di
n = 3 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 23
cj |20 11 4
aj | 2 3 9

I1 LP associato é:

max 20x; + 1llze + 4z3

soggettoa 2x; + 322 + 923 < 11
T < 1

T2 < 1

r3 < 1

1, T3, xs > 0

e 1 seguenti punti della sua regione ammissibile:

(@) &=(1,1,3),
(b) @=(0,2,1),
(©) &=(3373)

Domande Per ogni punto:
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1. scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema complementare ILP%SP;

2. applicare D'euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata;

3. verificare se la soluzione greedy é ottima;

4. disegnare il rilassamento lineare insieme alla disuguaglianza di copertura violata, se
esiste.

e N
Un sottoinsieme di indici C' C .# con ) jec @j > b éuna copertura, e la disuguaglianza

lineare

da<iol-1

jel
¢ la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto x, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(ILPCSP) min{ Z(l = .fj) Zj Z ajzj = b+ 1, zj € {0, 1} Vj e f}
jeS jES

A J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate dai tre punti.

e Disuguaglianze di copertura
Tutti e tre i punti appartengono al rilassamento lineare; i membri sinistri valgono

2 2 1 1 1 14
c o= .z = .z L =< 11.
2+3+9 3 11, 0+3 3+9 11, 2 3+3 3+9 3 3 <11

Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 11:

C > jec |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
{2, 3} 12 2 x94+x3<1 Sl
{1,2,3} 14 3 T1+x0o+2x3<2 no

In tutti e tre i casi, il termine noto del problema complementare ¢ 3, , a; —(b+1) =
14 —12 = 2.

e Caso (a): z = (1,1,%)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — x; sono q = (0,0, %) Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILP%¢p (a destra) sono:

: 1
min 3 23

soggettoa 2z; + 329 + 923 > 12
21, 22, z3 € {0,1}
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max % Y3
soggetto a 2y; + 3y2 + 9y3 < 2
1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPZgp) = § — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 2:

J ¢ aj gj/aj Decisione Residuo
1 T

1 0 2 0 ¢=0,9=0 2

2 0 3 0 ¢=0,9=0 2

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,0), di valore 0. La copertura corrispondente
C=1{jes:yg; =0} ={123}, di coefficiente totale 14 > 11 e costo
—0= % < 1. Quindi la disuguaglianza di copertura

1+ x9+ 13 <2

¢ violata da x: 1—|—1—|—%—2:2

3
c) Verifica di ottimalita
Nessun indice con ¢; > 0 soddisfa da solo il vincolo con termine noto 2, quindi
ogni soluzione ammissibile di ILPZqp ha valore 0. Quindi z(ILPgp) = 0, la
soluzione greedy é ottima, z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una
disuguaglianza di copertura ¢ %
La copertura C' non ¢ minimale: rimuovendo un indice con q; = 0 si ottiene
la copertura minimale {2,3}, con lo stesso costo ?13 La sua disuguaglianza di

copertura x2 + x3 < 1 ha la stessa violazione % ed & piu forte.

x3

N - /

Caso (a): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura x; + xo + 23 < 2.

e Caso (b): & =(0,%,1)
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a) Problema di separazione
I costi gj = 1— Z; sono q = (1, %,0). Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:
min z; + %22
soggettoa 2z; + 322 + 923 > 12

{0,1}

m

21, 22, z3
max Y + 392
soggetto a 2y; + 3y2 + 9y3 < 2
1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPZgp) = § — 2(ILPZgp).

b) Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 2:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo

1 1 2 3 gi=1 0
1 i =

2 3 3 3 Ui=0 0

3 0 9 0 ¢=0,9=0 0

La soluzione greedy ¢ y = (1,0,0), di valore 1. La copertura corrispondente
6 C ={je sy =0} = {23} di coefficiente totale 12 > 11 e costo
% == % < 1. Quindi la disuguaglianza di copertura

T2 +x3 <1

é violata da x: %—1—1—1:%.

c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {1,2} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
2 sono: {1} (valore 1). Quindi z(ILP%gp) = 1, la soluzione greedy ¢ ottima,
z(ILPcsp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di copertura

eg.

é N

3

o O

N - /

Caso (b): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura zo + x5 < 1.

o
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e Caso (c): &= (},1,1)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — 2; sono q = (%, %, %) Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:
min 2z + 320 + 223
12

{0, 1}

soggettoa 221 + 329 + 9z3

Y

21, 22, z3

m

max %y1 + §y2 + %ys
soggettoa 2y + 3y + 9y < 2
1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPgp) = 2 — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 2:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
2 1 =

2 g 3 2@ 3{]- =0 0

3 3 9 3 #=0 0

L

La soluzione greedy ¢ y = (1,0,0), di valore a
% > 1: la sua disuguaglianza di

C={je s y;=0}={2,3}, dicosto2— 32
copertura non é violata da x.

c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {1,2,3} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
2 sono: {1} (valore 2). Quindi z(ILP%gp) = %, la soluzione greedy ¢ ottima, e
z(ILPcgp) = % > 1: nessuna disuguaglianza di copertura ¢ violata da .

%. copertura corrispondente ¢

4 N

3
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Esercizio 5.8 — Disuguaglianze di copertura in 3D (P3)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » ; a5z < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 9, sulle variabili binarie indicizzate dallinsieme .# = {1,2,3} din =3
variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

il 1 23
¢j |16 19 8
aj | 5 6 7

I1 LP associato é:

max 16x; + 1929 + 83

soggettoa bx;y 4+ 6z + Txzz < 9
X1 < 1
€T < 1
r3 < 1
x1, T, 3 = 0
e i seguenti punti della sua regione ammissibile:
(a) &=(1,2,0),
(b) @=(0,1,1),
© @= ()

Domande Per ogni punto:
1. scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema complementare ILPZCSP;

2. applicare D'euristica greedy a ILP2CSP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata;

3. verificare se la soluzione greedy é ottima;

4. disegnare il rilassamento lineare insieme alla disuguaglianza di copertura violata, se
esiste.

- a
Un sottoinsieme di indici C' C % con ) | jec aj > b & una copertura, e la disuguaglianza

lineare

Z :L’j S ’C | —1

jeC
é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(WPesp)  min{ D" (1-&)2: D a5 2b+1, 5 €{0,1}Vje s}
i=s4 JjES
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Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate dai tre punti.

e Disuguaglianze di copertura
Tutti e tre i punti appartengono al rilassamento lineare; i membri sinistri valgono
5+6~2+O:9 0+6-1-|-7:9 5-1+6~1+7-1:6<9
3 ’ 3 ’ 3 3 3 -

Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 9:

C >jec @ |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
(1,2} 11 2 a4a<1 si
{1,3} 12 2 xz14+23<1 s1
{2,3} 13 2 xa+23<1 si
{1,2,3} 18 3 T1+x0+a3<2 no

In tutti e tre i casi, il termine noto del problema complementare ¢ > jes 05— (b+1) =
18 —10 = 8.

e Caso (a): = (1,2,0)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — Z; sono q = (0, %, 1). Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — zj, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:
min %zz + 23

soggettoa 521 + 629 + Tz3 > 10

21, 29, zz3 € {0,1}
max 3U2 + 3
soggetto a Sy; + 6y + Tys < 8
1, Y2, ys € {0,1}

con z(ILPcsp) = n — Y. » #j — 2(ILPZgp) = 3 — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 8:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo

3.1 7 i ogi=1 1
1 L = =

2 3 6 8 Y= 0 1

1 0 5 0 ¢=0,9=0 1

La soluzione greedy ¢ g = (0,0,1), di valore 1. La copertura corrispondente ¢
C={je s :y;=0}={1,2},dicoefficiente totale 11 > 9 e costo 3—1 = + < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura

1 +x2 <1

¢ violata da x: 1—|—§—1:§.
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c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {2,3} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 8

sono: {2} (valore 3), {3} (valore 1). Quindi z(ILPggp) = 1, la soluzione greedy

¢ ottima, z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di

copertura € % .

-~

3

Caso (a): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura x; + xo < 1.

e Caso (b): & = (0,3,1)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1— Z; sono q = (1, %,0). Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

2
3 %22

soggettoa 521 + 629 + Tz3 > 10

min z; +

21, 29, zz3 € {0,1}
max Y3 + %yz
soggettoa 5y1 + 6ys + Tyz < 8
Y1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPZgp) = § — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 8:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
1 1 5 : gi=1 3
2 3 6 5 =0 3
3 0 7 0 ¢=0,9,=0 3

La soluzione greedy ¢ y = (1,0,0), di valore 1. La copertura corrispondente ¢
C={je s y; =0} =123} dicoefficiente totale 13 > 9 e costo 2—1 = Z < 1.
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Quindi la disuguaglianza di copertura
T2+1r3 <1

é violata da @: %—1—1—1:%.
¢) Verifica di ottimalita

Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non

vuoti degli indici {1,2} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 8

sono: {1} (valore 1), {2} (valore 2). Quindi z(ILPggp) = 1, la soluzione greedy

¢ ottima, z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di

copertura € % .

-

1£

<l

xr3

oo

N

Caso (b): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura zs + 23 < 1.

e Caso (c): &= (3,3,3)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — & sono q = (%, %, %) Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

so2 2 2
min 3 21 + 3 %2 + 323

soggettoa bz; + 620 + Tz3 > 10

{0,1}

m

21, 22, Z3

max %yl + %QQ + %y?,

IA

8
Y1, Y2, Ys {07 1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPggp) = 2 — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

soggetto a by; + 6ys + Tys

m

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 8:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
1 % 5 1%? y; =1 3
2 g 6 2@ g; =0 3
3 53 7T 5 =0 3
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La soluzione greedy ¢ y = (1,0,0), di valore
C={je s y;=0}={2,3},dicosto2— 32
copertura non é violata da x.

%. La copertura corrispondente ¢
= % > 1: la sua disuguaglianza di
c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢g; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {1,2,3} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
8 sono: {1} (valore 2), {2} (valore 2), {3} (valore %). Quindi z(ILPggp) = 2,
la soluzione greedy é ottima, e z(ILPcgp) = % > 1: nessuna disuguaglianza di
copertura é violata da .

wm e

oo

Esercizio 5.9 — Disuguaglianze di copertura in 3D (P4)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 5, sulle variabili binarie indicizzate dall’insieme .# = {1,2,3} din =3
variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

il 1 23
cj | 14 17 8
a; 2 5 b

I1 LP associato é:

max 14xzy + 17xz0 + 8zxj

soggettoa 2z 4+ Sz + SHzz < D
T < 1

T2 < 1

3 < 1

xy, x2, x3 > 0
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e i seguenti punti della sua regione ammissibile:

Domande Per ogni punto:

copertura violata;

3. verificare se la soluzione greedy é ottima;

esiste.

1. scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema complementare ILP2CSP;

2. applicare D'euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di

4. disegnare il rilassamento lineare insieme alla disuguaglianza di copertura violata, se

-~

lineare

Y x<|ol-1

jec

(ILPcgp)

jESI jeS

Un sottoinsieme di indici C' C % con ) | jec j > b & una copertura, e la disuguaglianza

é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

min{Z(l—:Ej)zj: Zajszb—f—l, ZjG{O,l}VjGJ}.

~N

-

J

e Disuguaglianze di copertura

2+5-§+o:5, 2+0+5~§:5,

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate dai tre punti.

Tutti e tre i punti appartengono al rilassamento lineare; i membri sinistri valgono

Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 5:

1 1 1
2.2 +45-245.-=4<5.
gTogtorg=es

o >jec @ |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
(1,2} 72 mAw<l 51
{1,3} T 2 m+x3<l s1
{2,3} 10 2 xo+ax3<1 si
{1,2,3} 12 3 x1+xo+a3<2 no

12 -6 = 6.

In tutti e tre i casi, il termine noto del problema complementare & } .. , a; —(b+1) =

Autore: Fabio Furini
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e Caso (a): = (1,2,0)

a) Problema di separazione
I costi ¢j = 1 — T, sono q = (0, %, 1). Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

min % 20 + z3

v

6
{0,1}

soggetto a 221 + 529 + Hzj

m

21, 22, z3

max %y2 +  y3

IN

soggetto a 2y; + S5y2 + dys3 6
1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPZgp) = £ — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 6:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
1 _

3 ; 5 25 gi=1 1

1 0 2 0 ¢=0,9=0 1

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,1), di valore 1. La copertura corrispondente ¢
C={je s :y; =0} ={1,2}, di coefficiente totale 7 > 5 e costo %— 1=2<1.
Quindi la disuguaglianza di copertura
r1+22<1
é violata da x: 1+271:%.
c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {2,3} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 6
sono: {2} (valore %), {3} (valore 1). Quindi z(ILP%gp) = 1, la soluzione greedy
¢ ottima, z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di
3

copertura € .

-
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Caso (a): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura x; + x5 < 1.

e Caso (b): &= (1,0,2)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — Z; sono q = (0, 1, %) Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

2

min z2 + £

Z3

Y

6
{0,1}

soggettoa 2z; + 529 + Hzs

m

21, 22, z3

max y2 + 2y

IA

soggetto a 2y; + Hy2 + dys3 6
Y1, Y2, Ys € {07 1}
con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPZgp) = £ — 2(ILPZgp).

b) Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 6:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
1 _

2 ; 5 25 i =1 1

1 0 2 0 ¢=0,9=0 1

La soluzione greedy ¢ y = (0,1,0), di valore 1. La copertura corrispondente ¢
C={je s :y; =0} ={1,3}, di coefficiente totale 7 > 5 e costo £ —1 = 2 < 1.
Quindi la disuguaglianza di copertura
1 +x3 <1

¢ violata da x: 1—1—%—1:%.
c) Verifica di ottimalita

Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non

vuoti degli indici {2,3} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto 6

sono: {2} (valore 1), {3} (valore %) Quindi z(ILPZgp) = 1, la soluzione greedy

¢ ottima, z(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di
3

copertura € .
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~

Caso (b): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura z1 + 3 < 1.

e Caso (c): &= (},1,1)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1— 2; sono q = (%, %, %) I1 problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:
min %zl + %22 + %23
6

{0,1}

soggettoa 221 + Hz9 + bzs

Y

m

215 22, z3
max 2y1 4+ 2y + 3us
6
{0, 1}

con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPgp) = 2 — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

soggetto a 2y; + Sy2 + Sy3

m IA

Y1, Y2, Y3

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 6:

J ¢ a;j gj/aj Decisione Residuo
2 1 -
3 5 5 3 #i=0 4
La soluzione greedy ¢ y = (1,0,0), di valore % La copertura corrispondente &
C={je s y;=0}={2,3}, dicosto2— 2 =% >1: lasua disuguaglianza di

copertura non é violata da .

¢) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {1,2,3} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
6 sono: {1} (valore 2), {2} (valore 2), {3} (valore %). Quindi z(ILPggp) = 2,
la soluzione greedy ¢ ottima, e z(ILPcgp) = % > 1: nessuna disuguaglianza di
copertura ¢ violata da .
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Esercizio 5.10 — Disuguaglianze di copertura in 3D (P5)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » | ;0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 10, sulle variabili binarie indicizzate dall’insieme .# = {1,2,3} di
n = 3 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

il 1 23
¢ |13 10 3
aj | 5 4 6

I1 LP associato é:

max 13x1 + 10x92 + 33

soggettoa bSx; + 4dxy + 6z3 < 10
T < 1
o < 1
r3 < 1
x1, x2, zzg =2 0

e i seguenti punti della sua regione ammissibile:

() &= (1,1,3),
(b) i:(%v[)?l)a
(€) &= (3373

Domande Per ogni punto:
1. scrivere il problema di separazione ILPcgp e il suo problema complementare ILP%SP;

2. applicare D'euristica greedy a ILP%SP e, se possibile, trovare una disuguaglianza di
copertura violata;

3. verificare se la soluzione greedy é ottima;
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4. disegnare il rilassamento lineare insieme alla disuguaglianza di copertura violata, se
esiste.

e N
Un sottoinsieme di indici C' C % con ) | jec 5 > b & una copertura, e la disuguaglianza

lineare

Y a<|ol-1

jec
é la disuguaglianza di copertura associata a C. Dato un punto &, esiste una disu-
guaglianza di copertura violata da & se e solo se z(ILPcgp) < 1, dove

(WPesp)  min{ D" (1-&)2: D a5 2b+1, 5 €{0,1}Vje s},
i=s4 JjES

- J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura violate dai tre punti.

e Disuguaglianze di copertura
Tutti e tre i punti appartengono al rilassamento lineare; i membri sinistri valgono

1 4 1 1 1
P = L= = .z Lz .2 =5<10.
5+4+6 5 10, ) 5+0+6 10, 5 3+4 3+6 3 5 <10

Le coperture sono i sottoinsiemi di indici il cui coefficiente totale supera b = 10:

C > jec |C| Disuguaglianza di copertura Minimale
{1,3} 11 2 zr1+23<1 si
{1,2,3} 15 3 z14axota3<2 no

In tutti e tre i casi, il termine noto del problema complementare & > jes 05— (b+1) =
15-11=4.

e Caso (a): z = (1,1,¢)

a) Problema di separazione
I costi gj = 1 — Z; sono q = (0,0, g) Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — zj, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

5

min 343
soggettoa 521 + 420 + 623 > 11
21, 22, zz3 € {0,1}
max %yg,
soggetto a Sy; + 4ys + 6ys < 4
Y1, Y, ys € {0,1}

con z(ILPcsp) = n — Y e s & — 2(ILPZgp) = & — 2(ILPZgp).

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 69


https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Programmazione lineare intera

b) Euristica greedy
Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 4:

J 4qj aj gj/a; Decisione Residuo
5 5 o

3 § 6 % ¥i=0 4

1 0 5 0 ¢=0,9=0 4

2 0 4 0 ¢=0,9,=0 4

La soluzione greedy ¢ y = (0,0,0), di valore 0. La copertura corrispondente
¢ C ={je sy =0} =1{123} di coefficiente totale 15 > 10 e costo
% -0= % < 1. Quindi la disuguaglianza di copertura

1+ 22+ 23 <2

é violata da x: 1—1—1—1—%—2:%.
¢) Verifica di ottimalita
Nessun indice con ¢; > 0 soddisfa da solo il vincolo con termine noto 4, quindi
ogni soluzione ammissibile di ILP3qp ha valore 0. Quindi z(ILPZgp) = 0, la
soluzione greedy ¢ ottima, z(ILPcgp) = g < 1, e la massima violazione di una
disuguaglianza di copertura ¢ %.
La copertura C' non ¢ minimale: rimuovendo un indice con q; = 0 si ottiene
la copertura minimale {1,3}, con lo stesso costo % La sua disuguaglianza di
copertura x1 + x3 < 1 ha la stessa violazione % ed é piu forte.

-

xr3
[NIE

oo ol

Caso (a): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura x; + z3 + z3 < 2.

e Caso (b): & = (3,0,1)

a) Problema di separazione
I costi ¢j = 1 —Z; sono q = (%, 1,0). Il problema di separazione ILPcgp (a
sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:

min %zl + 29

soggettoa 521 + 429 + 623 > 11
21, 22, 23 € {051}
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max %yl +  Ye
soggetto a S5y1 + 4y2 + 6y3 < 4
1, Y2, ys € {0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y. 4 #j — 2(ILPZgp) = § — 2(ILPZgp).
b) Euristica greedy

Gli indici vengono scorsi per rapporto g;j/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 4:

J ¢ aj gj/aj Decisione Residuo
2 } 4 1% g =1 0
15 6 5 §=0 0
3 0 6 0 ¢=0,9=0 0

La soluzione greedy ¢ y = (0,1,0), di valore 1. La copertura corrispondente
6 C ={je sy =0} = {13}, di coefficiente totale 11 > 10 e costo
g =1l= % < 1. Quindi la disuguaglianza di copertura

1 +x3 <1

& violata da x: %—i—l—l:%.

c¢) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {1,2} con ¢; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
4 sono: {2} (valore 1). Quindi z(ILP%gp) = 1, la soluzione greedy ¢ ottima,
z2(ILPcgp) = % < 1, e la massima violazione di una disuguaglianza di copertura
s 4

65.

a N

3

o= )

Caso (b): il rilassamento lineare e la disuguaglianza di copertura z1 + x3 < 1.

e Caso (c): &= (3,3,3)

a) Problema di separazione

I costi gj =1 — 2, sono q = (%, %, %) I1 problema di separazione ILPcgp (a

sinistra) e, con y; = 1 — z;, il problema complementare ILPZ¢p (a destra) sono:
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2
3 %2

_|_

in 2
min £ z;

_|_
wIn
N

w

11
{0,1}

soggettoa Hz; + 4z9 + 623

Y

m

21, 22, Z3

max %yl + %yz + 393

IN

4

{0,1}
con z(ILPcsp) = n — Y. » & — 2(ILPZgp) = 2 — 2(ILPZgp).

b) Euristica greedy

soggetto a S5y1 + 4ys + 6y

m

Y1, Y2, Y3

Gli indici vengono scorsi per rapporto ¢;/a; non crescente, partendo dal termine
noto residuo 4:

J ¢ a; gj/aj Decisione Residuo
2 % 4 2% g =1 0
I 5 5 = Y =0 0
3 3 6 s 9=0 0

L

La soluzione greedy ¢ y = (0,1,0), di valor a
% > 1: la sua disuguaglianza di

e
C={jes y;=0}=1{1,3}, di costo 2 — 2
copertura non ¢ violata da .

c) Verifica di ottimalita
Gli indici con ¢; = 0 non cambiano il valore di una soluzione. I sottoinsiemi non
vuoti degli indici {1,2,3} con g; > 0 che soddisfano il vincolo con termine noto
4 sono: {2} (valore 2). Quindi z(ILPggp) = %, la soluzione greedy ¢ ottima, e
z(ILPcgp) = % > 1: nessuna disuguaglianza di copertura é violata da .

2 . ~
- copertura corrispondente é

4 N

x3

oo ol= w=

N - /

Caso (c): il rilassamento lineare; nessuna disuguaglianza di copertura ¢ violata dal punto.
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5.3 Chiusura e separazione
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Esercizio 5.11 — Chiusura delle coperture per separazione (P1)

Consideriamo un problema binario con un vincolo ) ;@ < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 9, sulle variabili binarie indicizzate dallinsieme .# = {1,2,3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

I1 LP associato é:

max 22z1 + 33xz2 + 9z3 + 134

soggettoa  Hx; + 9z + 3z3 + 6ry < 9
T S 1
i) S 1
T3 < 1
Ty < 1
x1, x2, x3, g > 0
Una soluzione ottima @ di LP e il suo valore sono:
4 110
i‘lzl, fzzg, @3:0, 1‘4:0 [§] Z(LP):T.

Domande

1. Partendo da &, separare le disuguaglianze di copertura risolvendo all’ottimo il proble-
ma complementare ILP%SP. Aggiungere all’'LP la disuguaglianza di copertura mas-
simamente violata, risolverlo di nuovo e ripetere finché nessuna disuguaglianza di
copertura é violata. Se ILP%SP ha pit soluzioni ottime, scegliere quella che seleziona
il maggior numero di variabili.

2. Qual é il valore ottimo sulla chiusura delle coperture? La soluzione finale é intera?

La chiusura delle coperture ¢ il poliedro ottenuto aggiungendo a LP tutte le disu-
guaglianze di copertura Ejec z; < |C|—1, C € C. Dato un punto &, sia g, ..., J, una
soluzione ottima del problema complementare

(ILPZsp) maX{ D (I=F)y;: Y ajy; <Y a;—(b+1), y; €{0,1} V)€ f}-

jeIS jes jeI

Sen—> icsj— 2(ILP%gp) < 1, la copertura C' = {j € . : §j; = 0} & associata alla
disuguaglianza di copertura massimamente violata da x; altrimenti, nessuna disugua-

glianza di copertura € violata da .
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Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura con il problema complementare; in tutte le
iterazioni, il termine noto di ILPZgp & djesa;—(b+1)=23-10=13.

e Iterazione 1

La soluzione ottima di LP é & = (1, %, 0, 0), di valore z(LP) = 13&.
5

I costi sono ¢ = (0, 95

complementare é:

1, 1), il termine costante é n — Zjeﬂ Z; = 2973, e il problema

max Sy + Y3 +  w
soggettoa S5y1 + 9y2 + 3yz + 6ya < 13
Y1, Y2, Y3, Ya S {07 1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 13 sono:
{1,3} (valore 1), {1,4} (valore 1), {2,3} (valore ), {3,4} (valore 2). Una soluzione
ottima di ILP4¢p ¢ 91 =0, §2 =0, 93 = 1, §4 = 1, di valore z(ILP%¢p) = 2:

JjES

Di conseguenza, C = {j € .# : §; = 0} = {1,2} e la disuguaglianza di copertura
1 +a9 <1
¢ massimamente violata da x: 1+ % =1ll= %.

e Iterazione 2
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura x; + xo < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LP;:

max 22x1 + 33x2 + 9x3 + 1314

soggettoa S5x; + 9x2 + 3z3 + 6a4 < 9
1+ 2 < 1
ol < 1
T2 < 1
T3 < 1
Ty < 1
1, Ta, 3, zgy > 0
Una soluzione ottima di LP; é & = (%, ;11, 1, 0), di valore z(LPy) = %.

13

I costi sono ¢ = (?17 Z,O,l), il termine costante ¢ n — Zje/ Z; = 2, e il problema

complementare é:
max Y1 + Sy T W
soggettoa SHyr + 9y2 + 3ys + 6ys < 13
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}
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I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 13 sono:

{1,3} (valore 1), {1,4} (valore 2), {2,3} (valore 3), {3,4} (valore 1). Una soluzione

ottima di ILPggp ¢ 51 =1, §o =0, §i3 =0, §s = 1, di valore 2(ILPggp) = 5

5 3
n—zxj ILPCSP):2—Z:Z<1.
JES

Di conseguenza, C = {j € .7 : y; = 0} = {2, 3} e la disuguaglianza di copertura
To +x3 <1
¢ massimamente violata da &: i +1-1= i.

e Iterazione 3
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura zs + x3 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LPs:

max 22x1 + 33xz2 + 93 + 134

soggettoa  bxy + 929 + 3x3 + 6ry < 9

z1 + ) < 1

T2 + r3 < 1

T < 1

x9 < 1

T3 < 1

Ty < 1

x1, T2, 3, gy > 0

Una soluzione ottima di LPy ¢ & = (1,0, 1, 1), di valore z(LPy) = 132

I costi sono ¢ = (O, 1,0, %), il termine costante é n — Zjef Z; = %1, e il problema

complementare é:

max Y2 + % Ya
soggettoa Sy1 4+ 9y + 3yz + 6ys < 13
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 13 sono:

{1,3} (valore 0), {1,4} (valore 2), {2,3} (valore 1), {3,4} (valore 2). Una soluzione
ottima di ILP4¢p ¢ 91 =0, §o = 1, 93 =1, §4 = 0, di valore z(ILPCSP) =1

5)
— — z(ILP —-1==<1.
n—Y & —z(ILP¢gp) = 3 5
JES
Di conseguenza, C = {j € .# : §; = 0} = {1,4} e la disuguaglianza di copertura
r1+24 <1

¢ massimamente violata da x: 1 + % —-1= %.
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e Iterazione 4
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura x; + x4 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LP3:

max 22x1 + 33x2 + 93 + 134

soggettoa  bxy + 9x2 + 3x3 + 6ry < 9
r1 + T2 < 1
r2 + a3 < 1
T + zy < 1
T < 1
T2 < 1
T3 < 1
ry < 1
1, z2, z3, ry > 0
Una soluzione ottima di LP3 é & = (g, %, %, %), di valore z(LP3) = @
I costi sono ¢ = (%, %, %, g), il termine costante &€ n — Zjeﬂ Z; = 2, e il problema
complementare é:
max Ly + Sy + Lys + Sy
soggettoa dy1 + 9y + 3yz3 + 6ya < 13
Y1, Y2, Y3, ys € {0,1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 13 sono:
{1,3} (valore 2), {1,4} (valore 1), {2,3} (valore 1), {3,4} (valore 1). II valore ottimo
diTLP2 s ¢ Z(ILRZC ) =1

n— Y & —2(ILP4p)=2-1=1>1.
JES

e 3

Nessuna disuguaglianza di copertura é violata da & = (g, %, g, %) la separazione

si ferma dopo 3 disuguaglianze di copertura. Il valore ottimo sulla chiusura delle

coperture é

232 11

e ¢ & frazionario: la chiusura delle coperture non coincide con l'inviluppo

z(LP*Y) = z(LP3) =

convesso delle soluzioni intere.

Esercizio 5.12 — Chiusura delle coperture per separazione (P2)

Consideriamo un problema binario con un vincolo > 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 17, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme .# = {1,2, 3,4} di
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n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 o2 3 4

¢j |20 29 27 21
aj | 5 10 10 8

I1 LP associato é:
max 29x1 + 29x9 + 27xz3 4+ 2lay4
soggettoa bx; + 1022 + 10z3 + 8xy < 17

1 < 1
X9 < 1
I3 S 1
Ty S 1
T1, 2, Z3; x4y = 0
Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:
1 317

Domande

1. Partendo da &, separare le disuguaglianze di copertura risolvendo all’ottimo il proble-
ma complementare ILP%SP. Aggiungere all'LP la disuguaglianza di copertura mas-
simamente violata, risolverlo di nuovo e ripetere finché nessuna disuguaglianza di
copertura é violata. Se ILP%SP ha pitt soluzioni ottime, scegliere quella che seleziona
il maggior numero di variabili.

2. Qual é il valore ottimo sulla chiusura delle coperture? La soluzione finale é intera?

La chiusura delle coperture ¢ il poliedro ottenuto aggiungendo a LP tutte le disu-
guaglianze di copertura Zje() zj <|C|—1, C € C. Dato un punto &, sia g, ..., ¥, una
soluzione ottima del problema complementare

(ILPZgp) maX{ d—F)y;: Y ey <> a;—(b+1), y; €{0,1}Vj € f}-
JESL JjES jes

Sen—3> icsTj— 2(ILPZ%gp) < 1, la copertura C' = {j € .# : §j; = 0} & associata alla
disuguaglianza di copertura massimamente violata da &; altrimenti, nessuna disugua-

glianza di copertura € violata da .

Separazione delle disuguaglianze di copertura con il problema complementare; in tutte le

iterazioni, il termine noto di ILPZgp & Yjesaj—(b+1)=33-18 =15
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e Iterazione 1

La soluzione ottima di LP & & = (1, 1, %, 0), di valore z(LP) = %
4

4 9
» 50 5

I costi sono ¢ = (0,0 1), il termine costante é n — Zjef Z; = £, e il problema

complementare é:
4
max Y3 t+ W
soggettoa 5y + 10y + 10y3 + 8y < 15
Y1, Y2, Y3, Ya S {07 1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:
{1,2} (valore 0), {1, 3} (valore %), {1,4} (valore 1). Una soluzione ottima di ILPZqp
éy1=1, 9o=0, g3=0, g4 = 1, di valore z(ILP%SP) =1:

9 4
— N & —2(llPip)==--1=- < 1.
e Z Zj — z(ILPggp) 5 5
JjES
Di conseguenza, C = {j € .7 : g; = 0} = {2, 3} e la disuguaglianza di copertura
To+x3 <1

¢ massimamente violata da x: 1 + % —-1= %

Iterazione 2
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura xs + x3 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LP;:

max 29x1 + 2929 + 27xz3 4+ 2lay4

soggettoa bx; + 10z + 10x3 + 8xy < 17
T2 + T3 < 1
T < 1
To < 1
T3 < 1
Ty < 1
1, T2, 3, zy > 0
Una soluzione ottima di LP; ¢ & = (1, 1,0, %), di valore z(LPy) = %.

I costi sono q = (0,0, 1, %), il termine costante &€ n — Zjeﬂ T; = %, e il problema
complementare é:
3
max Y3 + G4
soggettoa Hy; + 10y + 10ys3 + 8ya < 15

Y1, Yo, Y3, ye € {0,1}

Autore: Fabio Furini
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I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:
{1,2} (valore 0), {1,3} (valore 1), {1,4} (valore 2). Una soluzione ottima di ILPZgp
&1 =1, Jo=0, 93 =1, g4 = 0, di valore z(ILP%¢p) = 1:

7 3

— £; — 2(ILP2gp) = - —1=2 < 1.
i Z% z(ILP¢gp) 1 1S
JjES
Di conseguenza, C' = {j € .# : §; = 0} = {2,4} e la disuguaglianza di copertura
To+14 <1

¢ massimamente violata da x: 1 + i —1= %.
Iterazione 3

Aggiungendo la disuguaglianza di copertura zs + x4 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LPs:

max 29x1 + 2920 + 27xz3 4+ 2lay4

soggettoa bx; + 10z + 10zs3 + 8xy < 17

T2 + T3 < 1

T2 + rg < 1

T < 1

T2 < 1

T3 < 1

re < 1

z1, z2, x3, g =2 0

Una soluzione ottima di LPs é & = (1, %, i, i), di valore z(LP3) = 22—1.

I costi sono ¢ = ((), %, %, %), il termine costante & n — Zjeﬂ Z; = g, e il problema

complementare é:
max i + 3y o+ 3y
soggettoa Hy; + 10y + 10ys + 8ya < 15
Y1, Y2, Y3, ys € {0,1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:
{1,2} (valore 1), {1,3} (valore 3), {1,4} (valore 3). Il valore ottimo di ILPZgp &
z(ILP%gp) = 3:

395
4

| =3

= 2
n— Y & —z(ILPgsp) =
jes
Nessuna disuguaglianza di copertura é violata da & = (1, %, %, %): la separazione

si ferma dopo 2 disuguaglianze di copertura. Il valore ottimo sulla chiusura delle

coperture &
251 1
z(LP®V) = z(LP3) = % < z(LP) = %,

e x ¢ frazionario: la chiusura delle coperture non coincide con l'inviluppo

convesso delle soluzioni intere.
(N J

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 5.13 — Chiusura delle coperture per separazione (P3)

Consideriamo un problema binario con un vincolo » | 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 15, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme .# = {1,2, 3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

|12 3 4
¢; |30 8 9 6
aj | 5 2 9 9

Il LP associato é:
max 30x;1 4+ 8x2 4+ 93 + 624
soggettoa bx; + 220 4+ 9x3 + 9z4 < 15

T < 1
T < 1
T3 < 1
Ty < 1
1, 9, T3, gy > 0
Una soluzione ottima @ di LP e il suo valore sono:
T1=1, To=1, :%3:%, T4 =0 e z(LP) = 46.

Domande

1. Partendo da &, separare le disuguaglianze di copertura risolvendo all’ottimo il proble-
ma complementare ILP%SP. Aggiungere all’LP la disuguaglianza di copertura mas-
simamente violata, risolverlo di nuovo e ripetere finché nessuna disuguaglianza di
copertura é violata. Se ILP%SP ha pitt soluzioni ottime, scegliere quella che seleziona
il maggior numero di variabili.

2. Qual ¢ il valore ottimo sulla chiusura delle coperture? La soluzione finale ¢ intera?

La chiusura delle coperture ¢ il poliedro ottenuto aggiungendo a LP tutte le disu-
guaglianze di copertura Zjec zj < |C|—1, C € C. Dato un punto &, sia 9, ..., J, una
soluzione ottima del problema complementare

(ILP%gp) max{ Z(l—i“j)yj : Z a;y; < Z a;—(b+1), y; €{0,1} Vj € f}

jeS jeS jES

Sen—> icsTj— 2(ILP%gp) < 1, la copertura C' = {j € . : §j; = 0} & associata alla
disuguaglianza di copertura massimamente violata da &; altrimenti, nessuna disugua-

glianza di copertura € violata da .
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Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura con il problema complementare; in tutte le
iterazioni, il termine noto di ILPggp & Y. ya; — (b+1) =25 —16 = 9.

e Iterazione 1
La soluzione ottima di LP ¢ & = (1, 1, %, 0), di valore z(LP) = 46.
1

I costi sono ¢ = (0,0, 3 1), il termine costante é n — Ejef Z; = 1970, e il problema

complementare é:
max % ys + Ya
soggettoa Hy1 + 2y2 + 9y3 + 9w < 9
Y1, Y2, Y3, Ys € {07 1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 9 sono:
{3} (valore %), {4} (valore 1), {1,2} (valore 0). Una soluzione ottima di ILPZgp &

9
G1 =0, Jo =0, §3 =0, 94 = 1, di valore 2(ILP¢p) = 1:
i 10 1
n—ZIj—Z(ILP%SP):§_1:§< L.

i=s4
Di conseguenza, C = {j € .# : §; = 0} = {1,2,3} e la disuguaglianza di copertura
1+ a2 +x3 <2
¢ massimamente violata da @: 1+ 1+ g == %.

e Iterazione 2
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura x1 + x2 + r3 < 2, otteniamo il seguente
LP, indicato con LP:

max 30xz7 + 8z + 9z3 + 6x4

soggetto a 51 + 29 + 923 + 924 < 15
1 + To + 3 < 2
x1 < 1
T2 < 1
T3 < 1
Ty < 1
x1, z2, z3, zgy =2 0

Una soluzione ottima di LPy ¢ & = (1, 1,0, g), di valore z(LP;) = 1§—0.
I costi sono ¢ = (0,0, 1, %), il termine costante é n — Ejef Z; = 1970, e il problema
complementare é:
max ys + gy
soggettoa S5y1 4+ 2y2 4+ 9y3 + 9y < 9
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}
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I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 9 sono:
{3} (valore 1), {4} (valore %), {1,2} (valore 0). Una soluzione ottima di ILP%SP é
1 =0, 2 =0, g3 =1, g4 =0, di valore 2(ILPqp) = 1:
10 1
- & —2(ILPigp)=— —1==
n Z Zj — z(ILP¢gp) 9 9
jES

< 1.

Di conseguenza, C = {j € .# : §; = 0} = {1,2,4} e la disuguaglianza di copertura
T1+ T2+ x4 <2

¢ massimamente violata da @: 1+ 1 + % —2= %.

e Iterazione 3
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura x; + x2 + x4 < 2, otteniamo il seguente
LP, indicato con LPs:

max 30xz7 + 8z + 93 + 624

soggettoa 5z 4+ 222 + Y923 + 9z4 < 15

Ty + T2 + T3 < 2

1+ Z2 + x4 <2

T < 1

T < 1

T3 < 1

zgy < 1

T1, T2, 3, g =2 0

Una soluzione ottima di LPy ¢ & = (1, %, %, %), di valore z(LPy) = %.
I costi sono ¢ = (O, %, %, %), il termine costante ¢ n — Zjeﬂ Z; = %, e il problema
complementare é:

max 32 + 3ys + 3w
soggettoa Hy1 4+ 2y + 9y3 + 9yu < 9
Y1, Y2, Y3, ya € {01}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 9 sono: {3}

(valore 1), {4} (valore 1), {1,2} (valore ). Il valore ottimo di ILPZgp & z(ILPZgp) =
L

n— Y & — 2(ILP%gp) = =1>1.
JjeS

| W
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Nessuna disuguaglianza di copertura é violata da & = (1, %, %, %
si ferma dopo 2 disuguaglianze di copertura. Il valore ottimo sulla chiusura delle
coperture ¢é

) : la separazione

83
2(LP®) = 2(LPy) = 7 < 2(LP) = 46,

e ¢ ¢é frazionario: la chiusura delle coperture non coincide con l'inviluppo
convesso delle soluzioni intere.

Esercizio 5.14 — Chiusura delle coperture per separazione (P4)

Consideriamo un problema binario con un vincolo > ATy < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 9, sulle variabili binarie indicizzate dall’insieme .# = {1,2,3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 o2 3 4
¢j |31 13 5 9
aj | 8 6 3 8

I1 LP associato é:

max 3lxz;y + 13z 4+ Sx3 + 94

soggettoa  8x; + 6o + 3x3 + 8xzy < 9
T < 1

T2 < 1

T3 < 1

Ty < 1

x1, x2, x3, xgy > 0

Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:

55'1:1, T = f3=0, l‘4:0 e Z(LP)Z*.

Domande

1. Partendo da &, separare le disuguaglianze di copertura risolvendo all’ottimo il proble-
ma complementare ILP%SP. Aggiungere all'LP la disuguaglianza di copertura mas-
simamente violata, risolverlo di nuovo e ripetere finché nessuna disuguaglianza di
copertura é violata. Se ILP%SP ha pitt soluzioni ottime, scegliere quella che seleziona
il maggior numero di variabili.

2. Qual é il valore ottimo sulla chiusura delle coperture? La soluzione finale é intera?
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La chiusura delle coperture ¢ il poliedro ottenuto aggiungendo a LP tutte le disu-

guaglianze di copertura ) ..~ x; < |C|—1, C € C. Dato un punto &, sia g1, ..., J, una

jec
soluzione ottima del problema complementare

(ILP%gp) max{z (1-2zj)y Zajyj<2a] (b+1), ij{O,l}VjEf}.

jes jES jeS

Sen—3> icsTj— 2(ILP%gp) < 1, la copertura C' = {j € . : §j; = 0} & associata alla
disuguaglianza di copertura massimamente violata da &; altrimenti, nessuna disugua-
glianza di copertura € violata da .

- J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura con il problema complementare; in tutte le
iterazioni, il termine noto di ILPZgp & Yjesai—(b+1)=25-10=15

e Iterazione 1
La soluzione ottima di LP ¢ & = (1, £,0,0), di valore z(LP) = 1%9.

) 67
I costi sono ¢ = (0, 59 Ak 1), il termine costante ¢ n — Ejef Zj = %, e il problema
complementare é:
max Sy + Yz +

soggettoa 8y; + 6y2 + 3y3 + 8ys < 15
Y1, Y2, Ys, Yq S {O) ]-}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:
{1,2} (valore 2), {1,3} (valore 1), {2,3} (valore &), {2,4} (valore &), {3,4} (valore
2). Una soluz1one ottima di ILPCSP ey =0, g2 =0, g3 =1, g4 = 1, di valore
Z(ILP%ep) = 2:
n— Y & — 2(ILP¢ ):1—7—2:§<1
jES
Di conseguenza, C = {j € .7 : g; = 0} = {1, 2} e la disuguaglianza di copertura
r1+2x2<1

¢ massimamente violata da &: 1 + L i 1=

e Iterazione 2
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura z; + x9 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LP;:
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max 3lzy + 13z2 + bHz3 + 924

soggettoa 8z 4+ 6a2 + 3z3 4+ 8x4 < 9
B F T2 < 1

T < 1

T2 < 1

T3 < 1

gy < 1

x1, &2, x3, g =2 0

Una soluzione ottima di LPy ¢ & = (1,0, 1,0), di valore z(LP;) = 2.
I costi sono ¢ = (0, 1, %, 1), il termine costante &€ n — Zje] Zj = %, e il problema
complementare é:

max Y2+ %y:a + Y
soggettoa 8y; + 6y2 + 3yz + 8ya < 15

Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:

gl,Q} (valore 1), {1,3} (valore 2), {2,3} (valore 3), {2,4} (valore 2), {3,4} (valore

53). Una soluzione ottima di ILP%SP ey =0, yo =1, g3 =0, yg = 1, di valore
2(ILPZcp) = 2:

2
—2=2<1.
3

w| oo

n= 3 & - #(ILPhsy) -
JES

Di conseguenza, C = {j € .7 : g; = 0} = {1, 3} e la disuguaglianza di copertura
1 +23<1

¢ massimamente violata da x: 1 + % —1= %

e Iterazione 3

Aggiungendo la disuguaglianza di copertura z; + x3 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LPs:

max 3lzy + 13z2 + bHz3 + 924

soggettoa  8x; + 6o + 323 + 8xzy < 9
1 + T < 1

1 +  ®3 < 1

T < 1

T2 < 1

T3 < 1

ry < 1

Ty, T2, B3 zy > 0
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Una soluzione ottima di LPs é & = (1, 0,0, %), di valore z(LP3) = %.
7

I costi sono ¢ = (0, 1,1, g), il termine costante é n — Zjey Z; = %3, e il problema

complementare é:

max Y2 + Y3 + §y4
soggettoa 8y; + 6y2 + 3y3 + 8ya < 15

Y1, Y2, Y3, Ya S {O) 1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:

{1,2} (valore 1), {1,3} (valore 1), {2,3} (valore 2), {2,4} (valore £2), {3,4} (valore
1), Una soluzione ottima di ILPggp ¢ g1 = 0, §2 = 1, §3 = 1, §4 = 0, di valore
AL e ) = 2

7
n—Z@-—z(ILPZCSP):§—2:§<1.
i=s4

Di conseguenza, C = {j € .# : §; = 0} = {1,4} e la disuguaglianza di copertura
1 +x4 <1
¢ massimamente violata da &: 1 + é — 1= %.

e Iterazione 4
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura z; + x4 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LPg:

max 3lzy + 13z0 + bzxz3 + 9x4

soggettoa 8x1 + 6z + 3z3 + 84 < 9
1+ 2 < 1

x1 + 3 < 1

5] + x4 <1

T < 1

x9 < 1

T3 < 1

gy < 1

1, T2, B3, ze > 0

Una soluzione ottima di LP3 ¢ £ = (1,0,0,0), di valore z(LP3) = 31.
I costi sono ¢ = (0,1,1,1), il termine costante ¢ n — Zjeﬂ Z; = 3, e il problema
complementare é:
max Y2 + ys + Ya
soggettoa 8y; + 6y2 + 3ys + 8yg < 15
Y1, Y2, Y3, ya € {0,1}
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I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 15 sono:
{1,2} (valore 1), {1,3} (valore 1), {2,3} (valore 2), {2,4} (valore 2), {3,4} (valore
2). 1l valore ottimo di ILPZgp & 2(ILPZgp) = 2:

n—Y & —2(ILP4gp) =3-2=1>1.
JES

e )

Nessuna disuguaglianza di copertura ¢ violata da & = (1,0,0,0): la separazione
si ferma dopo 3 disuguaglianze di copertura. Il valore ottimo sulla chiusura delle
coperture ¢

199
z(LP®V) = z(LP3) = 31 < z(LP) = ra
e x ¢ intero, quindi é ottimo anche per il problema binario.
& J

Esercizio 5.15 — Chiusura delle coperture per separazione (P5)

Consideriamo un problema binario con un vincolo ) 0T < b, con coefficienti interi positivi
a; e termine noto b = 12, sulle variabili binarie indicizzate dall'insieme . = {1,2,3,4} di
n = 4 variabili, con i seguenti coefficienti dell’obiettivo e del vincolo:

i1 2 3 4

¢j |38 16 14 4
aj | 7 4 7T 6

I1 LP associato é:

max 38x7 + 16xy + 1ldxs3 + 4dxy

soggettoa Tz + 4dxo + Txs + 6xy <12
T < 1
T2 < 1
T3 < 1
Ty < 1
xy, x2, x3, g =2 0

Una soluzione ottima & di LP e il suo valore sono:

1
F1=1, Fa=1, F3=—

= 24=0 e z(LP) = 56.

Domande

1. Partendo da @, separare le disuguaglianze di copertura risolvendo all’ottimo il proble-
ma complementare ILP%SP. Aggiungere all’LP la disuguaglianza di copertura mas-
simamente violata, risolverlo di nuovo e ripetere finché nessuna disuguaglianza di
copertura é violata. Se ILP%SP ha pit soluzioni ottime, scegliere quella che seleziona
il maggior numero di variabili.
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2. Qual é il valore ottimo sulla chiusura delle coperture? La soluzione finale ¢ intera?

La chiusura delle coperture ¢ il poliedro ottenuto aggiungendo a LP tutte le disu-
guaglianze di copertura jec
soluzione ottima del problema complementare

(IWP3sp)  max{ Y (1-a;)y: Y ey < Y a;—(b+1), g € {0,1}¥j € 7.
JjES jes jes

zj < |C|—1, C € C. Dato un punto &, sia 9, ..., J, una

Sen—> jcsj— 2(ILP%gp) < 1, la copertura C' = {j € .# : §j; = 0} & associata alla
disuguaglianza di copertura massimamente violata da &; altrimenti, nessuna disugua-

glianza di copertura ¢é violata da .
- J
. J

Soluzione

Separazione delle disuguaglianze di copertura con il problema complementare; in tutte le
iterazioni, il termine noto di ILP%gp & djesai—(b+1)=24-13=11

e Iterazione 1

La soluzione ottima di LP ¢ & = (1,1, 1,0), di valore z(LP) = 56.

I costi sono ¢ = (0 0, & 75 ), il termine costante é n — Z csTj = 73, e il problema

complementare é:

max S+ s
soggettoa Ty1 + 4y + Tyz + 6ys < 11
Y1, Y2, Y3, ye+ € {0,1}
I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 11 sono:

{1,2} (valore 0), {2,3} (valore £), {2,4} (valore 1). Una soluzione ottima di ILPggp
eg1=0, 92=1, y3=0, g4 = 1, di valore z(ILPZqp) = 1:

- 13 6
n— ij—z(ILPQCSP) =—-1=-<1
JjES
Di conseguenza, C= {j € 7 :9; =0} ={1,3} e la disuguaglianza di copertura
1 +x3 <1

¢ massimamente violata da x: 1 + % —1= %
e Iterazione 2
Aggiungendo la disuguaglianza di copertura z; + x3 < 1, otteniamo il seguente LP,

indicato con LPy:
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max 38x; + 16z + 1dx3 + 4dxy

soggettoa Tx; + 4z + Txs + 6xq4 < 12
x1 + z3 < 1
T < 1
o < 1
T3 < 1
gy < 1
x1, x2, x3, g =2 0

Una soluzione ottima di LP; é & = (1, 1,0, %), di valore z(LPp) = 1%4.
I costi sono ¢ = (0,0, 1, %), il termine costante é n — Zjeﬂ Z; = %, e il problema

complementare é:
5
max Ys + G
soggettoa Ty, + 4ys + Tys + 6y < 11
Y1, Y2, Y3, Ya S {07 1}
I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 11 sono:

{1,2} (valore 0), {2,3} (valore 1), {2,4} (valore 2). Una soluzione ottima di ILPggp
ey =0, g2=1, g3 =1, g4 =0, di valore z(ILPCSP) =1
11 5

n— Y &;— 2(ILP%gp) = 5 l=g<L
jES

Di conseguenza, C = {j € 7 :9; =0} ={1,4} e la disuguaglianza di copertura
1 +x4 <1

¢ massimamente violata da x: 1+ % =1= %.

e Iterazione 3

Aggiungendo la disuguaglianza di copertura z; + x4 < 1, otteniamo il seguente LP,
indicato con LPs:

max 38x; + 16z + 1ldz3 + 4dxy

soggettoa Tz + 4dxe + Txz + 6x4 < 12
T + T3 < 1
1 + xy < 1
T < 1
To < 1
T3 < 1
ry < 1
Ty, 2, 3, zg > 0
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Una soluzione ottima di LPy ¢ & = (1,1,0,0), di valore z(LP3) = 54.

I costi sono ¢ = (0,0,1,1), il termine costante ¢ n — Zje] Z; = 2, e il problema
complementare é:

max ys + Y4
soggettoa Ty + 4y + Ty3 + 6ys < 11
Y1, Y2, Y3, Ya € {07 1}

I sottoinsiemi massimali di indici che soddisfano il vincolo con termine noto 11 sono:
{1,2} (valore 0), {2,3} (valore 1), {2,4} (valore 1). Il valore ottimo di ILPZqp &
AUIUPE ) = 1
n—Y & —2(ILP}gp) =2—-1=1>1.
JjES

Nessuna disuguaglianza di copertura ¢ violata da & = (1,1,0,0): la separazione

si ferma dopo 2 disuguaglianze di copertura. Il valore ottimo sulla chiusura delle
coperture ¢

z(LP®V) = z(LP3y) = 54 < z(LP) = 56,

e x é intero, quindi é ottimo anche per il problema binario.

(& J
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https://github.com/fabiofurini/programmazione-lineare-intera
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/
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