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Funzioni convesse
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Introduzione: Funzioni convesse

» In questa sezione definiamo le funzioni convesse di n variabili
reali.

» La definizione confronta il valore della funzione in una
combinazione convessa di due punti con la combinazione
convessa dei valori in quei due punti.

» Le funzioni convesse sono i mattoni dell'ottimizzazione
convessa: con esse costruiremo insiemi convessi e problemi di
ottimizzazione convessi.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Funzione convessa

Definizione 1: funzione convessa

Una funzione f : D C R" — R é convessa nel suo dominio D
se:

Vp,we D e YA €[0,1] abbiamo
FAp+(1—X)w) < AF(p)+(1—\) f(w)

e il dominio D della funzione f é un insieme convesso.
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Funzione convessa: interpretazione

» Una funzione é convessa nel suo dominio se, per ogni coppia di
punti del suo dominio convesso, il valore in una qualsiasi
combinazione convessa dei due punti € minore o uguale alla
combinazione convessa dei valori in quei due punti.

» Vediamo ora che cosa significa per una funzione di una
variabile.
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Grafico di una funzione convessa

Se D = [a, b] C R (un intervallo, che per natura & un insieme
convesso), il grafico di una funzione convessa ¢é dato dalla seguente
figura:

T ™

FW) pmmmmmmm e

AF(B) + (1= A) F(W) f-mmmmmfmmmmm e

FAP+(L=Aw) [~ L
flp) -

) ® ® X
K a P Ap+(1=XA)w w b J
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Come leggere la figura

» Per ogni coppia di punti p, w € [a, b], il segmento viola che
congiunge (p,f(p)) e (w,f(w)) rappresenta tutte le
combinazioni convesse di questi due punti del grafico.

» Per una funzione convessa, il segmento viola si trova sopra il
grafico della funzione (in blu) fra p e w.

» Nel punto Ap+ (1 — A) w il valore della funzione,
f(Ap+ (1 —X)w), & minore o uguale al valore sul segmento,
A(p) + (1 —A) f(w).
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Riepilogo

Funzione convessa:
» f:DCR"— R con D insieme convesso
> F(Ap+(1—A)w) <Af(p)+ (1 —A)f(w) per ogni
p,weDe)e|0,1]

Grafico (una variabile):

» |l segmento che congiunge due punti del grafico si trova sopra
il grafico
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Funzioni concave
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Introduzione: Funzioni concave

» In questa sezione definiamo le funzioni concave, la
controparte delle funzioni convesse.

» La definizione ¢ la stessa delle funzioni convesse, con la
disuguaglianza rovesciata.

» Le funzioni concave compaiono in modo naturale quando si
massimizza: per la massimizzazione hanno il ruolo che le
funzioni convesse hanno per la minimizzazione.
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Funzione concava

Definizione 2: funzione concava

Una funzione f : D C R" — R é concava nel suo dominio D
se:

Vp,we D e YA €[0,1] abbiamo
FOAp+ (1= w) > AF(p)+(1—\) f(w)

e il dominio D della funzione f é un insieme convesso.
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Funzione concava: interpretazione

» Una funzione é concava nel suo dominio se, per ogni coppia di
punti del suo dominio convesso, il valore in una qualsiasi
combinazione convessa dei due punti € maggiore o uguale
alla combinazione convessa dei valori in quei due punti.

» Vediamo ora che cosa significa per una funzione di una
variabile.
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Grafico di una funzione concava

Se D = [a, b] C R (un intervallo, che per natura & un insieme

convesso), il grafico di una funzione concava ¢ dato dalla seguente
figura:

f(p) |
Fp+(L—N)w)

Af(p) + (1= A) f(w)

f(w)

K a P Ap+(1=XA)w w b J
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Come leggere la figura

» Per ogni coppia di punti p, w € [a, b], il segmento viola che
congiunge (p,f(p)) e (w,f(w)) rappresenta tutte le
combinazioni convesse di questi due punti del grafico.

» Per una funzione concava, il segmento viola si trova sotto il
grafico della funzione (in blu) fra p e w.

» Nel punto Ap+ (1 — A) w il valore della funzione,
f(Ap+ (1 —X)w), é maggiore o uguale al valore sul
segmento, A f(p) + (1 — A) f(w).
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Riepilogo

Funzione concava:
» f:DCR"— R con D insieme convesso
> F(Ap+(1—A)w) > Af(p)+ (1 —A)f(w) per ogni
p,weDe)e|0,1]

Grafico (una variabile):

» |l segmento che congiunge due punti del grafico si trova sotto
il grafico
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Esempi di funzioni
convesse e concave
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Introduzione: Esempi di funzioni convesse e concave

» In questa sezione dimostriamo che alcune funzioni di una e di
due variabili sono convesse o concave.

» Usiamo sempre la definizione: é il metodo che useremo in
tutti gli esercizi.

» Vediamo funzioni quadratiche, una funzione lineare, il valore
assoluto e il minimo di due funzioni lineari.
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Come si dimostra la convessita

» In questo capitolo consideriamo anche funzioni non lineari.

» La convessita di una funzione si dimostra sempre verificando la
definizione: per punti arbitrari p, w del dominio e un arbitrario
A € [0, 1], verifichiamo la disuguaglianza della definizione.

» Per le funzioni quadratiche dei primi esempi, usiamo la
seguente disuguaglianza.
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Una disuguaglianza per i quadrati

Osservazione 1

Per ogni a,b € R e ogni \ € [0, 1], abbiamo

(Aa+ (1= A)b)> < Aa® + (1 — A)b>.
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Dimostrazione
Per ogni a, b € R e ogni \ € [0, 1], abbiamo:

(Aa+ (1= A)b)® = \2a2 + 2\(1 — A)ab + (1 — A)?b?

=Xa® + (1 - \)b?
— A1 —X\)a% +2X\(1 — Nab — \(1 — \)b?

= Xa® 4+ (1 — A\)b> — \(1 — \)(a° — 2ab + b?)

=Xa® + (1 = A)b> = A1 - \)(a— b)?

>0

<A+ (1- )b
(poiche A\>0, 1—A>0e (a—b)?>0)

]
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Esempio: una funzione quadratica convessa (1/3)
Consideriamo la seguente funzione:
2

X
f:R—R, f: —
— K, X0—>10

Njo
[
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Esempio: una funzione quadratica convessa (2/3)

Per ogni coppia di punti p,w € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:

_ 1 2

5 (p+ (1= Nw)

F(Ap+ (1 — \w)
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Esempio: una funzione quadratica convessa (3/3)

Quindi,

f()\p+ (1- )\)w) < M(p)+ (1= N)f(w)
Per natura, il dominio R & un insieme convesso. Di conseguenza, la
funzione & convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: una funzione quadratica convessa traslata (1/3)
Consideriamo la seguente funzione:

f:R—R, 1":x»—>1i0(x—10)2

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: una funzione quadratica convessa traslata (2/3)
Per ogni coppia di punti p,w € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:
1

= (P (1= Nw - 10)

F(p+(1—N)w)

(poiché A+ (1 —X) =1)

< L (Mp— 107 + (1 A)(w - 10)

10
(per la disuguaglianza dei quadrati)
 (p— 102 (w — 10)°
=A 10 +(1-2) 10

= M(p)+ (1 = N)f(w)
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Esempio: una funzione quadratica convessa traslata (3/3)

Quindi,

f()\p+ (1- )\)W) < M(p)+ (1= N)f(w)
Per natura, il dominio R & un insieme convesso. Di conseguenza, la
funzione & convessa nel suo dominio.
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Esempio: una funzione lineare di due variabili (1/3)

Consideriamo la seguente funzione:

X1
X2

f:R2—>R, f:(

)0—>X1+X2—1
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Esempio: una funzione lineare di due variabili (2/3)
Per ogni coppia di punti p = <P1> , W= (W1> € R? e ogni
P2 w2
A € [0, 1], abbiamo:

fFAp+(1—=XNw) =(Apr+ (1—A)wm)
+ ()\pz + (1 — )\)Wg) -1

= A(p1 + p2) + (1 = A)(w1 + w2)
A= (1-)

(poiché A+ (1—-X)=1)
:A(p1+p2—1)+(1—)\)(W1+W2—1)

= A(p) + (1= A)f(w)
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Esempio: una funzione lineare di due variabili (3/3)

Quindi,
F(Ap+ (1 - \)w) < M(p) + (1~ NF(w)
(con I'uguaglianza).

» Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di
conseguenza, la funzione & convessa nel suo dominio.

» Poiché vale I'uguaglianza, vale anche la disuguaglianza con >:
f(Ap+ (1= Nw) > Af(p) + (1 — A)f(w)

la funzione é anche concava nel suo dominio.
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Esempio: quadratica convessa di due variabili (1/3)

Consideriamo la seguente funzione:

f:R2 >R, f: <X1)|—>x12+x22—9
X2

-
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Esempio: quadratica convessa di due variabili (2/3)

Per ogni coppia di punti p = <P1) , W= <W1> € R? e ogni
P2 w2
A € [0, 1], abbiamo:

FOp+ (1= Nw) = (Ap1 + (1= N)w)?
+ (A2 + (1= A)wa)* = 9

<ApE 4 (L= A)wi +Ap3 + (1= A\)ws — 9
(per la disuguaglianza dei quadrati,

due volte)

= AP +P3 = 9) + (1= A)(wf + w5 —9)
(poiche A+ (1 —X) =1)

— M(p) + (1 - Nf(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 32 /102 % S\N)IL\‘(/‘A\


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

Esempio: quadratica convessa di due variabili (3/3)

Quindi,

f()\p+ (1- )\)w) < M(p) + (1 = N)f(w)
Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Due funzioni il cui grafico & formato da due segmenti

» | due esempi seguenti sono funzioni di una variabile il cui
grafico é formato da due segmenti.

» La prima, il valore assoluto, é convessa.

» La seconda, il minimo di due funzioni lineari, & concava.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: il valore assoluto & una funzione convessa (1/3)

Consideriamo la funzione f : R — R, f(x) = |x|. Per ogni coppia di
punti p,w € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:

FAp+ (1 =XNw) = |[Ap+ (1= Nw|
< [Ap[+ (1 = A)wl
(per la disuguaglianza triangolare)
= [Alp[+ 1 = Al [w]
(per I'omogeneita assoluta)
=Alp[+ (1 —=A) |wl|
(poiche A\>0el—X>0)

— M(p) + (1 — N)F(w)
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Esempio: il valore assoluto & una funzione convessa (2/3)

Quindi,
f(/\p+ (1- )\)W) < A(p) + (1 — N)f(w)
Per natura, il dominio R & un insieme convesso. Di conseguenza, la

funzione é convessa nel suo dominio.

Ad esempio, con p= -2, w =3 e A = % otteniamo

Ap+(l-Nw=13e
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Esempio: il valore assoluto & una funzione convessa (3/3)

In figura, il segmento che congiunge (p, f(p)) e (w, f(w)) (in viola)

si trova sopra il grafico di f (in blu).

Autore: Fabio Furini
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Esempio: il minimo di due funzioni lineari (1/4)

Consideriamo la funzione f : [-2,4] — R,
f(x) = min{x +2, 4 — 2x }. Per ogni coppia di punti
p,w € [—2,4] e ogni A € [0, 1], abbiamo:

F(Ap+ (1 - \w) = min{)\p—i—(l —Aw+2,

4= 3(p+ (1= w) |

- min{)\(p+2) + (1= N (w+2),
A(4=3p) +(1-N)(4-3w) |

(poiché A+ (1 —X) =1)
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Esempio: il minimo di due funzioni lineari (2/4)

> min { M(p) + (1 — \)Ff(w),
M (p) + (1= Nf(w) }
) <
4

(poiché f(p) < p+2, f(p) <4
fw) <w+2, f(w) <4- 3w,
A>0el—\>0)

— M(p) + (1 — N)F(w)
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Esempio: il minimo di due funzioni lineari (3/4)
Quindi,
f(Ap+ (1= X)w) > Af(p) + (1 — N)f(w)

[l dominio [—2, 4] & un intervallo, quindi un insieme convesso. Di
conseguenza, la funzione é concava nel suo dominio.

Le due rette si incontrano in x = 5, dove f(3) = 13—0.
Ad esempio, conp:—l,W:4e/\:%otteniamo
Ap+(1-Nw=3e
f(3> .{7 13} 13
—)=mins =, — ¢ =
2 24 4
1 1 1 1 3
> —f(-1)+-fA)==-1+--2=—
2 5 f(=1)+ 35 f(4) +5 5
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Esempio: il minimo di due funzioni lineari (4/4)

In figura, il segmento che congiunge (p, f(p)) e (w, f(w)) (in viola)
si trova sotto il grafico di f (in blu).

-
PE
-
-

N .
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Riepilogo

Dimostrare la convessita:

» Sempre con la definizione, per p,w e A € [0, 1] arbitrari
> Per i quadrati: (Aa+ (1 — )\)b)2 <Aa? 4 (1 - M\)b?

Esempi:
2
X2 1 2 2,2
> 15 15(x —10)%, xi + x5 — 9 e |x| sono convesse
> x1 + xo — 1 & sia convessa sia concava (vale |'uguaglianza)

> min{x +2,4 — 1x} & concava in [-2,4]
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Funzioni convesse
definite da norme
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Introduzione: Funzioni convesse definite da norme

» In questa sezione introduciamo le norme, che misurano la
lunghezza di un vettore, e le norme 1, 2, g e oo.

» Dimostriamo che ogni norma ¢ una funzione convessa, e che
il quadrato della norma euclidea é convesso.

» Le norme servono a misurare le distanze: la distanza da un
punto e il quadrato della distanza da un punto sono funzioni
convesse.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Norma

Definizione 3: norma

Una norma su R" é una funzione || - || : R" — R tale che, per
ogni p,w € R" e ogni o € R:

» ||p|| =0, e ||p|]| =0 se e solo se p=0 (positivita);
» ||apl| = |af ||p|| (omogeneita assoluta);

> ||p+ wl| <|pll + |lw]| (disuguaglianza triangolare).
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Definizione 4: le norme 1, 2, g e >

Per ogni x € R":

n
[ x[l1 = Z Bd (norma 1, o norma di Manhattan)
j=1
n
_ 2 .
Ix][2 = ij (norma 2, o norma euclidea)
j=1
w 1
Ixllg = (Z |Xj|q> * (norma q, conq>1)
j=1
|%|lcc = _max |xj] (norma oo, o norma del massimo)

=1,...,

Le norme 1 e 2 sono la norma q cong=1eq =2, e ||x||coc =

limg—so0 [|X|q-
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Esempio: le quattro norme di un vettore

Per x = <_34> abbiamo:
[x[l1=[3] + -4 =7, [x]l2 = /3% + (—4)?> =5,

1
Ixlls = (13 + [-41%)* = V9L, |ix]lec = max{[3],|-4[} = 4.
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Dimostriamo ora che le norme definiscono funzioni convesse,
a partire dalla norma euclidea.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Convessita della norma euclidea

Osservazione 2: convessita della norma euclidea

La funzione

f: R" =R, fix—|x]2

é convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 49 / 102 % SAP”.\I{{\\
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Dimostrazione

Per ogni coppia di punti p, w € R" e ogni A € [0, 1], abbiamo:
fF(Ap+ (L=X)w) = [[]Ap+ (1 = N)wl

< Ipll2 + [(1 = X)w|l2

(per la disuguaglianza triangolare)

= [All[pll2 + 1 = Al w2

(per I'omogeneita assoluta)

=Apll2+(1=2) [|w|2
(poiché A\ >0el—X>0)

— M(p) + (1= N)f(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 50 / 102 % S\N’”\W\
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Dimostrazione (continua)

Quindi,

f(Ap+ (1= XN)w) < Af(p) + (1 — N)f(w)
Per natura, il dominio R” & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

O]

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

» La dimostrazione usa soltanto la disuguaglianza triangolare e
I'omogeneita assoluta, che valgono per ogni norma.

» Quindi la stessa dimostrazione prova che ogni norma é una
funzione convessa.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 52 / 102 % S\O
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Convessita di ogni norma

Osservazione 3: convessita di ogni norma

Per ogni norma || - || su R" (in particolare || - ||1, || - ||l2, || - llq
cong>1, el | o) lafunzione
f:R" >R, fox— x|

é convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

Dimostrazione
Per ogni coppia di punti p, w € R" e ogni A € [0, 1], abbiamo:
fFAp+ (1 —=X)w) =[[Ap+ (1 - N)w||
< [Ap] + [I(1 = A)w]]
(per la disuguaglianza triangolare)

= (ALl + 1 = Al {[wl]

(per I'omogeneita assoluta)

=Apll + (1 =) |lw]
(poiché A\ >0el—X>0)

— M(p) + (1= N)f(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 54 / 102 % S\N’”\W\
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Dimostrazione (continua)

Quindi,

f(Ap+ (1= XN)w) < Af(p) + (1 — N)f(w)
Per natura, il dominio R” & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

O]

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
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Corollario

Corollario 1

Per ogni coppia di punti p,w € R" e ogni X\ € [0, 1], abbiamo

AP+ (1 = Nwll2 < Aflpll2 + (1 = A) [[wll2

» Usiamo questa disuguaglianza per dimostrare che la distanza
da un punto & una funzione convessa.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: la distanza da un punto (1/3)

. . 2 .
Consideriamo il vettore ¢ = (2) e la funzione:

()~

+1
2

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 57 / 102 @ §Nﬁ'i.'k.’ﬂ£ﬁ
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Esempio: la distanza da un punto (2/3)
Per ogni coppia di punti p, w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:
Fp+ (1 =Nw) =[[Ap+ (1 - Nw —cl,+1

=|IMp—¢c)+ (1 —=X)(w—-¢)|,+1
(poiché A+ (1 —X) =1)

<Alp=clla+ (1 =A)[w—cl2+1

(per la disuguaglianza del corollario)
=AMllp—cll2+1) + @A =N)(lw —¢cl2+1)

=M(p)+ (1 - N)f(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 58 / 102 % S\N)IL\](/A\
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Esempio: la distanza da un punto (3/3)

Quindi,
F(Ap+ (1 - N)w) < AM(p) + (1~ N)f(w)

Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 59 / 102 % S\N P23
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Convessita del quadrato della norma euclidea

Osservazione 4: convessita del quadrato della norma
euclidea

La funzione
f:R" >R, foxe||x|3

é convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

Dimostrazione

Per ogni coppia di punti p, w € R" e ogni A € [0, 1], abbiamo:
F(Ap+ (1= \w) = [Ap+ (1 — \wl3
/
=Ap+(1-Nw) Ap+(1-Nw)

= X*[lpll5 + (1 = A)?[|wl]3
F2M1 - ) (p' w)

< N2|p|3 + (1 - N2 w3
+20(1 = \) [Ipll2 w2

(per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 61 / 102 % S\N’”\W\
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Dimostrazione (continua)

< Nlpll3 + (1 = A)[lwl3
+ ML= N)llplIZ + AL = ) |[w3

(poiché 2ab < a® 4+ b? per ogni a, b € R,

con a=||pl2e b=|w|>)

= (A + A1 =) llplI3
(=N A1 =) w3

= Allpll3 + (1 = A)llwl3

— M(p) + (1 - Nf(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 62 / 102 % S\N)IL\‘(/‘A\
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Dimostrazione (continua)

Quindi,

f(Ap+ (1= XN)w) < Af(p) + (1 — N)f(w)
Per natura, il dominio R” & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

O]

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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» La dimostrazione seguente & pil diretta e non richiede |'uso
della disuguaglianza di Cauchy—Schwarz né della
disuguaglianza 2ab < a° + b? per ogni a, b € R.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 64 / 102 % S\N’”\W\
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Dimostrazione alternativa

Per ogni coppia di punti p,w € R" e ogni A € [0, 1], abbiamo:
FAp+ (1= Nw) = (Ap+(1—Nw) (Ap+(1-A)w)

= N[lpl3 + (1 = 2)?[|wlf3
+2M1 - A\) (p'w)

= N?[plI3 + (1 = A)?[lwli3
+A1 =N (lIpl3 + wl3 — Ip — wl3)

(poiche [|p — w3 = [|p[Z + lw]3 - 2p'w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 65 / 102 % S\N)HA\](/A\
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Dimostrazione alternativa (continua)

= (A A1 = N)llpll3
(=22 + AL =) [[wli3
~ ML= N)p - wli3

= Alplz + (1= Vw3
M1 =Nlp - wl3

< Allpllz + (1= N wl3

(poiche A(1 — A)|lp — wll3 > 0)

— M(p) + (1 - Nf(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 66 / 102 % S\N)]I”\IK/A
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Dimostrazione alternativa (continua)

Quindi,

f(Ap+ (1= XN)w) < Af(p) + (1 — N)f(w)
Per natura, il dominio R” & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

O]

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Corollario

Corollario 2

Per ogni coppia di punti p,w € R" e ogni X\ € [0, 1], abbiamo

12+ (1= Nwl3 < Xpl3+ (1= X) w3

» Usiamo questa disuguaglianza per dimostrare che il quadrato
della distanza da un punto & una funzione convessa.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: il quadrato della distanza da un punto (1/3)

2

fR2 SR, f: (X1> — H("l) _ (2>
X2 X2 2

. . 2 .
Consideriamo il vettore ¢ = < ) e la funzione:

2

+1
2

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 69 / 102 % \S\N AP
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Esempio: il quadrato della distanza da un punto (2/3)
Per ogni coppia di punti p, w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:
FAp+ (1= \w) = [|Ap+ (1 - \w —c|z+1
= [AMp—c)+ (1 -N)(w—-c)|+1
(poiché A+ (1 —X) =1)

<Allp—cllf+ (1= [lw—clz +1

(per la disuguaglianza del corollario)
=A(llp—cll3 +1) + (1= X)([lw — cl5+1)

— M(p) + (1= \)F(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 70 / 102 % S\N)IL\‘(/‘A\
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Esempio: il quadrato della distanza da un punto (3/3)

Quindi,
F(Ap+ (1 - N)w) < AM(p) + (1~ N)f(w)

Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza,
la funzione & convessa nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 71 / 102 % W P23
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Riepilogo

Norme:
» Positivita, omogeneita assoluta e disuguaglianza triangolare
> lIx[l1 lIx[l2, [Ixllq (¢ = 1) e [Ix][0

Convessita:

» Ogni norma & una funzione convessa (disuguaglianza
triangolare + omogeneita)

» |l quadrato della norma euclidea ||x||3 & convesso

» La distanza e il quadrato della distanza da un punto ¢ sono
convessi

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 72 / 102 % S\O



https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

Proprieta delle funzioni
convesse e concave

abio Furini Ottimizzazione convessa 73 / 102 % SAPIENZA
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Introduzione: Proprietd delle funzioni convesse e concave

» In questa sezione vediamo come costruire nuove funzioni
convesse a partire da funzioni note: |'opposta, la somma con
coefficienti non negativi e il massimo.

> Queste proprietd permettono di dimostrare la convessita senza
tornare ogni volta alla definizione.

» Infine, vediamo che i punti che soddisfano vincoli fj(x) <0
con f; convesse formano un insieme convesso: la base dei
problemi di ottimizzazione convessi.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Convessa e concava: la funzione opposta

Osservazione 5

Una funzione f : D C R" — R é convessa in D se e solo se la
funzione —f é concava in D.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
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Dimostrazione

Sia f convessa in D. Per ogni coppia di punti p,w € D e ogni
A € [0, 1], abbiamo:

(=O)Ap+ (1 =A)w) =—F(Ap+ (1 - A)w)

> —(Af(p) + (1 = A)f(w))

(poiché f & convessa,

e —1 inverte la disuguaglianza)

=A(=F)(p) + (1= A) (=F)(w)
Quindi,

(=) (Ap+ (1= Nw) = A(=F)(p) + (1= 1) (=F)(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 76 / 102 % S\{\"’”\WA
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Dimostrazione (continua)

» |l dominio D & un insieme convesso, poiché f & convessa in D.
Di conseguenza, la funzione —f & concava nel suo dominio.

» |l viceversa si dimostra allo stesso modo, partendo dalla
disuguaglianza della funzione concava —f e moltiplicandola
per —1.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

Somma con coefficienti non negativi

Osservazione 6

Siano f,g : D C R" — R convesse in D e siano o, > Q.
Allora la funzione oo f + (3 g € convessa in D. Lo stesso vale per
le funzioni concave.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
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Dimostrazione
Per ogni coppia di punti p,w € D e ogni A € [0, 1], abbiamo:
(af +Bg)(Ap+ (1= N)w) =af(Ap+ (1 — \)w)
+ Bg(Ap+ (1 — N)w)
< a(Af(p) + (1 = A)f(w))
+B(Ag(p) + (1 - Ng(w))

(poiché f e g sono convesse,
ea>0,42>0)

= Maf(p) + B&(p))
+ (1= X)(af(w) + Bg(w))

— A (of + Bg)(p)
+(1- ) (af + Bg)(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 79 / 102 % SAPIENZA
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Dimostrazione (continua)

Quindi,

(af +Bg)(Ap + (1= N)w)
< A(af +Bg)(p) + (1 = A) (af + Bg)(w)
Il dominio D & un insieme convesso, poiché f & convessa in D. Di
conseguenza, la funzione af + Sg & convessa nel suo dominio. Per

le funzioni concave vale lo stesso ragionamento con >.
[

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 80 / 102 % S\N)HA\](/A\
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» |l massimo puntuale di funzioni convesse é a sua volta una
funzione convessa: questo ci permette di combinare piu
funzioni convesse in una sola preservando la convessita.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 81 / 102 % S\O
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Massimo di funzioni convesse

Osservazione 7

Date m funzioni f; : D; C R" — R convesse nei loro domini,
coni€{1,2,...,m}, la funzione

f:ﬂD,-g]R”—ﬂR, x> max{ fi(x):ie{1,2,....,m}}
i=1

é convessa nel suo dominio. Analogamente, il minimo di m
funzioni concave é concavo nel suo dominio.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 82 / 102 % ﬁﬁ\"”\’{{\
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Dimostrazione

Per ogni coppia di punti p,w € (_; D; e ogni A € [0, 1], abbiamo:
f(Ap+ (1= XN)w) =max{fi(Ap+ (1 = N)w) : i €{1,2,...,m}}

=f(Ap+ (1 —A)w)
(per un indice k € {1,2,..., m}

che realizza il massimo)

< Mi(p) + (1 = N)fi(w)

(poiché f, & convessa)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 83 / 102 % S\N’”\W\
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Dimostrazione (continua)

< Amax{fi(p):i€{1,2,...,m}}
+ (1= N)max{fi(w):i€{1,2,....,m}}

(poiche A>0el—-A>0)

— M(p) + (1 - Nf(w)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 84 / 102 % %[’3!5’4\
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Dimostrazione (continua)

Quindi,

f(Ap+ (L= XN)w) < Af(p) + (1 — N)f(w)
Il dominio () D; € un insieme convesso, poiché & I'intersezione di
insiemi convessi. Di conseguenza, la funzione f & convessa nel suo
dominio.

L'enunciato per il minimo di funzioni concave segue applicando
questo a —f1,...,—fn.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 85 / 102 % S\N)HA\](/A\
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Di nuovo i due esempi con due segmenti

» |l valore assoluto |x| = max{x, —x} ¢ il massimo delle due
funzioni x e —x, che sono convesse (e concave), poiché la
definizione vale con I'uguaglianza:

~(Ap (1= )W) = A(=p) + (1= N)(-w)

> La funzione min{x + 2,4 — 3x} & il minimo delle due funzioni
x+2ed— %x, che sono concave per la stessa ragione:

AP+ (1 =Xw)+2=Ap+2)+ (1) (w+2)
4—Lp+(1—=Nw)=X4-3p)+(1—-N)(4-3w)

» Per |'osservazione precedente, ritroviamo che le due funzioni
sono, rispettivamente, convessa e concava.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 86 / 102 % S\N’”\W\
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Esempio: massimo di funzioni convesse (1/2)

Consideriamo le seguenti due funzioni convesse (viste negli esempi):

1
fi:R—-R, 1‘1:X|—>1—0(x—10)2

1
LR—=R, f2:X»—>1—0x2

Per I'osservazione precedente, la seguente funzione & convessa nel
suo dominio:

f:R—R, f:xn—>max{ %(X—IO){ 110X2}

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: massimo di funzioni convesse (2/2)

In figura, il grafico di f ¢é la linea blu continua; le parti tratteggiate
delle due parabole si trovano sotto di essa.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-convessa/

Usiamo ora le funzioni convesse per costruire insiemi convessi.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Insiemi convessi da funzioni convesse

Osservazione 8

Date m funzioni f; : D; C R" — R convesse nei loro domini,
coni€{1,2,...,m}, 'insieme

{xEﬁD;: fi(x) <0, Vie{1,2,...,m}}
=l

€ convesso.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Dimostrazione

Per ogni coppia di punti p e w dell'insieme e ogni A € [0, 1], il
punto Ap + (1 — \)w appartiene a ()_; D;, poiché p,w € D; e
ogni dominio D; & convesso, e per ogni i € {1,2,..., m} abbiamo:

fi(Ap + (1= Nw) < Mi(p) + (1 = A)fi(w)
(poiché f; & convessa)
<A0+(1—-X)O0

(poiché fi(p) <0, fi(w) <0,
A>0el—A>0)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa 91 / 102 % S\{\"’”\WA
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Dimostrazione (continua)

Quindi,
i(Ap+(1—A)w) <0, Vie{1,2,...,m}

Di conseguenza, Ap + (1 — X\)w appartiene all'insieme e I'insieme &
convesso.

O

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: insieme convesso da funzioni convesse (1/2)

Consideriamo le seguenti due funzioni convesse (viste negli esempi):

fi:R? 5 R, ﬂ:(i;)r—)quLxgg

£ R? > R, 6:(ﬁ;>»—>x1+xz—l

Per I'osservazione precedente, il seguente & un insieme convesso:

{(X1>€R2: X2 +x3-9<0 e x1+x21§0}

X2

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: insieme convesso da funzioni convesse (2/2)

E il disco di raggio 3 centrato nell’origine (circonferenza rossa)
tagliato dal semipiano x; + x» < 1 (retta rossa), ombreggiato in

rosso.
T T T
\ x5 =9

B \\\j//x\
\ a— . 2 J

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: altro insieme convesso da funzioni convesse (1/3)
Consideriamo le seguenti due funzioni convesse:

fi :R? =R, ﬁ:(i;>H\x1]+]xz|—2

7‘2:R2—>R, f2:<2>»—>x1+xz—1.

» La funzione fi é convessa perché |x1| = max{xy, —x1} e
|x2| = max{x2, —x2} sono massimi di funzioni convesse (come
|x| = max{x, —x} sopra), e la somma di funzioni convesse &
convessa.

» La funzione f, & convessa per |'esempio della funzione lineare
di due variabili.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione convessa
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Esempio: altro insieme convesso da funzioni convesse (2/3)

Anche in questo caso, per la stessa osservazione, il seguente & un
insieme convesso:

{<§1> e R?: ’X1|+|X2‘—2§0 e X1+X2—1§0}.
2
E il quadrato di vertici (£2,0) e (0, +2) (tratteggiato) tagliato dal
semipiano x; + x < 1 (retta rossa): il quadrilatero di vertici
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(—2,0), (0,-2), (3,—1%) e (-3, 3) ombreggiato in rosso.
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Esempio: altro insieme convesso da funzioni convesse (3/3)

X2

N : J
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Insiemi convessi definiti da vincoli

» | punti che soddisfano un numero finito di vincoli fj(x) < 0
con funzioni convesse f; formano un insieme convesso.

» Ad esempio, ogni semispazio {x € R" : a’x < b}, con a € R"
e b € R, & un insieme convesso di questo tipo, poiché la
funzione lineare a’x — b & convessa.

» Lo & anche ogni intersezione di un numero finito di semispazi,
come i poliedri della programmazione lineare.
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Riepilogo

Costruire funzioni convesse:
> f & convessa se e solo se —f & concava
» of + g con a, 3 > 0 & convessa se f e g sono convesse

» |l massimo di funzioni convesse & convesso; il minimo di
funzioni concave é concavo

Insiemi convessi:
» {x:fi(x) <0, i=1,...,m} & convesso se ogni f; & convessa

» Semispazi e poliedri sono insiemi convessi di questo tipo
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Messaggi chiave
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Riepilogo (1/2)

1. Definizioni:

> Convessa: f(Ap+ (1 —A)w) < Af(p) + (1 — A)f(w), con
dominio convesso

» Concava: la stessa con >
2. Come si dimostra la convessita:

> Verificare la definizione: partire da f(Ap+ (1 — A\)w) e
arrivare a Af(p) + (1 — A\)f(w), giustificando ogni passaggio
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Riepilogo (2/2)

3. Funzioni convesse da ricordare:
» Funzioni lineari (convesse e concave), |x|, funzioni quadratiche
convesse
» Ogni norma, il quadrato della norma euclidea, la distanza (e il
suo quadrato) da un punto

4. Proprieta:
» Opposta, somme con coefficienti non negativi, massimo
» Vincoli fi(x) < 0 con f; convesse definiscono un insieme

convesso
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