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Capitolo 5

Problemi di ottimizzazione

5.1 Problemi in una variabile

Esercizio 5.1 — Problema di ottimizzazione (El)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

[*R=R, from|z—1] e F={zeR:-1<z<3}=[-1,3].

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme.

. J

Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

sono:
min{|x—1] soggetto a — 1 §x§3}

max{|a:—1| soggetto a —1 §x§3}
2. Il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile é rosso; la regione ammis-

sibile & la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. Il grafico
¢ formato da due segmenti, che si incontrano nel punto (1,0).
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3. La regione ammissibile & l'intervallo F' = [—1,3]. La funzione obiettivo vale f(x) =
1—zperz<1le f(x) =2 —1perz > 1: non ¢ lineare, il suo grafico ¢ formato da
due segmenti.

e Per la forma di minimo, poiché f(z) = [z —1| > 0 = f(1) per ogni x ammissibile,
e |z — 1] = 0 solo per x = 1, 'unica soluzione ottima e il valore ottimo sono:

e Per la forma di massimo, per ogni x ammissibile abbiamo —2 < z —1 < 2 e
quindi f(x) =]z —1] <2, con |x — 1| = 2 solo per x = —1 e x = 3. Il problema
ha due soluzioni ottime e il valore ottimo é:

argmax { [z — 1| soggettoa —1<z<3}={-1,3} e z(P)=2.

(& J

Esercizio 5.2 — Problema di ottimizzazione (E2)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

fR=R, frarm —2?+4z+1 e F={zeR:0<z<5}=]0,5].

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme.
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Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

sono:
min{ — 2%+ 4241 soggettoa 0 < x < 5}

max{ — 2?44z +1 soggettoaOSxSS}

2. Il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile & rosso; la regione ammis-
sibile é la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. Poiché f
assume valori negativi, 'asse x é disegnato in basso nella figura; la linea orizzontale
della griglia ad altezza 0 ¢ la retta f(x) = 0.

a )
f(x)

5,,

N J

3. Completando il quadrato, la funzione obiettivo si puo scrivere come
flz)=—22+4z+1=5—(xX— 4z +4)=5— (z — 2)°.

e Per la forma di minimo, per ogni z ammissibile abbiamo —2 < z—2 < 3 e quindi
(r —2)2 <9, con (z —2)2 = 9 solo per z = 5 (I'altra soluzione z = —1 non &
ammissibile). Quindi f(z) =5— (x—2)? > —4 = f(5) e l'unica soluzione ottima
e il valore ottimo sono:

z(P)=(5) e z(P)=-4.

e Per la forma di massimo, poiché (x —2)% > 0, abbiamo f(z) =5—(z—2)2 <5 =
f(2) per ogni x ammissibile, con 'uguaglianza solo per z = 2. L’unica soluzione
ottima e il valore ottimo sono:

#(P)=(2) e z(P)=5.

Il valore nell’altro estremo della regione ammissibile, f(0) = 1, non ¢ né il minimo né
il massimo.
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Esercizio 5.3 — Problema di ottimizzazione (E3)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

fR=R, frxm|z—1]+ |z +1] e F={zeR:-3<x<2}=[-32]

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme.

- J

Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

sono:
min{|x—1|+|x+1| soggetto a —3§m§2}

max{|x—1|—|—|x+1| soggetto a —3§x§2}

2. Il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile € rosso; la regione ammis-
sibile € la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. Eliminando
i valori assoluti su ciascun intervallo, la funzione obiettivo &

—2r sex < —1,
flz)=1<2 se —1<x<1,
2x se x > 1,

e il suo grafico é formato da tre segmenti.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

a N
f(z)

3. La regione ammissibile ¢ l'intervallo F' = [-3, 2].

e Per la forma di minimo, per la disuguaglianza triangolare,
fle)=1-z|+|z+1>|1-2)+(x+1)]=2 VzeR.

Per —1 <z <1 abbiamo f(z) = (1 —x) 4 (z + 1) = 2, mentre f(x) = —2x > 2
per z < —1 e f(z) = 2x > 2 per > 1. Il problema ha infinite soluzioni ottime
(il segmento blu) e il valore ottimo é:

argmin { |z — 1| + |z + 1| soggettoa —3 <z <2} =[-1,1] e 2(P)=2.

e Per la forma di massimo, confrontiamo i tre tratti: per —3 < z < —1 abbiamo
f(x) = =22 < 6, con 'uguaglianza solo per x = —3; per —1 < 2 < 1 abbiamo
f(z) =2; per 1 <z <2 abbiamo f(x) = 22 < 4. L’unica soluzione ottima e il
valore ottimo sono:

Esercizio 5.4 — Problema di ottimizzazione (E4)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

fRoR, froma>—42+5 e F={zcR:x>0}=]0,+00).

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di

massimo.
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2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme, oppure
spiegare perché non esistono.

. J

Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

sono:
min{x2—4x+5 soggetto a © > 0}

max{x2—4x+5 soggettoamZO}

2. Il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile & rosso; la regione ammis-
sibile € la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. La regione
ammissibile &€ una semiretta: il grafico prosegue verso ’alto a destra della figura.

‘ )
f(z)

N J

3. Completando il quadrato, la funzione obiettivo si puo scrivere come
fz) =22 —42+5=(xr—2)% +1.

e Per la forma di minimo, poiché (z —2)% > 0, abbiamo f(z) > 1 = f(2) per ogni
x ammissibile, con 'uguaglianza solo per x = 2. L’unica soluzione ottima e il
valore ottimo sono:

e Per la forma di massimo, la funzione obiettivo cresce indefinitamente: per ogni
valore M > 0, il punto x = M + 3 é ammissibile e

f(M43)=(M+1)>+1> M.
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Quindi nessuna soluzione ammissibile puo essere ottima: il problema ¢ illimitato
e
z(P) = +o0.

Esercizio 5.5 — Problema di ottimizzazione (E5)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

fRoR, fiz—a?+1 e F={zecR:z>3, 2><4)}.

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare sull’asse x I'insieme dei punti che soddisfano ciascun vincolo.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme, oppure
spiegare perché non esistono.

AN J

Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

SOno:
min{x2+1 soggetto a x > 3, x° §4}

max{$2-|-1 soggetto a x > 3, x° §4}
2. 11 vincolo 22 < 4 ¢& soddisfatto esattamente dai punti dellintervallo [—2,2] (viola),

poiché z2 < 4 se e solo se |z| < 2. Il vincolo z > 3 ¢ soddisfatto dai punti della
semiretta [3,+00) (arancione). I due insiemi non hanno punti in comune.

3. Ogni punto con & > 3 ha 22 > 9 > 4, quindi viola il secondo vincolo: nessun punto
soddisfa entrambi i vincoli e la regione ammissibile & vuota,

F={zeR:z>3}Nn[-2,2]=0.
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Sia la forma di minimo sia la forma di massimo sono inammissibili: non hanno
soluzioni ammissibili, quindi nemmeno soluzioni ottime, e z(P) non ¢ definito. La
funzione obiettivo non ha alcun ruolo: lo stesso vale per ogni funzione obiettivo con
questa regione ammissibile.

Esercizio 5.6 — Problema di ottimizzazione (E6)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

fiRoR frxa?—204+2 e F={zcR:-1<z<l1}=[-1,1).

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme, oppure
spiegare perché non esistono.

- J

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

sono:
min{x2—2x+2 soggettoa —1 < x < 1}

max{x2—2x+2 soggetto a —1§x<1}

2. 1l grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile € rosso; la regione ammis-
sibile é la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. Il punto
x = 1 non appartiene alla regione ammissibile (cerchi vuoti).
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3. Completando il quadrato, la funzione obiettivo si puo scrivere come
f@)=2-22+2=(z-1)+1

e Per la forma di minimo, poiché = # 1 per ogni & ammissibile, abbiamo f(x) =
(x —1)2 + 1 > 1; d’altra parte, i valori di f si avvicinano a 1 quanto vogliamo:
per esempio f(l — %) =1+ k% per ogni intero k > 1. L’estremo inferiore di f
su F' é 1, ma nessuna soluzione ammissibile é ottima: per ogni x € F, il punto

211 & ammissibile (si trova tra z e 1) e

1
2
f(x—2kl>:<$;1>2+1:(95741)2+1<(x—1)2+1=f(33)-

Il problema ha un estremo inferiore non raggiunto: non esiste una soluzione
ottima e z(P) non ¢ definito.

e Per la forma di massimo, per ogni z ammissibile abbiamo —2 < z—1 < 0 e quindi
(r — 1)? < 4, con I'uguaglianza solo per x = —1. Quindi f(z) <5 = f(-1) e
I"unica soluzione ottima e il valore ottimo sono:

Esercizio 5.7 — Problema di ottimizzazione (ET7)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

f:RR, frx—a®—322—92+5 e F={zeR:-2<z<5}=[-25].
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Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.
3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme.

4. Dimostrare che x = —2 é un punto di minimo locale di f in F', ma non un punto di
minimo (globale).

- J

Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

Sono:
min{x3—3x2—9x+5 soggetto a —2§m§5}

max{az3—3$2—9x+5 soggetto a —2§$§5}

2. Il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile € rosso; la regione ammis-
sibile é la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. Il punto di
minimo locale che non é un punto di minimo globale é viola. Poiché f assume valori
negativi, 'asse x é disegnato in basso nella figura.

4 N

—22 +

N J

3. Confrontiamo f con i valori ottimi candidati usando le seguenti fattorizzazioni, che si
verificano sviluppando i prodotti:

f(x)+22 =23 322 — 92 + 27 = (z — 3)? (z + 3),
f(z)—10=2% 322 -9z - 5= (z+ 1)? (z - 5).
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e Per la forma di minimo, per ogni x ammissibile abbiamo z +3 > 1 > 0 e
(x —3)2 >0, quindi f(x)+ 22 > 0, cioé f(x) > —22 = f(3), con I'uguaglianza
solo per x = 3. L’unica soluzione ottima e il valore ottimo sono:

#(P)=(3) e z(P)=-22.

e Per la forma di massimo, per ogni  ammissibile abbiamo z—5 < 0 e (z+1)? > 0,
quindi f(z) —10 <0, cioé f(x) < 10, con I'uguaglianza solo per z = —1 e x = 5.
Il problema ha due soluzioni ottime e il valore ottimo é:

argmax{x3 — 322 -9z +5 soggettoa —2<z < 5} ={-1, 5}
2(P) = 10.

4. Abbiamo f(—2)=-8-12+184+5=3e
fz)—3=23—-322 -9z +2=(z+2) (22 -5z +1).

Per I'intorno sferico di raggio § dato da N ((—2),1) abbiamo N((—2),1) N[-2,5] =
[~2,—1). Per ogni # € [-2,—1) abbiamo z + 2 > 0 e, poiché¢ z? > 1 e —bx > 5,
22 —5x+1>7>0. Quindi

f(=2)=3 < f(a), Vz € N((-2),1) Nn[-2,5] = [-2,-1),

e x = —2 & un punto di minimo locale di f in F', con minimo locale 3. Non € un punto
di minimo (globale), poiché f(3) = —22 < 3 = f(—2): un metodo di ottimizzazione
che guardasse solo i punti vicini a £ = —2 non troverebbe la soluzione ottima della
forma di minimo.

Esercizio 5.8 — Problema di ottimizzazione (E9)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo lineare e la seguente regione ammissibile:

fR=R, frz—ao—1 e F={zeR:0<z<3}=10,3).

Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme.
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Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

sono:
min{x—l soggettoa0§x<3}

max{:v—l soggettoa0§$<3}

2. Il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile é rosso; la regione am-
missibile ¢ la parte rossa dell’asse x e le soluzioni ottime sono indicate in blu. 1l
punto z = 3 non appartiene alla regione ammissibile: i cerchi vuoti indicano I’estremo
escluso della regione ammissibile e del grafico.

4 N
f(z)

N J

3. La regione ammissibile é I'intervallo F' = [0, 3), che contiene 0 ma non 3, e la funzione
lineare f é strettamente crescente.

e Per la forma di minimo, poiché per ogni x ammissibile abbiamo x > 0 e quindi
f(z) =2 —1> —1= f(0), l'unica soluzione ottima e il valore ottimo sono:

#(P)=(0) e 2z(P)=—L1.

e Per la forma di massimo, per ogni  ammissibile abbiamo z < 3 e quindi f(z) =

x — 1 < 2; inoltre, per ogni x ammissibile il punto %ﬁ & ammissibile e

T+ 3 r+1

=)= 1= i),

quindi nessun punto ammissibile & ottimo, mentre f(z) si avvicina a 2 quanto

vogliamo quando x si avvicina a 3. Il problema ha un estremo superiore non

raggiunto: sup{ f(z) : € F'} = 2 non ¢ raggiunto, non esiste una soluzione
ottima e

arg max { x —1 soggettoa <z < 3} =0 e z(P) non ¢ definito.
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Esercizio 5.9 — Problema di ottimizzazione (E10)

Consideriamo la seguente funzione:

f:[-1,4 - R, f:azm 2492 — 622+ 23

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (3) ¢ un punto di minimo locale di f
in [—1,4].

2. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (1) ¢ un punto di massimo locale di f

in [—1,4].

3. Trovare tutti i punti di minimo e di massimo (globale) di f in [—1,4], cioé le solu-
zioni ottime dei problemi di ottimizzazione min{ f(x) soggettoa —1 < z < 4} e
max{ f(x) soggettoa —1 < x <4}.

4. Disegnare il grafico della funzione.

A J

Soluzione

1. Abbiamo f(3) =2+4+27—-544+27=2¢

f(z)—f(3) =23 - 622+ 9z =z (z — 3)2

Usiamo P'intorno sferico di raggio 6 dato da N ((3), ), per il quale N ((3), 3)N[—1,4] =

1
)
(g, %) Per ogni x in questo intervallo abbiamo x > 0 e (z — 3)?> > 0, per cui

f(z) - £(3) > 0. Quindi

=2 < @, oeN(@3)nl14=(35):

e x = 3 & un punto di minimo locale di f in [—1, 4], con minimo locale 2.
2. Abbiamo f(1)=2+9—-6+1=6¢e
f@)—fQ)=2®—6224+92—-4=(2—4)(z—1)>2

Usiamo l'intorno sferico di raggio 6 dato da N ((1), ), per il quale N ((1), 2)N[-1,4] =
(%, %) Per ogni z in questo intervallo abbiamo = —4 < 0 e (z — 1)2 > 0, per cui

f(z) = f(1) < 0. Quindi,

fW =62 f@, wwenN(z)nl14=(53):

e z =1 & un punto di massimo locale di f in [—1,4], con massimo locale 6.
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3. Studiamo separatamente il minimo e il massimo.

e Minimo. Abbiamo f(—-1)=2-9—-6—-1=—14¢

3 9 9 72 15
F(2)+14 = 23— 622+92+16 = (z+1) (22— T2+16) = (z+1) ((m - 5) + 4) :
Per ogni € [—1,4] abbiamo = + 1 > 0, e il secondo fattore ¢ positivo, quindi
f(z) > =14 = f(-1), con 'uguaglianza solo per x = —1. L’unico punto di
minimo ¢ x = —1 e il minimo é —14. Il punto di minimo locale x = 3 non é un
punto di minimo (globale), poiché f(—1) = —14 < 2 = f(3).

e Massimo. La fattorizzazione della seconda domanda vale per ogni x: per ogni
r € [~1,4] abbiamo x — 4 < 0, quindi f(z) —6 = (z — 4)(x — 1) < 0, con
I'uguaglianza solo per x = 1 e x = 4. La funzione ha due punti di massimo e il
massimo € 6:

argmax { f(z) soggettoa —1 <z <4} ={1, 4}

Il punto di massimo locale z = 1 & anche un punto di massimo (globale).

4. Il grafico della funzione € rosso; il dominio é la parte rossa dell’asse x, i punti di
minimo e di massimo (globale) sono blu e i punti di minimo o di massimo locale che
non sono globali sono viola. Poiché f assume valori negativi, ’asse x é disegnato in
basso nella figura.

—14 |
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Esercizio 5.10 — Problema di ottimizzazione (E11)

A

Consideriamo la seguente funzione:

Domande

1.

4.

. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (4) ¢ un punto di minimo locale di f

. Trovare tutti i punti di minimo e di massimo (globale) di f in [0,4], cioé le so-

f:00,4 =R, f:z+— 54 54z — 225,

Dimostrare, usando la definizione, che il punto (3) & un punto di massimo locale di f
in [0, 4].

in [0, 4].

luzioni ottime dei problemi di ottimizzazione min{ f(z) soggettoa 0 < x < 4} ¢
max{ f(z) soggetto a 0 <z <4}

Disegnare il grafico della funzione.

J/

Soluzione

1.

. Abbiamo f(4) =5+ 216 — 128 =93 e

Abbiamo f(3) =5+ 162 —-54 =113 e
f(3) — f(x) = 223 — 54z + 108 = 2 (x — 3)* (z + 6).

Usiamo I'intorno sferico di raggio 6 dato da N ((3),1), per il quale N'((3),1)N[0,4] =
(2,4). Per ogni z in questo intervallo abbiamo z + 6 > 0 e (x — 3)2 > 0, per cui

f(3) — f(z) > 0. Quindi,
f3) =113 > f(z), Vze N((3),1)N0,4] = (2,4),

e z = 3 ¢ un punto di massimo locale di f in [0, 4], con massimo locale 113.

f(z) — f(4) = —223 + 54z — 88 = —2 (z — 4) (z° + 4z — 11).

Usiamo I'intorno sferico di raggio § dato da N ((4), 3), per il quale N((4), 3) N[0,4] =
(7 4]. Per ogni x in questo intervallo abbiamo z — 4 < 0 e, poiché x > %,

29
x2+4x—11>%9+14—11:%>0,
quindi f(z) — f(4) = -2 (x — 4) (2® + 42 — 11) > 0. Quindi,
7
f4)=93 < f@@), VoeN(@),3)n0.4= (14,

e z =4 ¢ un punto di minimo locale di f in [0, 4], con minimo locale 93.

Autore: Fabio Furini
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3. Studiamo separatamente il minimo e il massimo.

e Massimo. La fattorizzazione della prima domanda vale per ogni z: per ogni
x € [0,4] abbiamo x + 6 > 0, quindi f(3) — f(z) = 2(x — 3)*(z +6) > 0, con
I'uguaglianza solo per z = 3. L’unico punto di massimo é z = 3 e il massimo &
113: il punto di massimo locale ¢ anche un punto di massimo (globale).

e Minimo. Abbiamo f(0) =5e
f(z) — 5 = bdx — 223 = 22 (27 — z2).

Per ogni € [0,4] abbiamo x > 0 e 22 < 16 < 27, quindi f(x) > 5 = £(0), con
I’'uguaglianza solo per x = 0. L’unico punto di minimo € x = 0 e il minimo &
5. Il punto di minimo locale £ = 4 non ¢ un punto di minimo (globale), poiché

F(0) =5 < 93 = f(4).

4. 11 grafico della funzione é rosso; il dominio & la parte rossa dell’asse z, i punti di
minimo e di massimo (globale) sono blu e i punti di minimo o di massimo locale che
non sono globali sono viola.

[ N
/(@)

113 +

93 +

X

N J

(& J

Esercizio 5.11 — Problema di ottimizzazione (E£12)

Consideriamo la seguente funzione:

f:[-2,3] =R, f:z—1—12z — 3z% + 227

Domande
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&

4.

. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (—1) & un punto di massimo locale di

. Trovare tutti i punti di minimo e di massimo (globale) di f in [—2,3], cio¢ le solu-

fin [~2,3].

Dimostrare, usando la definizione, che il punto (2) ¢ un punto di minimo locale di f
in [—2,3].

zioni ottime dei problemi di ottimizzazione min{ f(x) soggettoa —2 < z < 3} e

max{ f(z) soggettoa —2 <z <3}.

Disegnare il grafico della funzione.

J

Soluzione

1.

. Abbiamo f(2)=1—-24—-12+16=—-19¢

. Le due fattorizzazioni valgono per ogni z, e ogni x € [—2, 3] soddisfa 2z —7 < -1 <0

Abbiamo f(-1)=1412-3-2=38e
f@)—f(-1) =223 -322 - 122 — 7= (z+1)2 (22 - 7).

Usiamo l’intorno sferico di raggio ¢ dato da N((—l), 1), per il quale N((—l), 1) N
[—2,3] = (=2,0). Per ogni z in questo intervallo abbiamo 2z — 7 < 0 e (x + 1)2 > 0,
per cui f(z) — f(—1) < 0. Quindi,

f(=1)=8 > f(x), Vo € N((-1),1) n[-2,3] = (-2,0),

e x = —1 ¢ un punto di massimo locale di f in [—2, 3], con massimo locale 8.

f(x) — £(2) = 223 — 322 — 122 4+ 20 = (z — 2)% (2z +5).

Usiamo l'intorno sferico di raggio d dato da N ((2), 1), per il quale N ((2),1)N[-2,3] =
(1,3). Per ogni z in questo intervallo abbiamo 2z +5 > 0 e (x — 2)2 > 0, per cui

f(z) — £(2) = 0. Quindi,
f(2)=-19 < f(=), Vo € N((2),1) N[-2,3] = (1,3),

e z = 2 ¢ un punto di minimo locale di f in [-2, 3], con minimo locale —19.

e 2r+5>1>0. Allora, per ogni = € [-2, 3],
f)=8=(x+1)2Q2z-7)<0 e f(z)+19=(z—2)*>(2x+5)>0,

con l'uguaglianza, rispettivamente, solo per x = —1 e solo per x = 2. L’unico punto
di massimo é = —1, con massimo 8, e 'unico punto di minimo é z = 2, con minimo
—19: entrambi i punti delle prime due domande sono ottimi globali.

Autore: Fabio Furini
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4. 11 grafico della funzione é rosso; il dominio ¢ la parte rossa dell’asse z, i punti di
minimo e di massimo (globale) sono blu. Poiché f assume valori negativi, 1'asse x
¢ disegnato in basso nella figura. Negli estremi abbiamo f(—2) = —3 e f(3) = —&:
poiché f é crescente vicino a entrambi gli estremi, + = —2 & un punto di minimo
locale e x = 3 & un punto di massimo locale, che non sono globali, e sono viola.

(" N
f(@)

Esercizio 5.12 — Problema di ottimizzazione (F13)

Consideriamo la seguente funzione:

fi[-2,3] = R, f:aw3—22% +at

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (—1) ¢ un punto di minimo locale di
fin [-2,3].

2. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (0) ¢ un punto di massimo locale di f
in [—2,3].

3. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (1) ¢ un punto di minimo locale di f
in [~2,3].

4. Trovare tutti i punti di minimo e di massimo (globale) di f in [—2, 3], cioé le solu-
zioni ottime dei problemi di ottimizzazione min{ f(z) soggettoa —2 < x < 3} e
max{ f(z) soggettoa —2 <z <3}.

5. Disegnare il grafico della funzione nell’intervallo [—2, 2].

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 19


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

Soluzione

1. Abbiamo f(-1)=3—-2+1=2e

fx)—f(-1)=z*-222+1= (22 -1)2 >0, Vz € R.

In particolare, per I'intorno sferico di raggio § dato da N ((—1), %) abbiamo

f-=2 < @), VeeN((-D5)n-23=(-2,-3),

e z = —1 ¢ un punto di minimo locale di f in [—2, 3], con minimo locale 2.

2. Abbiamo f(0) =3 e
f(@) — £(0) = z* — 222 = 22 (2% — 2).

Usiamo 'intorno sferico di raggio ¢ dato da N((O), %), per il quale N((O), %) N[—2,3] =
(- %, %) Per ogni 2 in questo intervallo abbiamo 22 < %: < 2, per cui f(x)—f(0) <0.
Quindi,

[0)=3 > f@), vaeN((0),3)n23=(-32)

e z =0 ¢ un punto di massimo locale di f in [—2, 3], con massimo locale 3.

3. Abbiamo f(1) = 2 e, come nella prima domanda, f(z) — f(1) = (2% — 1)2 > 0 per
ogni x € R. In particolare,

f=2 < f@@), vaeeN(M),3)nl-23=(53),

e z =1 ¢ un punto di minimo locale di f in [-2, 3], con minimo locale 2.

4. Studiamo separatamente il minimo e il massimo.

e Minimo. Per ogni x € [~2,3] abbiamo f(z) —2 = (22 — 1)2 > 0, con I'ugua-
glianza solo per x = —1 e x = 1. La funzione ha due punti di minimo e il minimo
e 2:
argmin { f(z) soggettoa —2 <z <3} ={-1, 1}

e Massimo. Abbiamo f(3) =3 — 18 +81 =66 e
66 — f(z) = 63+ 222 — 2% = (9 — %) (2 4+ 7).

Per ogni = € [—2, 3] abbiamo 2?2 < 9, quindi f(x) < 66 = f(3), con 'uguaglianza
solo per x = 3 (il valore z = —3 non appartiene al dominio). L’unico punto di
massimo ¢ x = 3 e il massimo é 66. Il punto di massimo locale x = 0 non & un
punto di massimo (globale), poiché f(0) =3 < 66 = f(3).

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 20


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

5. Il grafico della funzione nell’intervallo [—2,2] ¢ rosso e l'intervallo [—2,2], che & una
parte del dominio, ¢ la parte rossa dell’asse x; i punti di minimo (globale) sono blu e
il punto di massimo locale che non é globale ¢ viola. Il punto di massimo z = 3, con
f(3) = 66, é fuori dalla figura.

a N

Esercizio 5.13 — Problema di ottimizzazione (F14)

Consideriamo la seguente funzione:

f:00,5] > R, f:a~2®— 92+ 24z — 10.

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (2) & un punto di massimo locale di f
in [0, 5].

2. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (4) ¢ un punto di minimo locale di f
in [0, 5].

3. Trovare tutti i punti di minimo e di massimo (globale) di f in [0,5], cioé le so-
luzioni ottime dei problemi di ottimizzazione min{ f(z) soggettoa 0 < x < 5} e
max{ f(z) soggetto a 0 <z <5}.

4. Disegnare il grafico della funzione.
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Soluzione

1. Abbiamo f(2) =8 —36+48 —10=10 e

f(x) — f(2) =2° — 922 + 242 — 20 = (x — 2)® (z — 5).

Usiamo I'intorno sferico di raggio 6 dato da N ((2),1), per il quale N ((2),1)N[0,5] =
(1,3). Per ogni z in questo intervallo abbiamo z —5 < 0 e (x — 2)? > 0, per cui

f(z) = £(2) £ 0. Quindi,
f(2)=10 > f(z), vz € N((2),1) n[0,5] = (1,3),

e x = 2 & un punto di massimo locale di f in [0, 5], con massimo locale 10.

2. Abbiamo f(4) = 64 — 144+ 96 — 10 = 6 e
fz)— f(4) =2° - 922 + 242 — 16 = (x — 4)% (z — 1).

Usiamo l'intorno sferico di raggio § dato da N((4), 1), per il quale N((4), 1) N[0,5] =
(3,5). Per ogni x in questo intervallo abbiamo x — 1 > 0 e (z — 4)2 > 0, per cui

f(z) — f(4) > 0. Quindi,
f4) =6 < f(z), VzeN(@4),1)n][0,5 =(3,5),

e =4 & un punto di minimo locale di f in [0, 5], con minimo locale 6.

3. Studiamo separatamente il minimo e il massimo.

e Massimo. La fattorizzazione della prima domanda vale per ogni x: per ogni
x € [0,5] abbiamo x — 5 < 0, quindi f(z) — 10 = (x — 2)%?(z — 5) < 0, con
I'uguaglianza solo per x = 2 e x = 5. La funzione ha due punti di massimo e il
massimo ¢ 10:

argmax { f(z) soggettoa 0 <z <5} ={2, 5}.

Il punto di massimo locale x = 2 & anche un punto di massimo (globale).
e Minimo. Abbiamo f(0) =—10e

2 1
f(a;)+10::c3—9:c2+24a::x(:1:2—9:1:+24):x<(x—g) +45).

Per ogni x € [0, 5] abbiamo = > 0, e il secondo fattore ¢ positivo, quindi f(z) >
—10 = f(0), con 'uguaglianza solo per 2 = 0. L’unico punto di minimo & z =0
e il minimo ¢ —10. Il punto di minimo locale £ = 4 non ¢ un punto di minimo

(globale), poiché f(0) = —10 < 6 = f(4).

4. 11 grafico della funzione é rosso; il dominio & la parte rossa dell’asse x, i punti di
minimo e di massimo (globale) sono blu e i punti di minimo o di massimo locale che
non sono globali sono viola. Poiché f assume valori negativi, ’asse x ¢ disegnato in
basso nella figura.
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4 N
f(x)
10 |
6 1
_10 1
o 1 2 3 1 5
N J

Esercizio 5.14 — Problema di ottimizzazione (E15)

Consideriamo la seguente funzione:

f:[-1,3] = R, f:zw—22%—32% — 122+ 5.

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (—1) & un punto di massimo locale di
fin [—1,3].
2. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (2) ¢ un punto di minimo locale di f

in [-1,3].

3. Trovare tutti i punti di minimo e di massimo (globale) di f in [—1,3], cioé le solu-
zioni ottime dei problemi di ottimizzazione min{ f(x) soggettoa —1 < z < 3} e
max{ f(z) soggettoa —1 <z <3}.

4. Disegnare il grafico della funzione.

AN J

Soluzione

1. Abbiamo f(—1)=-2-3+12+5=12¢
f@)—f(-1) =223 -322 — 122 — 7= (z +1)2 (22 — 7).

Usiamo l'intorno sferico di raggio § dato da N((—l), %) = ( — %, —%) Il punto

x = —1 & 'estremo sinistro del dominio, quindi si considerano solo i punti alla sua
destra: N((—1),4) N[~1,3] = [—1,—%). Per ogni z in questo intervallo abbiamo
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20 —7<0e (x+1)2 >0, per cui f(z) — f(—1) < 0. Quindi,

f(-1)=12 > f(z), Vze N((—l), %) N[-1,3] = [— 1,—%),

e x = —1 & un punto di massimo locale di f in [—1, 3], con massimo locale 12.

2. Abbiamo f(2) =16—-12—-24+5=—15¢e
fx) — £(2) = 22% — 32® — 122 + 20 = (z — 2)% (2z + 5).

Usiamo 'intorno sferico di raggio d dato da N((2), %), per il quale N((2), %) N[-1,3] =
(%, g) Per ogni x in questo intervallo abbiamo 2z +5 > 0 e (z — 2)2 > 0, per cui

f(x) = f(2) = 0. Quindi,

Q) =—15 < f(@), Vze N((Z),%) A[=1,3] = (gg)

e x = 2 & un punto di minimo locale di f in [—1, 3], con minimo locale —15.

3. Le due fattorizzazioni valgono per ogni x, e ogni x € [—1, 3] soddisfa 22 —7 < -1 <0
e 2x +5>3>0. Allora, per ogni x € [—1, 3],

flz)—12=(=x+1)2Q2z-7<0 e fl@)+15=(z—2)*(2z+5)>0,
con l'uguaglianza, rispettivamente, solo per x = —1 e solo per x = 2. L’unico punto

di massimo é x = —1, con massimo 12, e I'unico punto di minimo ¢ z = 2, con minimo
—15: entrambi i punti delle prime due domande sono ottimi globali.

4. 11 grafico della funzione é rosso; il dominio & la parte rossa dell’asse x, i punti di
minimo e di massimo (globale) sono blu. Poiché f assume valori negativi, l'asse x &
disegnato in basso nella figura. Nell’estremo destro abbiamo f(3) = —4: poiché f &
crescente vicino a = 3, € un punto di massimo locale che non ¢ globale, ed ¢ viola.

a N
f(z)

12 +

—15 |
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5.2 Problemi in due variabili

Esercizio 5.15 — Problema di ottimizzazione (ES8)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo di due variabili e la seguente regione

ammissibile:
f:R2—>R, f: <$1> '—)(.%'1—%2)2
T2
e
F={xzecR?*:0<2 <2, 0<23<2}=10,2] x[0,2].
Domande

1. Scrivere i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di
massimo.

2. Disegnare la regione ammissibile e le curve di livello della funzione obiettivo di valore
0,1ed4.

3. Trovare tutte le soluzioni ottime e il valore ottimo per entrambe le forme.

. J

Soluzione

1. I problemi di ottimizzazione associati, in forma di minimo e in forma di massimo,

Sono:
min { (x1 — $2)2 soggettoa 0 <21 <2, 0 <9 < 2}

max{ (1 —x2)2 soggetto a 0 < x1 <2, 0 <xy < 2}

2. La regione ammissibile ¢ il quadrato rosso. Poiché f(x) = ¢ se e solo se x1 — x9 = /¢
oppure r1 — T3 = —/¢, le curve di livello sono rette parallele alla retta x; = xo:
la curva di livello di valore 0 ¢é la retta x1 = z2, quella di valore 1 ¢ formata dalle
due rette x; — x9 = +1 (tratteggiate) e quella di valore 4 ¢ formata dalle due rette
x1 — w2 = £2, che toccano il quadrato solo nei vertici (2,0) e (0,2). Le soluzioni
ottime sono blu.
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a N

T2

z1

3. La regione ammissibile ¢ il quadrato F' = [0, 2] x [0, 2].

e Per la forma di minimo, f(x) = (1 — 22)?> > 0 per ogni = ammissibile, con
I'uguaglianza esattamente quando 1 = . Il problema ha infinite soluzioni
ottime (la diagonale blu del quadrato) e il valore ottimo é:

argmin { (71 — 22)° soggettoameF}—{C) :O§t§2} e z(P)=0.

e Per la forma di massimo, per ogni & ammissibile abbiamo 0 < z; < 2e —2 <
—29 <0, quindi =2 <z —x2 < 2 e f(x) < 4. L'uguaglianza x; — x2 = 2 vale
solo per x1 =2 e x9 =0, e 11 — 90 = —2 solo per 1 =0 e xo = 2. Il problema
ha due soluzioni ottime e il valore ottimo é:

argmax { (21 — 22)? soggettoa € F} = {<§) , <g)} e 2(P)=4.

Esercizio 5.16 — Problema di ottimizzazione (£16)

Consideriamo la seguente funzione:

f:D—=R, f: <m1> = T+ 22, con D =[-2,2] x [-2,2].
T2

Domande
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&

. Dimostrare, usando la definizione, che il punto (_

. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 2> ¢ I'unico punto di massimo di f

. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

2
2) ¢ 'unico punto di minimo di f

in D.

in D.

J

Soluzione

1. Per ogni <x1> € D abbiamo x1 > —2 e z9 > —2. Quindi,

. Per ogni (xl) € D abbiamo 1 < 2 e x5 < 2. Quindi,
75

. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso

Z2

() ez -seen=-s=o((2)

con l'uguaglianza solo per 1 = xo = —2. Di conseguenza,

1((Z) = (@) ~()em

-2 : L C o .
e ( > ¢ I'unico punto di minimo di f in D, con minimo —4.

2

() -omeaeams(()

con 'uguaglianza solo per z1 = x2 =2, ¢ ( ) ¢ 'unico punto di massimo di f in D,

2

con massimo 4.

disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti al punto di minimo e
al punto di massimo sono blu, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di
base.

Autore: Fabio Furini
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.

. J

Esercizio 5.17 — Problema di ottimizzazione (F17)

Consideriamo la seguente funzione:

f:D—=R, f: (21) (21— 2)2 + (29— 2)2 + 1, con D =[—-4,4] x [—4,4].
2

Domande

2
1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto ( 2) & un punto di minimo locale di f
in D.
2. Dimostrare che ( 2) ¢ anche l'unico punto di minimo (globale) di f in D, e trovare
tutti i punti di massimo di f in D.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

. J

Soluzione

1. Abbiamo f ((g)) = 1. Usiamo l'intorno sferico di raggio § dato da N ((Z) ,1):

[ T1 .
per ogni 1n esso,
€2
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() =AG) (@) em(G) e

2
e < 2> ¢ un punto di minimo locale di f in D, con minimo locale 1.

Quindi,

2. Studiamo separatamente il minimo e il massimo.

e Minimo. La disuguaglianza f<<x1)> — f<(;>) = (z1—-2)%+ (22 —2)2>0
Z2
vale per ogni (x1> € D, non solo nell’intorno, con 'uguaglianza solo per x; =
Z2

2
x9 = 2. Il punto <2> é 'unico punto di minimo di f in D e il minimo é 1.

e Massimo. Per ogni <x1> € D abbiamo -6 <x1 —2<2e -6 <1y —2 <2,

Z2
quindi (z1 —2)% < 36 e (z2 — 2)? < 36, con l'uguaglianza, rispettivamente, solo
per x1 = —4 e solo per zo = —4. Quindi,

(@) memen=rer((2)

—4 . . . C o .
e < 4> ¢ I'unico punto di massimo di f in D, con massimo 73.

3. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti al punto di minimo e
al punto di massimo sono blu, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di
base.

- - ™
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Esercizio 5.18 — Problema di ottimizzazione (£18)

Consideriamo la seguente funzione:

1
Fpok g (D) et eadzo el ead) cn D=ladx[-44)
T2

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0> ¢ un punto di minimo locale di f

in D.

0
2. Dimostrare che <0> non ¢ un punto di minimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di minimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
min{ f(x) soggetto a x € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

- J

Soluzione

1. Abbiamo f ((8)) = 2. Usiamo l'intorno sferico di raggio ¢ dato da N ((8) ,2):

per ogni <i1> in esso abbiamo 23 < x? + 23 < 4 e 23 < 4, da cui
2
@3 4 3 x5 3
1-Z2>1-—=2->0 |
10 10 5 ¢ 0" 5"
e quindi
4 0 2 i 2 a3
— = 1-—= ——=1]>0.
f(<x2>> f<<0>> $1< 10 i 10 =0
Quindi,

(@) <) G ev(()2)ne

e <8> ¢ un punto di minimo locale di f in D, con minimo locale 2.

2. Scriviamo f come somma di due funzioni di una variabile:

f((il)) =2+ g(@)+gl@), con g)=¢- .

Abbiamo g(4) =16 — 228 = —B ¢

48  —t*+1062496 (16 —t2) (t* +6)

t — .
9(t) + 5 10 10
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Per ogni t € [—4,4] abbiamo t? < 16, quindi g(t) > —%, con l'uguaglianza solo per

t = —4 et =4. Quindi, per ogni <m1) e D,

x2

con l'uguaglianza solo quando sia z; sia xs valgono —4 oppure 4. La funzione ha

86.
D

ey cazsimnsem) =) AL LE)

0
Il punto di minimo locale ( 0) non ¢é un punto di minimo (globale), poiché —% < 2.

quattro punti di minimo, i vertici di D, e il minimo & —

3. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti ai quattro punti di
minimo sono blu e il punto corrispondente al punto di minimo locale che non é globale
é viola, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

-

~

Esercizio 5.19 — Problema di ottimizzazione (£19)

Consideriamo la seguente funzione:

1
f:D—=R, f: <i1) 22+ xd - ix%x%, con D =1[-3,3] x [-3,3].
2

Domande

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 31


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0) ¢ un punto di minimo locale di f

in D.

2. Dimostrare che ( 0> non & un punto di minimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di minimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
min{ f(x) soggetto a @ € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

AN J

. 0
1. Abbiamo f(<

)) = 0. Usiamo l'intorno sferico di raggio § dato da N (<O> ,1):

0 0

(T . . . 3 1 .

per ogni in esso abbiamo 23 < z? + 23 < 1, da cui 1 — > > 3 € quindi
L2

((2)-7(()) ==t ( —%5) +a3> L vadzo
(@)= )e(@) )0

e <8) ¢ un punto di minimo locale di f in D, con minimo locale 0.

Quindi,

2. Abbiamo f((g)) =949 - % = —% < 0, quindi (8) non ¢ un punto di minimo

(globale). Per trovare i punti di minimo, scriviamo

1
f((i;)>:2—§uv, con u=x2-2 e v=gi-2

Per ogni (wl) € D abbiamo 0 < m% <9e0 < x% <9 quindi =2 < u < Te
Z2
-2 <wv <7. Allora:
e seu>0ewv >0, abbiamo uv < 7-7 =49, con 'uguaglianza solo per u = v = 7,

e se u e v hanno segni opposti, abbiamo uv < 0;

e se u<0ewv <0, abbiamo uv = |ul|v]| <2-2=4.

In tutti i casi uv < 49, quindi f(x) > 2 — % = —%, con l'uguaglianza solo per

2?2 = x5 = 9. La funzione ha quattro punti di minimo, i vertici di D, e il minimo &
45,

-5,

argmin { f(z) soggettoax € D} = {(:g) , <_33> , (_33> ) (g) } .
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3. Il grafico della funzione ¢é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti ai quattro punti di
minimo sono blu e il punto corrispondente al punto di minimo locale che non ¢ globale
é viola, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

e . D

Esercizio 5.20 — Problema di ottimizzazione (FE20)

Consideriamo la seguente funzione:

f:D—=R, f: <i1)»—>x%+x%—x‘;’, con D =[-2,4] x [-2,4].
2

Domande
0 S .
1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0) ¢ un punto di minimo locale di f

in D.

0
2. Dimostrare che ( 0> non ¢ un punto di minimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di minimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
min{ f(x) soggetto a € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

(& J

Soluzione

1. Abbiamo f ((8)) = 0. Usiamo l'intorno sferico di raggio ¢ dato da N ((8) ,%):
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[z . . . -
per ogni (a: ) in esso abbiamo |z;| < %, dacui 1 —z7 > %, e quindi
2

f((zi)) _f<(8)) = 2i(1—-21) + 25 > %xfﬂcg > 0.
(@) =€) vC)en(()3)ne

e (8) ¢ un punto di minimo locale di f in D, con minimo locale 0.

Quindi,

2. Abbiamo f<(g)> = 16 — 64 = —48 < 0, quindi (8) non & un punto di minimo
(globale). Inoltre,

P((2)) +18= (s at—a) + a3 = (=) (o3 + 3 +12) +.

z1

dove 22 + 3x1 + 12 = (x1+%)2+% > 0. Per ogni ( ) € D abbiamo 4 — 21 > 0,

Z2
4
quindi f(x) > —48, con 'uguaglianza solo per z; = 4 ¢ o = 0. Il punto (O) é

I"unico punto di minimo di f in D e il minimo & —48.

3. Il grafico della funzione ¢é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; il punto del grafico corrispondente al punto di minimo é
blu e il punto corrispondente al punto di minimo locale che non é globale ¢ viola, con
un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

4 N
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Esercizio 5.21 — Problema di ottimizzazione (E£21)

-

Consideriamo la seguente funzione:

f:D—=R, f: <x1>»—>x%+x%+1—x1x§, con D =[-1,5] x [-3,3].
T2

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0> ¢ un punto di minimo locale di f

in D.

0
2. Dimostrare che <0> non ¢ un punto di minimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di minimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
min{ f(x) soggetto a x € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

J

2. Abbiamo f((g)) =254+9+1—-45 = —10 < 1, quindi (O

Soluzione

1. Abbiamo f <<8)> = 1. Usiamo l'intorno sferico di raggio § dato da N ((8) ,%):

LA . . o
per ogni <x2> in esso abbiamo |z1| < %, dacuil—z1 > %, e quindi

f(@i)) _f<<8>> =3 +af(1-on) 2 ad + a3 > 0.
() = () () (o) 2)n

e <8> ¢ un punto di minimo locale di f in D, con minimo locale 1.

Quindi,

O) non é un punto di

minimo (globale). Per trovare i punti di minimo, verifichiamo sviluppando i prodotti

f((il)) +% = (= - g)2+(x1 19— a).

)EDabbiamoO§9—x%§9,e:

che

. [T
Per ogni
Z2

Autore: Fabio Furini
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e se 1 > 1, entrambi i termini sono non negativi, quindi f(x) + % > 0, con

I'uguaglianza solo per x; = % e xs=9;
e se z1 < 1, abbiamo z1 — 1 < 0 e quindi (1 — 1)(9 — 23) > 9 (z1 — 1), per cui
41 9y\2 45
f(a:)+zz <£B1—§> +9(1‘1—1):93%+Z>0.

La funzione ha due punti di minimo e il minimo & —%:

e { 1(0) seeson 0} = {(1).(3)).

3. Il grafico della funzione ¢é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti ai due punti di minimo
sono blu e il punto corrispondente al punto di minimo locale che non é globale é viola,
con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

z1

Esercizio 5.22 — Problema di ottimizzazione (£22)

Consideriamo la seguente funzione:

f:D—R, f: <$1> = — (1 —2)? — (29— 2)%4+5,  con D =[-4,4] x [4,4].
T2

Domande

2
1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 2) ¢ un punto di massimo locale di

fin D.
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2
2. Dimostrare che < 2) ¢ anche 'unico punto di massimo (globale) di f in D, e trovare

tutti i punti di minimo di f in D.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

A J

Soluzione

1. Abbiamo f ((g)) = 5. Usiamo l'intorno sferico di raggio ¢ dato da N ((;) ,1):

[ T1 .
per ogni 1n esso,
€2

B AC) (@)

2
e <2> é un punto di massimo locale di f in D, con massimo locale 5.

2. Studiamo separatamente il minimo e il massimo.

2
e Massimo. La disuguaglianza f<<x1>> —f<<2>> = —((w1—2)2+(w2—2)2) <
Z2
0 vale per ogni <:c1) € D, non solo nell’intorno, con l'uguaglianza solo per
x2

r1 = x92 = 2. Il punto <2) & I'unico punto di massimo di f in D e il massimo &

5.

z1

e Minimo. Per ogni <
Z2

)EDabbiamo—6§x1—2§2e—6§x2—2§2,

quindi (27 —2)? < 36 e (z2 — 2)? < 36, con I'uguaglianza, rispettivamente, solo
per x1 = —4 e solo per zo = —4. Quindi,

() 2-n-wes-o( ()

—4
e ( 4) é 'unico punto di minimo di f in D, con minimo —67.

3. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti al punto di massimo e
al punto di minimo sono blu, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di
base.
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~

Esercizio 5.23 — Problema di ottimizzazione (FE23)

Consideriamo la seguente funzione:

1
f:D—=R, f:(2)»—)—90%—:6%—1—2+E(x‘11+x§), con D = [—4,4] x [—4,4].

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0) ¢ un punto di massimo locale di

fin D.

2. Dimostrare che (8) non ¢ un punto di massimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di massimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
max{ f(x) soggetto a € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

AN J

Soluzione

1. Abbiamo f ((8)) = 2. Usiamo l'intorno sferico di raggio § dato da N ((8) ,1>:

) in esso abbiamo |z1]| < 1 e |z2| < 1, da cui 2] < 2% e 2§ < 23, e quindi
2

per ogni
x

f((il)) <9 (33%4—1‘%)4—%(1‘%4—:1:%) —9- l%(x%m%) < 2:f<<8>) .
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(©) 2 AG) (@) em()y)ne

e < 0) ¢ un punto di massimo locale di f in D, con massimo locale 2.

Quindi,

2. Scriviamo f come somma di due funzioni di una variabile:

() =2-se0 s con  a=£-1

T 10

Abbiamo g(4) =16 — 230 = —28 ¢

48  —t* +10t> + 96 16 — ) (t2 + 6
a4+ B _ (16— (2 +6)
5 10 10

Per ogni t € [—4,4] abbiamo #? < 16, quindi g(t) > —%, con 'uguaglianza solo per

t =—4 et =4. Quindi, per ogni <$1> e D,
€2

1 48 48 106
<24 — ===
(@) =2+ 5+5-%

con l'uguaglianza solo quando sia x7 sia xo valgono —4 oppure 4. La funzione ha

106.
T

sty cmseneemi= (2 EEME)

. . 0 . . .
Il punto di massimo locale < 0) non ¢ un punto di massimo (globale), poiché 2 <

quattro punti di massimo, i vertici di D, e il massimo ¢

106
T

3. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti ai quattro punti di
massimo sono blu e il punto corrispondente al punto di massimo locale che non &
globale ¢é viola, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

a N
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Esercizio 5.24 — Problema di ottimizzazione (£24)

Consideriamo la seguente funzione:

1
f:D—=R, f: <$1> > —xt — 23 + ix%x%, con D =[—4,4] x [-4,4].
T2

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0) ¢ un punto di massimo locale di

fin D.

2. Dimostrare che <8> non ¢ un punto di massimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di massimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
max{ f(x) soggetto a € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

A J

Soluzione

1. Abbiamo f <<8)> = 0. Usiamo l'intorno sferico di raggio ¢ dato da N ((8) ,1):

2
C(x1 . : . z 1 -
per ogni ( 1) in esso abbiamo x% < x% + x% <1,dacuil-— ?2 > 2 e quindi
€2

() -4(G) -—-+1(-3) s 320
(@) = (@) @) e (E)y)oe

e < 0> é un punto di massimo locale di f in D, con massimo locale 0.

Quindi,

4
2. Abbiamo f<<4)) = —16 — 16 + 128 = 96 > 0, quindi (8) non € un punto di

massimo (globale). Per trovare i punti di massimo, scriviamo

1
f(<2)):2uv—2, con u=22-2 e v=x2-2.

Per ogni <x1> € D abbiamo 0 < .CC% <16e0< x% < 16, quindi —2 < u < 14 e
€2

—2 <wv < 14. Allora:
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e seu>0ewv >0, abbiamo uv < 14 - 14 = 196, con 'uguaglianza solo per
u=0v = 14;

e se u e v hanno segni opposti, abbiamo uv < 0;

e se u <0ewv <0, abbiamo uv = |u||v] <2-2=4.

In tutti i casi uv < 196, quindi f(x) < 98 — 2 = 96, con l'uguaglianza solo per

2?2 = 22 = 16. La funzione ha quattro punti di massimo, i vertici di D, e il massimo

¢ 96:
sl cammonoemie (2 (EELE)

3. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢ il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti ai quattro punti di
massimo sono blu e il punto corrispondente al punto di massimo locale che non é
globale ¢é viola, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

‘ h

Esercizio 5.25 — Problema di ottimizzazione (£25)

Consideriamo la seguente funzione:

I

f:D—>R,f:< )H—x%—x%—!—xi’, con D =][-3,3] x[-3,3].

x2
Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < 0) ¢ un punto di massimo locale di

fin D.
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(&

. 0 : : o :
2. Dimostrare che < 0> non ¢ un punto di massimo (globale) di f in D, e trovare tutti

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

i punti di massimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
max{ f(x) soggetto a & € D }.

J

Soluzione

2. Abbiamo f((i)) = —9 427 = 18 > 0, quindi (8) non é un punto di massimo

3. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso

1. Abbiamo f ((8)) = 0. Usiamo l'intorno sferico di raggio 0 dato da N <(8> ,%):

. I . . .
per ogni ( ) in esso abbiamo |z;| < %, da cui
x2

—_

o= a2} < fonfad < S

\V)

e quindi

f((?)) —f<(8>> =22 —22+15 < —x%—x%+%x% = —%x% — 23 <0.
2
Quindi,
0 X1 X 0 1
(W) 2 (E) G (o) 2)nn

0
e <0> é un punto di massimo locale di f in D, con massimo locale 0.

I

(globale). Inoltre, per ogni (m
2

) € D abbiamo —z% <0 e

18—(:5515—33%) :(S—xl)(x%-l—2x1-|—6) :(3—331)((551—1—1)2-1-5) >0,

f((ﬁ;)) = (2} — 2?) — 23 <18,

. 3 . . .
con l'uguaglianza solo per 1 = 3 e 2 = 0. Il punto (0) é I'unico punto di massimo

poiché 1 < 3. Quindi,

di fin D e il massimo & 18.

disegnato sul piano di base; il punto del grafico corrispondente al punto di massimo
é blu e il punto corrispondente al punto di massimo locale che non ¢é globale ¢é viola,
con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

Autore: Fabio Furini
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4 )

A
Y
i

TSI TS
7

Esercizio 5.26 — Problema di ottimizzazione (E26)

Consideriamo la seguente funzione:

f:D—=R, f: (gjl) s —a3 — a3 — 1+ x5, con D =1[-3,3] x [-3,3].
)

Domande

1. Dimostrare, usando la definizione, che il punto < ) é un punto di massimo locale di

fin D.

0

2. Dimostrare che (g) non ¢ un punto di massimo (globale) di f in D, e trovare tutti

i punti di massimo di f in D, cioé le soluzioni ottime del problema di ottimizzazione
max{ f(x) soggetto a x € D }.

3. Disegnare il grafico della funzione nel dominio D.

. J

Soluzione

1. Abbiamo f ((8)) = —1. Usiamo l'intorno sferico di raggio ¢ dato da N ((8) , %)

AW : :
per ogni ( ) in esso abbiamo |z1] < 1, da cui
Z2

wizy < || a3 < S a3,
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e quindi

f((i;)) —f<<8>> =22 piimal< o222+ %l’% = g2 — %x% <0.
0 X X1 0 1
(@) 2 (G) @) ()2)on

e < 0) ¢ un punto di massimo locale di f in D, con massimo locale —1.

. Abbiamo f((g)) =-9-9-1+427 =8 > —1, quindi (8) non ¢ un punto di

massimo (globale). Per trovare i punti di massimo, scriviamo

f<<z;>> = 23— 1+ (z1 — 1) a3,

) [z
e osserviamo che 0 < x% < 9 per ogni < 1) e D:
T2

e se z1 < 1, abbiamo (21 — 1) 23 <0, quindi f(z) < —2? -1< 1< §;

e se 71 > 1, abbiamo (z1 — 1) 22 < 9 (21 — 1), con l'uguaglianza solo per z3 = 9,
quindi
f(x) < —2?+ 921 —10 = 8 — (z1 — 3)(z, — 6) < 8,

poiché x; < 3 implica (z1 — 3)(x1 — 6) > 0, con I'uguaglianza solo per z; = 3.

La funzione ha due punti di massimo e il massimo ¢é 8:

N P AN )

. Il grafico della funzione é la superficie sopra il dominio D, che ¢é il quadrato rosso
disegnato sul piano di base; i punti del grafico corrispondenti ai due punti di massimo
sono blu e il punto corrispondente al punto di massimo locale che non é globale &
viola, con un segmento tratteggiato che li collega al piano di base.

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 6

Problemi di ottimizzazione convessi e concavi

6.1 Problemi in una variabile

Negli esercizi di questo capitolo la convessita e la concavita delle funzioni obiettivo si dimostrano
solo con le definizioni del capitolo «Funzioni convesse e concavey, usando la disuguaglianza

(Aa+ (1 =2b)° <Aa®>+ (1N,  Va,beR, VA€ [0,1]

dello stesso capitolo. Le regioni ammissibili sono descritte da vincoli g;() < 0: quando ogni
funzione g; & convessa, la regione ammissibile ¢ un insieme convesso, per la proprieta degli
insiemi definiti da funzioni convesse del capitolo «Funzioni convesse e concavey.

Esercizio 6.1 — Problemi di ottimizzazione convessi e concavi (E1)

Consideriamo il seguente problema di ottimizzazione:
min{(m—3)2+1 soggetto a x2—4§0}

con funzione obiettivo f : R — R, f: 2+ (z —3)? +1 e regione ammissibile F = {x € R :
2?2 —-4<0}.

Domande

1. Dimostrare che la funzione g : R — R, ¢ : # — 22 — 4 ¢ convessa nel suo domi-
nio, dedurre che la regione ammissibile ¢ un insieme convesso e descriverla come un
intervallo.

2. Dimostrare che la funzione obiettivo é convessa nel suo dominio, e dedurre che il
problema é un problema di minimizzazione convesso.

3. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

4. Dimostrare che il punto x = 2 ¢ un punto di minimo locale, e dedurre la soluzione
ottima e il valore ottimo del problema.
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Soluzione

1. Per dimostrare che la funzione g é convessa nel suo dominio, osserviamo che per ogni

coppia di punti p,w € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:
g(p+ (1= Nw) = Op+ (1= Nw)® = Ad—(1—2)4
(poiché A + (1 =) =1)
<M+ (1=Nw?—A4—(1-))4
(poiché (Aa + (1 — A)b)* < Aa® + (1 — \)bp?)
=A@ =4+ (1 - (w® —4)

= Ag(p) + (1 = A) g(w)

Quindi,
g+ (1= Nw) < Ag(p) + (1 — ) g(w)

Per natura, il dominio R & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione g é
convessa nel suo dominio.

La regione ammissibile F' = {z € R : g(x) < 0} ¢ definita da un vincolo con una
funzione convessa, quindi & un insieme convesso. Poiché 22 — 4 = (z — 2)(z +2) <0
se e solo se —2 < z < 2, la regione ammissibile ¢ 'intervallo F' = [-2,2].

2. Per dimostrare che la funzione obiettivo ¢ convessa nel suo dominio, osserviamo che
per ogni coppia di punti p,w € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:
FOP+ (1 =Nw) = Ap=3)+ 1 =N (w-3)"+A+(1-A)
(poiché A+ (1 —X) =1)
<SAp—32+1-Nw—-32+1+(1-N)
(poiché (Aa+ (1 —A)b)* < Aa® + (1 — A)b?)
=A(p-32+1)+ (1 - N ((w—3)?+1)

=Af(p) + (1 =) f(w)

Quindi,
FOp+ 1 =Nw) <Af(p) + (1 =N f(w)
Per natura, il dominio R ¢é un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione é convessa

nel suo dominio, e in particolare sulla regione ammissibile convessa F": il problema &
un problema di minimizzazione convesso.
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3. Abbiamo f(—2) = 26, f(0) = 10, f(1) = 5 e f(2) = 2. Il grafico della funzione
obiettivo sulla regione ammissibile ¢ rosso, la regione ammissibile é la parte rossa
dell’asse x e la soluzione ottima dell’'ultima domanda é blu; la parte tratteggiata
del grafico & fuori dalla regione ammissibile, e il suo punto piu basso x = 3 non &
ammissibile.

e N
()

26 |

\_ /

4. Nell'intorno N((Q), 1) = (1, 3), i punti ammissibili sono quelli di N((Q), 1) NF = (1,2].
Per ognuno di questi punti abbiamo —2 <  —3 < —1, quindi (z —3)2 > 1 e

fl@)=(x—3)*+1>2=f(2), VzeN((2),1)nF=(1,2].

Il punto = 2 ¢ un punto di minimo locale. Poiché il problema ¢ un problema di
minimizzazione convesso, per la proposizione «minimi locali dei problemi di mini-
mizzazione convessi» del capitolo «Problemi di ottimizzazione convessi e concavi, il
punto x = 2 é anche un punto di minimo. La soluzione ottima e il valore ottimo sono:

La soluzione ottima si trova sul bordo della regione ammissibile: il punto x = 3, in

cui la funzione obiettivo raggiunge il suo valore pit piccolo 1 su R, non é ammissibile.
- J

Esercizio 6.2 — Problemi di ottimizzazione convessi e concavi (E3)

Consideriamo la seguente funzione obiettivo e la seguente regione ammissibile:

fIR=R, frx—=3—(x—1)?% e F={zcR:-1<2<4}=[-1,4],
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e i problemi di ottimizzazione associati in forma di minimo e in forma di massimo:
min{3—(az—1)2 soggettoa — 1 §x§4}
e

max{3—(x—1)2 soggetto a —1§x§4}

Domande

1. Dimostrare che la funzione obiettivo é concava nel suo dominio e che non é convessa
su F', usando i punti p = —1, w = 3 e lo scalare A = % Il problema di minimo é un
problema di minimizzazione convesso?

2. Disegnare il grafico della funzione obiettivo sulla regione ammissibile.

3. Dimostrare che x = —1 é un punto di minimo locale, ma non un punto di minimo.
Trovare la soluzione ottima e il valore ottimo del problema di minimo.

4. Spiegare perché la domanda precedente non contraddice la proposizione «minimi locali
dei problemi di minimizzazione convessi».

5. Dimostrare che x = 1 é un punto di massimo locale, e dedurre la soluzione ottima e
il valore ottimo del problema di massimo.

- J

Soluzione

1. Per dimostrare che la funzione é concava nel suo dominio, osserviamo che per ogni

coppia di punti p,w € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:
FOP+(1=Nw) =23+ (1-2)3-Ap—1)+(1-N(w-1))>
(poiché A+ (1 —X) =1)
>A3+(1-N3-Ap—1)2—(1—X)(w-1)2
(poiché (Aa + (1 — A)b)® < Aa® + (1 — A)b?,
e il fattore —1 inverte la disuguaglianza)
=AB-(-1)*)+(1-N(3B-(w-1)?%
=Af(p) + (1= A)f(w)

Quindi,

FOp+ (1 =Nw) > Af(p) + (1 - N f(w)
Per natura, il dominio R é un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione & concava
nel suo dominio.
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Conp=-1,w=3el= %, entrambi i punti appartengono a F', A\p+ (1 —Nw=1¢e¢

1 1

F)=3 > ~1=2 f(-D+ 5 f@) =5 (-1)+ 7 (-1):

la disuguaglianza della definizione di funzione convessa non vale, e la funzione obiettivo
non é convessa su F. Il problema di minimo non é un problema di minimizzazione
convesso, anche se la sua regione ammissibile é convessa.

2. Abbiamo f(—1) = =1, f(1) =3, f(3) = —1 e f(4) = —6. 1l grafico della funzione
obiettivo sulla regione ammissibile € rosso e la regione ammissibile ¢ la parte rossa
dell’asse z; le soluzioni ottime dei due problemi sono blu e il punto di minimo locale
che non é un punto di minimo é viola.

4 N
f(z)

*l\

|

i

t

O I R
DO

N /

3. Nellintorno N ((—1),1) = (—2,0), i punti ammissibili sono quelli di N'((-1),1) NF
[~1,0). Per ognuno di questi punti abbiamo —2 < x — 1 < —1, quindi (z — 1) < 4

fl@)=3—(z—-1)?>-1=f(-1), VzeN((-1),1)nF=[-1,0).

Il punto x = —1 é un punto di minimo locale. Non & un punto di minimo, poiché
4eFef(4)=-6<-1=f(-1).

Per ogni x € F abbiamo —2 <z —1< 3, quindi (z—1)2<9e f(z)=3—(z—1)2>
—6 = f(4), con l'uguaglianza solo se x — 1 = 3, cioé¢ x = 4 (il valore x — 1 = —3 non
¢ ammissibile). L’unica soluzione ottima e il valore ottimo del problema di minimo
sono:
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4. La proposizione «minimi locali dei problemi di minimizzazione convessi» del capitolo
«Problemi di ottimizzazione convessi e concavi» richiede una funzione obiettivo con-
vessa sulla regione ammissibile. Per la prima domanda, la funzione obiettivo non &
convessa su F': il problema di minimo non é un problema di minimizzazione convesso,
e uno dei suoi punti di minimo locale non é un punto di minimo. Un metodo che
esplora solo i punti vicini a x = —1 si ferma al punto di minimo locale x = —1, con
minimo locale f(—1) = —1, mentre il valore ottimo ¢ —6.

5. Nell’intorno N((l), 1) = (0,2), tutti i punti sono ammissibili e
flz)=3—(z—1*<3=f(1), VzeN((1),1)nF=/(0,2).

Il punto £ = 1 & un punto di massimo locale. Per la prima domanda, la funzione
obiettivo é concava sulla regione ammissibile convessa F', e il problema di massimo
é un problema di massimizzazione concavo. Per il corollario «massimi locali dei pro-
blemi di massimizzazione concavi» del capitolo «Problemi di ottimizzazione convessi
e concaviy», il punto x = 1 é anche un punto di massimo, e la soluzione ottima e il
valore ottimo del problema di massimo sono:

6.2 Problemi in due variabili
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(&

Esercizio 6.3 — Problemi di ottimizzazione convessi e concavi (FE2)

Consideriamo il seguente problema di ottimizzazione:

con funzione obiettivo f : R? = R, f: @+ (1 —2)? + (22 — 2)? e regione ammissibile F.

Domande

1.

2.

. Descrivere gli insiemi di livello della funzione obiettivo per k = 2 e k = 8, e disegnarli

1
. Dimostrare che & = < 1) & 'unica soluzione ottima e calcolare il valore ottimo.

min{ (z1 — 2)2 + (2 — 2)2 soggetto a x1 + a2 <2, x1 >0, x5 > 0}

Dimostrare che la regione ammissibile € un insieme convesso.
Dimostrare che la funzione obiettivo & convessa nel suo dominio, e dedurre che il

problema é un problema di minimizzazione convesso.

insieme alla regione ammissibile.

1
Il problema ha un punto di minimo locale diverso da < 1) ?

J

Soluzione

1.

La regione ammissibile é I'insieme dei punti che soddisfano i tre vincoli
gi(x) =21 + 22 —2<0, g2(x) = —z1 <0, g3(z) = —x2 < 0.

Ogni funzione g; é lineare, ed & convessa, poiché la definizione vale con 'uguaglianza:
per ogni coppia di punti p, w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo

g1(Ap+ (1 —=Nw) =A(p1+p2—2) + (1 =) (w1 + w2 —2) = Agi(p) + (1 - A) g1(w),
e allo stesso modo per gs e g3. La regione ammissibile & definita da vincoli con funzioni

. . o .. (0 2 0
convesse, quindi € un insieme convesso: ¢ il triangolo con vertici ( 0), ( 0> e ( 2),

intersezione di tre semipiani.
Per dimostrare che la funzione obiettivo ¢ convessa nel suo dominio, osserviamo che
per ogni coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

FOp+ (1= Nw) = (A1 —2) + (1 - N)(w; - 2))°
+ (A(p2 — 2) + (1 = A) (w2 — 2))?
(poiché A+ (1 —X\) =1)

< Ap1— 27+ (1= A) (w1 —2)% + A(p2 — 2)% + (1 — A)(wz — 2)°

Autore: Fabio Furini
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(poiché (Aa + (1 — A)b)* < Aa® + (1 — \)b?,

dhves voolte)
=A(p1 —2)% + (p2 — 2)) + (1 = A) ((w1 — 2)* + (w2 — 2)?)
=M (p)+ (1 -2 f(w)
Quindi,
fOp+ (1= Nw) <Af(p) + (1= f(w)

Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione &
convessa nel suo dominio, e in particolare sulla regione ammissibile convessa F': il
problema é un problema di minimizzazione convesso.

3. L’insieme di livello per k ¢ I'insieme dei punti con (z1 — 2)% + (25 — 2)? = k, cioé la

2
circonferenza di centro <2> e raggio Vk. Per k = 2, il raggio ¢ v/2 e la circonferenza
1 D . N .
passa per 1) poiché 1+ 1 = 2; per k = 8, il raggio & 2v/2 e la circonferenza passa

per <8>, poiché 4 + 4 = 8. Nella figura, la regione ammissibile é rossa, I'insieme di

livello £ = 2 é blu, 'insieme di livello £ = 8 é arancione e la soluzione ottima della
domanda successiva & blu: la circonferenza k = 2 tocca la regione ammissibile solo in
questo punto.

4 )

L2

L1
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4. Per ogni punto ammissibile &, poniamo a = x; — 2 e b = x9 — 2. Poiché x; + xo < 2,
abbiamo a+b = z1+x2—4 < —2, e quindi (a+b)? > 4. Inoltre, 2 (a2+b?)—(a+b)? =
(a —b)? > 0. Quindi:

f(w)_aersz(aJ;b)QZ;l—g—f(G)), Va € F,

1
e il punto <1> ¢ ammissibile, poiché 1 4+ 1 = 2. L’uguaglianza vale solo se a = b e

. 1 . . . . .
a+b=-2 cioea=b=-1lex= <1) L’unica soluzione ottima e il valore ottimo

SOno:

@(P):(i) e 2(P)=2.

5. No. Il problema é un problema di minimizzazione convesso: per la proposizione
«minimi locali dei problemi di minimizzazione convessi» del capitolo «Problemi di
ottimizzazione convessi e concavi», ogni punto di minimo locale &€ un punto di minimo,

cioé una soluzione ottima, e la soluzione ottima é unica.

Esercizio 6.4 — Problemi di ottimizzazione convessi e concavi (F4)

Consideriamo il seguente problema di ottimizzazione:

max{4x1+2$2—x%—x§ soggetto a x1+2x2 <2, 21 >0, {L'QZO}

con funzione obiettivo f: R? - R, f: x> 4z1 + 229 — 23 — 23 e regione ammissibile F.

Domande

1. Completare i quadrati per scrivere la funzione obiettivo come f(z) = ¢ — (z1 — a1)? —

(xg — a2)?, con ¢, a1, as € R.

2. Dimostrare che la regione ammissibile & un insieme convesso e che la funzione obiettivo
& concava nel suo dominio. Di che tipo di problema si tratta?

3. Descrivere gli insiemi di livello della funzione obiettivo per k =2 e k = %, e disegnarli

insieme alla regione ammissibile.

8/5
4. Dimostrare che = (1%) & 'unica soluzione ottima e calcolare il valore ottimo.

5. Il problema ha un punto di massimo locale diverso da (?g) ?

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

54

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

Soluzione

1. Poiché 22 —4x; = (v1 —2)?2 —4 e 22 — 223 = (x5 — 1)2 — 1, abbiamo:

fl@)=—(a7 —4x1) — (v3 — 222) =5 — (x1 — 2)* — (z2 — 1)%,

2
cio¢ ¢ =5, a1 = 2 e ag = 1. La funzione obiettivo vale al piu 5, e vale 5 solo in <1>,

che non é ammissibile, poiché 2+4+2-1=4 > 2.

2. La regione ammissibile & I'insieme dei punti che soddisfano i tre vincoli
gi(x) =21+ 232 —2 <0, g2(x) = —z1 <0, g3(x) = —z2 < 0.

Ogni funzione g; é lineare, ed & convessa, poiché la definizione vale con 'uguaglianza:
per ogni coppia di punti p, w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo

g (Ap+(1=Nw) = A (pr1+2p2—2)+(1=A) (w1 +2w2—2) = Ag1(p) + (1= X) g1(w),
e allo stesso modo per gs e g3. La regione ammissibile & definita da vincoli con funzioni

o . o .. (0 2 0
convesse, quindi ¢ un insieme convesso: ¢ il triangolo con vertici <O>’ <0> e <1>

Per dimostrare che la funzione obiettivo é concava nel suo dominio, osserviamo che
per ogni coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:
FOP+ (A =Nw) =A5+(1 =15 — (Ap1—2) + (1 = A)(w; — 2))°
= (Ap2 = 1) + (1 = N (wz ~ 1))’
(poiché A + (1 —=X) =1)
> A5+ (1—=A)5—A(p1 —2)% — (1 — \)(w; —2)?
—Alpz = 1)? = (1 — A)(wp — 1)°
(poiché (Aa + (1 — )\)b)2 < Xa? + (1 — A\)b?, due volte,
e il fattore —1 inverte la disuguaglianza)
=A(5—(p1 —2)* — (p2 — 1)?)
+ (1 =N (5— (w1 —2)* = (wa — 1)?)
= Af(p) + (1= A)f(w)
Quindi,
fOp+ (1 =Nw) > Af(p) + (1 - X f(w)

Per natura, il dominio R? ¢ un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione ¢ concava
nel suo dominio, e in particolare sulla regione ammissibile convessa F': il problema &
un problema di massimizzazione concavo.
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3. L’insieme di livello per k < 5 & I'insieme dei punti con (z1 —2)%+ (2 —1)? = 5—k, cio¢

2
la circonferenza di centro (1) e raggio /b — k. Per k = 2, il raggio ¢ v/3; per k = %,

il raggio é \/g = % e la circonferenza passa per <§§§>, poiché (%)2 + (%)2 = %.

Nella figura, la regione ammissibile é rossa, I'insieme di livello £k = 2 é arancione,
I’insieme di livello & = 2—51 é blu e la soluzione ottima della domanda successiva & blu:
la circonferenza k = % tocca la regione ammissibile solo in questo punto, sul lato

T, + 230 = 2.

a N

T2

1

N /

4. Per ogni punto ammissibile &, poniamo a = 1 — 2 e b = x5 — 1, cosi che f(x) =
5 — (a® + b?). Poiché z1 + 2 x5 < 2, abbiamo a + 2b = 1 + 225 — 4 < —2, e quindi
(a+2b)? > 4. Inoltre, 5(a? + b%) — (a +2b)* = 40> —4ab+b*> = (2a — b)? > 0.

Quindi:

o o (a+2b)? 4 9 9 4 21
a‘+b 2725 e fx)=5—(a +b)§5_5:€’ Vx € F.
L’uguaglianza vale solo se b = 2a e a +2b = —2, cio¢ 5a = =2, a = —%, b= —% e
T = (??g) Questo punto ¢ ammissibile, poiché % + % = 2, % >0e % >0,e

8/5 32 2 064 1 34 13 21
1/5 5 5 25 25 ) ) )

L’unica soluzione ottima e il valore ottimo sono:

@(P):(f@ e xP)=2L
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5. No. Il problema ¢ un problema di massimizzazione concavo: per il corollario «massimi
locali dei problemi di massimizzazione concavi» del capitolo «Problemi di ottimizza-
zione convessi e concaviy, ogni punto di massimo locale ¢ un punto di massimo, cioé
una soluzione ottima, e la soluzione ottima é unica.

Esercizio 6.5 — Problemi di ottimizzazione convessi e concavi (E5)

Consideriamo la funzione obiettivo
FRZSR, frxe (11— 3)2 + (22— 3)?

e i due problemi di ottimizzazione:
(Py) min { f(x) soggettoa x? +ax3—-2< 0}
e
(P;) min { f(x) soggetto a x% +x3—2> 0}

con regioni ammissibili F} e Fy, rispettivamente.

Domande

1. Dimostrare che la funzione g : R*> - R, g : @ + a3 + 23 — 2 & convessa nel suo
dominio, e dedurre che F} € un insieme convesso.

. . . . (2 —2
2. Dimostrare che F» non é un insieme convesso, usando i punti ( 0> , ( 0 > e lo scalare
_ 1
A=3.

3. Dimostrare che la funzione obiettivo ¢ convessa nel suo dominio. Quale dei due
problemi & un problema di minimizzazione convesso?

4. Descrivere gli insiemi di livello della funzione obiettivo per k = 8 e k = 18, e disegnarli
insieme alla regione ammissibile Fj.

1 . .
5. Dimostrare che x = (1> ¢ I'unica soluzione ottima di (P;) e calcolare il valore ottimo.

. J

Soluzione

1. Per dimostrare che la funzione g é convessa nel suo dominio, osserviamo che per ogni

coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

g(Ap+ (1= Nw) = (A1 + (1= Nw1)® + (s + (1 = Nwz)® =22 (1-1)2
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(poiché A + (1 =) =1)

<A+ (A= Nw? +Ap3+ (1= Nws —A2—(1-N)2
(poiché (Aa+ (1 — A)b)* < Aa® + (1 — A)B?,
due volte)

=A(pl +p3—2) + (1 — ) (w] +wj —2)

=Ag(p) + (1 —A)g(w)
Quindi,
g+ (1= Nw) < Ag(p) + (1 - N) g(w)

Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione g &
convessa nel suo dominio. La regione ammissibile F; = {xz € R? : g(x) < 0} ¢&
definita da un vincolo con una funzione convessa, quindi € un insieme convesso: é il
disco di centro l’origine e raggio v/2.

2. I due punti appartengono a Fy, poiché¢ 22402 —2=2>0e¢ (-2)2+02-2=2>0.
Con )\ = %, la loro combinazione convessa €

1/2\ 1/-2\ (0 o
2<0>+2<0)_<0>, con 0°+0°-2=-2<0,

e non appartiene a F. L’insieme F; (i punti fuori dal disco aperto di raggio v/2) non

€ convesso.

3. Per dimostrare che la funzione obiettivo é convessa nel suo dominio, osserviamo che
per ogni coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

FOP+ (1= Nw) = (A(p1 —3) + (1 = A)(wy —3))?
+ (A(p2 = 3) + (1 = A) (w2 — 3))
(poiché A+ (1 —X) =1)

2

< Ap1—3)°+ (1= A)(w1 — 3)% + A(p2 — 3) + (1 — A)(wz — 3)?

(poiché (Aa + (1 — A)b)° < Aa® + (1 — \)b?,

due volte)
= A((p1 = 3)2+ (p2 — 3)%) + (1 — N) (w1 — 3) + (w — 3)?)

=Af(P)+ (1 =) f(w)

Quindi,
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Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione &
convessa nel suo dominio. Il problema (P;) é un problema di minimizzazione convesso,
poiché la sua regione ammissibile & convessa e la funzione obiettivo é convessa su di
essa. Il problema (P,) non & un problema di ottimizzazione convesso, poiché la sua
regione ammissibile non & convessa: la definizione richiede una regione ammissibile
convessa, qualunque sia la funzione obiettivo.

4. L’insieme di livello per k ¢ I'insieme dei punti con (z1 — 3)? + (22 — 3)? = k, cioé¢ la

circonferenza di centro <§) e raggio Vk. Per k = 8, il raggio & 2v/2 e la circonferenza
1
passa per (1>, poiché 4 + 4 = 8; per k = 18, il raggio & 3v/2 e la circonferenza passa

per <8>, poiché 9 + 9 = 18. Nella figura, la regione ammissibile F} é rossa, l'insieme

di livello £k = 8 é blu, l'insieme di livello ¥ = 18 é arancione e la soluzione ottima
della domanda successiva ¢ blu: la circonferenza k = 8 tocca il disco F} solo in questo
punto.

4 N

4
*
-\\~ "'
/ === 1

2 3 4 .576 7

N /

5. Scriviamo la funzione obiettivo come
f(x) =23 —621+9+22—610+9 = ¢—65+18, con q=22412, 5=+,

Poiché 2¢q — s? = (1 — 22)? > 0, abbiamo ¢ > % Per ogni € F} abbiamo g < 2,
quindi s> < 2¢ <4 e s < 2. Quindi:

2 _62
f(a:):q—63+18252—63+18:(82)

() wen
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1
dove l'ultima disuguaglianza vale poiché 6 — s > 4 > 0. Il punto ( 1> ¢ ammissibile,

1
poiché 1 + 1 — 2 = 0. L’uguaglianza vale solo se x1 = z2 ¢ s = 2, cioé¢ & = <1)

L’unica soluzione ottima e il valore ottimo di (P;) sono:

@(Pl):G) e (P =8

Per la proposizione «minimi locali dei problemi di minimizzazione convessi» del ca-
pitolo «Problemi di ottimizzazione convessi e concavi», (P;) non ha altri punti di
minimo locale.
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