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Capitolo 1

Insiemi convessi

Esercizio 1.1 — Insiemi convessi (F1)

Consideriamo i seguenti due punti di R?:

SO

e i seguenti tre punti di R?:

Domande

1. Calcolare le combinazioni convesse di p e w con A = 3, A = % e A=

L=
N

2. Disegnare i punti p e w, le tre combinazioni convesse e linsieme di tutte le
combinazioni convesse di p e w.

3. Determinare quali dei punti g™, ¢ e ¢® sono combinazioni convesse di p e w.

& J

Soluzione

1. Per ogni A € [0,1], la combinazione convessa di p e w con lo scalare A ¢ il punto:

1 7 A+T—T7A 7 -6\
A(4)“1_” (1) - (4>\+1—)\) - <1+3A)'

Quindi, abbiamo:

P
+ 4+

Wi WIN
-
~
Il
Y
N Ot
~_

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

-0
9 1 1 — |5
2 5.44_5.1 5

>

Il
[JCNN )
N
Wi Wl
-
+ +
Wl Wl
-
~

Il
VRS
w W
~_

2. L’insieme di tutte le combinazioni convesse di p e w ¢ il segmento che congiunge i
due punti (in rosso). Le tre combinazioni convesse della domanda precedente sono i
punti blu: con A = % il punto € piu vicino a w, con A = % & pil vicino a p.

4 h

2
5 |4
p
4 gV
q®@
ol m
2 4+
w
1 1 \\ q
‘\\\q(5>
: “m Tl
1 2 3 4 5 6 7 8 9

N /

3. Un punto q € R? & combinazione convessa di p e w se e solo se esiste A € [0, 1] tale

che

7 —6A o q1

1+3))  \g/)
La prima equazione da A = 7?1 ; poi verifichiamo la seconda equazione e la condizione
A€ 0,1].

72

e Per ¢, la prima equazione da A = 5~ = g ¢ laseconda equazione ¢ soddisfatta:

5
6
1+3- % = . Poiché % € [0,1], il punto g(V) ¢ la combinazione convessa di p e

oo

w con \ =

e Per q(2), la prima equazione da A\ = 76%5 = %, ma 1+ 3- % = 2 # 3. Il punto
q® non si trova nemmeno sulla retta passante per p e w: non ¢ combinazione

convessa di p e w.
e Per ¢, la prima equazione da \ = % = —% e la seconda equazione é soddi-
sfatta: 1+ 3 - ( — %) = 0. Il punto ¢ si trova sulla retta passante per p e w

(tratteggiata in figura), ma —% ¢ [0,1]: non & combinazione convessa di p e w.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

Esercizio 1.2 — Insiemi convessi (E2)

Consideriamo i seguenti tre punti di R?:

Domande
1. Calcolare la combinazione convessa di p(), p@ ¢ p®) con \; = %, Ay = i e X3 = %.
2. Calcolare la combinazione convessa di p0), p@ e p®) con A\ = Ay = \3 = %
3. Mostrare che g(!) & combinazione convessa di pM), p(® e p®) | e trovare gli scalari.

4. Mostrare che ¢(® non & combinazione convessa di pM), p(2) e p(3).

5. Disegnare l'involucro convesso di p, p@ e pB) e tutti i punti delle domande
precedenti.

AN J

Soluzione

1. La combinazione convessa con A1 = %, Ay = }L e A3 = }1 (scalari non negativi con

somma 1) ¢ il punto:
()30 0)-(20)-6)
2 4 4 11,87\
21\1 4\2 4\6 s+3+3 5

1

2. La combinazione convessa con A\ = Ay = A3 = 3 (scalari non negativi con somma 1)
(1Y 17\ 13 =y /4
3\1) 3\2) 3\e6) L S \3 )

3. Un punto g € R? é combinazione convessa dei tre punti se e solo se esistono i, Ao, A3 >
0 tali che

é il punto:

AM+X+A3 = 1
AM+TX+3X = @1
AMF+2X+6A3 = ¢
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Sostituendo Ay = 1 — Ay — A3 nelle ultime due equazioni, otteniamo il sistema

6Mda+2X3 = ¢1—1
A2+5A3 = gq2—1
il cui determinante & 6-5—2-1 = 28 # 0: gli scalari sono unici. Per ¢*) abbiamo
g—1=2eqp—1=3,dacu

2.5-2.3 1 6-3—2.1 4 1 4 2
PN g — M=1-=—-=2,
2 28 7 3 28 7 ! 777

I tre scalari sono non negativi e la loro somma ¢ 1, quindi gV ¢ combinazione convessa

g1+17+g3_&7“2_3
7\1)  7\2 76_2+27+24_4'

4. Per ¢ abbiamo ¢ —1=5¢€ qu — 1 =4, da cui

_6:4-5-1 19 N LT 19 9
T 28 9%’ 1=

dei tre punti:

_5.5-2.4 17

A2 28 28’

3 % ®C T
Questi sono gli unici scalari con somma 1 che danno ¢, e \; < 0: il punto ¢ non

é combinazione convessa dei tre punti.

5. L’involucro convesso dei tre punti ¢ il triangolo di vertici p), p(® e p®) (in rosso). I
punti delle prime due domande sono in blu, g(!) (interno al triangolo) e q(® (esterno
al triangolo) sono in viola.

4 N

Z2

p®

I
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Esercizio 1.3 — Insiemi convessi (E3)

Consideriamo il seguente insieme:

F:{ <x1>€]R2: 1 +229<8, 31 +22<9, 21 >0, :CQEO}

e i seguenti due punti di F' e il seguente scalare:
0 3 1
1 - (2 = A= .

Domande
1. Dimostrare che F' é un insieme convesso.
2. Trovare i vertici di F' e disegnare l'insieme.

3. Calcolare la combinazione convessa di ¢) e ¢® con lo scalare A e verificare che
appartiene a F'.

- J

Soluzione

1. Ciascuna delle quattro disuguaglianze che definiscono F' ha la forma ay x1 + a9 22 < b,
con

(a1,a2,b) € {(1,2,8), (3,1,9), (=1,0,0), (0,—1,0)}

(le ultime due sono x; > 0 e x5 > 0). Per ogni coppia di punti p,w € F e per ogni
A € [0, 1], per ciascuna delle quattro disuguaglianze abbiamo:

a1 (Ap1 + (1 = Nwi) +az (Ap2 + (1 — Aws)
=A(a1p1 +azp2) + (1 — N) (a1 wy + az ws)
<Ab+(1—\)b
(poiché pw e F, A\>0el—\>0)
=b
Quindi, Ap + (1 — M)w € F e 'insieme ¢ convesso.

Lo stesso calcolo mostra che ciascuno dei quattro insiemi definiti da una sola disu-
guaglianza (un semipiano) é convesso: F' ¢ la loro intersezione, che ¢ convessa poiché
'intersezione di insiemi convessi & convessa (capitolo «Insiemi convessi» ).
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2. I vertici di F' sono l'origine, i punti in cui le rette 1 + 229 = 8 e 3z; + 22 = 9
3
0

T1+2z3 =8 153 2
e =
3u1+ay =9 = 3

0 3
L’insieme F' ¢ il quadrilatero di vertici ( ) <0> ( > < ) (in rosso). La figura

mostra anche il segmento che congiunge gV e q(2 (in blu) e la combinazione convessa

0
incontrano gli assi all’interno di F', cioé <4> e ( ), e il punto di intersezione delle

due rette:

o

della domanda successiva.

4 h

Z2

q®

31+ x2=9

z1

\_ /

3. La combinazione convessa di g!) e ¢(? con \ = % é il punto:

00-40-0)

Appartiene a F, come garantito dalla prima domanda:

4 14 4 22
2 2. 77< .2 =< 2 >
+ 3 3 8, 3 +3 3_9, >0,

GCI N
v
o
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Esercizio 1.4 — Insiemi convessi (F4)

Consideriamo la seguente matrice simmetrica

e il seguente insieme:

2 2
F = :BER2: ZZqijmixjgl
i=1 j=1

' Qx

Domande

1. Mostrare che ' Q x = 22 + (z1 — x2)? + 22 per ogni x € R?,

\]

. Dimostrare che F' & un insieme convesso.

1
) e ( 21) appartengono a F'.
2
4. Disegnare l'insieme F.

(. J

Soluzione

1. Per ogni « € R? abbiamo:

(5 5) 0

= (21’1 — :I:g) 1 + (—xl -|-2:172)$2

w

. Stabilire se i punti (

N[—= D=

= 2;1"% —2x1 22 + 2x%
:x%—i- (x%—2x1x2+m%) —i—x%
=22 4 (21 — 20)2 + 22
Quindi, per ogni & € R?, il numero /=’ Q x ¢é la norma euclidea di un vettore di R3:

I

Ve Qx = Hu(ac)‘

dove u(x) = |2, — 2o | R

29
T2
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Il vettore u(x) dipende linearmente da x: per ogni p,w € R? e ogni A € [0,1],
abbiamo u(Ap + (1 — M)w) = Au(p) + (1 — ) u(w).

2. Per ogni coppia di punti p,w € F e per ogni A € [0,1], abbiamo:

\/()\p +(1-Mw)'Q(p+(1-Nw)
= H)\u(p) +(1=X) u('w)H2
(per la prima domanda)

E H/\u(p)||2 + H(l —A) u(w)“2

(per la disuguaglianza triangolare)

= Al lu(p)ll2 + [1 = Al flu(w)]2

(per 'omogeneita assoluta)

= Au@)[l2 + (1 = A) [[u(w)|l2
(poichée A\>0el—X>0)

=AVPQp+(1-))Vw Quw

(per la prima domanda)

<A 1+(1-))-1
(poiché¢ pw e F, A\>0el—)\>0)

= 1l

Quindi, Ap + (1 — A)w € F e 'insieme & convesso.

3. Abbiamo:

% 1 2_|_ 1 1 2_|_ 1\? 1<1 = ti F.
. _ — = = — a artliene a
1 2 % 9 2 9 — 2P ’
% 1 2+ 1-1-1 2—1— Ly’ 3>1 — ti F
. _ _ — S = — non a arviene a 5
1 2 273 2 2 e

(Poiché la radice quadrata & crescente, v’ Qx < 1 se e solo se ' Qx < 1.)

4. Il bordo di F' é dato dai punti tali che

2.%'% —25[)13724—2{6% =1.
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Esprimiamo xo in funzione di z1. Scrivendo ’equazione precedente come
273 —2x129 + (221 — 1) =0,

o _ /b2 — o
cona=2,b=—-2zx; e c:2x%— 1 abbiamo x5 = W, da cui:

2o /10380208 1) 941 B2 m i 2332
- 4 B 2 ‘

ro = 1

Questi valori esistono se e solo se

2 2
2—3ZE%20 <~ 11 € —\/>,\/7.
3 3

Alcuni punti di riferimento del bordo:

e se 13 = 0, allora 222 = 1, quindi z1 = :l:%; se 71 = 0, allora 222 = 1, quindi

T = i%;

e ser] = =% 2

3
To = i\/i, allora x1 = i%.

L’insieme F' ¢ la regione interna a un’ellisse (bordo compreso) i cui assi sono le rette

allora 2 — 322 = 0 e 13 = 5= :I:%; allo stesso modo, se

xo = x1 € T3 = —x (in rosso). La figura mostra i punti di riferimento (in nero), il
punto (%, %) che appartiene a F' (in blu) e il punto (%, —%) che non appartiene a F
(in viola).

a N

2

z1
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Esercizio 1.5 — Insiemi convessi (E5)

Consideriamo i seguenti insiemi:

A= 1) e Rr? 1<zi+azi<4y,
Z2
T1 2

B = eR 0<21 <4, 0221 »,
T2

Bo={d [ eR?: 0<a<1, 0<ap<4 e B=B UB,.
T2

Domande

1. Disegnare gli insiemi A e B.
2. Mostrare che A non ¢ un insieme convesso.
3. Dimostrare che By e By sono insiemi convessi.

4. Mostrare che B non ¢ un insieme convesso.

AN J

Soluzione

1. L’insieme A ¢ la corona circolare compresa fra la circonferenza di raggio 1 e la circon-

ferenza di raggio 2 con centro nell’origine (in rosso, a sinistra). L’insieme B ¢é 'unione
a forma di L dei rettangoli By e By (in rosso, a destra). Le figure mostrano anche
i segmenti usati nelle domande successive (in blu), il cui punto medio (in viola) non
appartiene all’insieme.
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4 h

T2

x1

q®

z1

. J

2. Per mostrare che un insieme non é convesso, basta trovare due punti dell’insieme e uno
scalare A € [0,1] la cui combinazione convessa non appartiene all’insieme. Prendiamo

1) — 2 (2) — 2 _1
1 2 2 2

q‘/ = , q\ = A= —.
<U> <l)> ¢ 2
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Entrambi i punti appartengono ad A, poiché ( + %)2 +02 = 2 € [1,4]. La loro

combinazione convessa &

1 _% 1 % 0 2 2
2<0>—|—2<0 R con + <

La combinazione convessa non appartiene ad A: l'insieme A non é convesso.

. Sia k € {1,2}. L’insieme By ¢é definito dai limiti 0 < 3 < uj e 0 < z9 < ug, con
(uy,uz) = (4,1) per By e (u1,u2) = (1,4) per By. Per ogni coppia di punti p,w € By,
e per ogni A € [0, 1], per ciascuna coordinata ¢ € {1,2} abbiamo:

Api+(L=Nw; € [A-0+(1=X)-0, Au;+(1—X)u]

(poiché p;, w; € [0,u;], A>0el—X>0)
- [07 u’t]

Quindi, Ap + (1 — AN)w € By, e l'insieme By, ¢ convesso.

1 4 1
1) — B (2 — i
q <4) € Do, q (1) € By e A 5

Entrambi i punti appartengono a B. La loro combinazione convessa ¢

040-0

che non appartiene né a B; (poiché zg = g > 1) né a By (poiché x1 = 5 > 1), quindi

. Prendiamo

Nt DOt

non appartiene a B: l'insieme B non ¢ convesso.

L’intersezione di insiemi convessi & sempre convessa (capitolo «Insiemi convessi»),
mentre I'unione di due insiemi convessi, come B = B U By, pud non essere convessa.

J

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 2

Funzioni di piu variabili

Esercizio 2.1 — Funzioni di pia variabili (E1)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:

x1

f:R? SR, f<

) »—>$i{’+2x1x% —3x2
T2

Domande

1. Calcolare il valore della funzione nei punti <i> e <_21>

2. Calcolare il gradiente della funzione e valutarlo nei due punti.

3. Calcolare la matrice Hessiana della funzione e valutarla nei due punti.

- J

Soluzione

1. Sostituendo le coordinate dei punti:

f<<i>):13+2~1-12—3-1:1+2—3:O

f(<_21>)=(—1)3+2-(—1)-22—3-2:—1—8—6=—15

of(z)

2. Le derivate parziali sono 5= = 3174273 e 8/(@)

Oxo

o ()
L2 B dxix9 — 3

=4 x129 — 3, quindi il gradiente
e:
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Nei due punti:
1 _(3+2\ (5 -1\ (3+8\ (11
((0)-G25)-0) v () - (G- ()
3. Derivando ancora una volta le due derivate parziali:

o)
T2 4y 4dx7

che ¢ una matrice simmetrica dipendente dal punto. Nei due punti:

(-G = (G)-G )

Esercizio 2.2 — Funzioni di pia variabili (£2)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:

RS R, f: <Z> — xt — 213y + 13

Domande
1. Mostrare che f(x) = (22 — z2)2.

2. Calcolare il gradiente e la matrice Hessiana della funzione.

1 1
3. Valutare il gradiente e la matrice Hessiana nei punti <1> e ( 0>.

4. Trovare tutti i punti in cui il gradiente ¢ il vettore nullo, e il valore della funzione in
questi punti.

N\ J

Soluzione

1. Sviluppando il quadrato:

(a1 — 22)* = 21 — 22w + 23 = f(=)

2. Le derivate parziali sono aafT(T) = 4x:1” —4dxix0 € E)afT(zm) = -2 x% + 2 29, quindi:

Vf<($1))— 423 — 4139 B 471 (23 — x2)
x2)) —22% + 219 ; —2 (22 — 12)
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1222 —4a9 —41
wr (1) (7
f ) 741‘1 2

3. Nel punto (1) abbiamo z? — 29 = 0, e:
2 Ny [12—-4 -4\ (8 —4
(()=6) = (0)-(5"5)-(
1
Nel punto (0> abbiamo z? — 29 = 1, e

wr((0)= (%)= () ()= (5 %)

4. La seconda componente del gradiente ¢ nulla se e solo se x5 = 27, e in questo caso &

nulla anche la prima componente 4 x1 (2% — x2). Quindi, il gradiente ¢ il vettore nullo

in tutti i punti della parabola:

{ <x1> eR?: :UQZ:U%}
x2

. (0 1 -1 - . . . . . .
(per esempio ( 0>, < 1) e ( 1 >), che é un insieme infinito di punti. In tutti questi

punti il valore della funzione & f(x) = (2% — x9)? = 0: questa parabola & l'insieme di
livello L(0) della funzione.

Esercizio 2.3 — Funzioni di pia variabili (£3)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali di tre variabili:

1
f:]R3 =R, f: |z Hm%x3+m2x§—2x1x2—l—$3
z3
Domande
1 0
1. Calcolare il valore della funzione nei punti [0 | e | 1
2 -1

2. Calcolare il gradiente della funzione e valutarlo nei due punti.

3. Calcolare la matrice Hessiana della funzione e valutarla nei due punti.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 16


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione convessa

Soluzione

1. Sostituendo le coordinate dei punti:

1
flloll]=12240-22-2-1.0+2=240-0+2=14
2
f 1 =02 (-1)4+1-(-1)2=2-0-14+(-1)=04+1-0-1=0
~1

2. Le tre derivate parziali sono:

Of (x) Of(x) Of(x)
s =2x123 — 2 T9, 02y —.%%—2:61, a—%:x%+2m2x3+1
quindi il gradiente é:
x1 2$1$3 — 2:172
Vf To = x§ — 21
3 22 + 2z0m3 + 1
Nei due punti:
1 4-0 4 0 0—2 -2
Vf 0 = 4—-2 =12, Vf 1 = 1-0 =11
2 1+0+1 2 -1 0—-2+1 -1

3. Derivando ciascuna derivata parziale rispetto a x1, x2 e T3:

x1 2:[}3 —2 2:[}1
V2| 2o =] -2 0 2z

3 21‘1 21}3 21‘2

che é una matrice simmetrica dipendente dal punto. Nei due punti:

1 4 -2 2 -2 -2 0
virflo]l]l=|-2 o 4], V2f 1 =|-2 0 -2
2 2 4 0 —1 0 -2 2

& J
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Esercizio 2.4 — Funzioni di pia variabili (F4)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:

x1

f:R? SR, f(

— T2 —x%
Z2

Domande
1. Calcolare il gradiente e la matrice Hessiana della funzione.

2. Descrivere gli insiemi di livello L(k) della funzione per ogni k € R.

3. Valutare il gradiente nel punto <1) dell’insieme di livello L(0) e nel punto <(2)>

dell’insieme di livello L(2).

4. Disegnare gli insiemi di livello L(0) e L(2) e i due gradienti della domanda precedente,
e verificare che ciascun gradiente é perpendicolare all’insieme di livello passante per

il suo punto.

. J
1. Le derivate parziali sono 653(;1”) =—-2x1 ¢ 659(;) =1, quindi:

w(@)-(7) = (@)-(3 )

La matrice Hessiana é costante. La seconda componente del gradiente vale sempre 1,
quindi il gradiente non é mai il vettore nullo.

2. Per ogni k € R:

L(k:):{ (2)@1@2: xg—xizk;}:{ <§;>ER2: x2:x§+k}

Ogni insieme di livello é una parabola di vertice ( k:)’ ottenuta traslando la parabola
Ty = 27 verticalmente di k.

0

1
3. Il punto <1) appartiene a L(0) poiché 1 — 12 = 0, e il punto <2

) appartiene a L(2)

poiché 2 — 02 = 2. I gradienti sono:

7 ()

Il
N
—

[\)
~_
<
&h
7 N\
A~ N\
N O
~
"
Il
/N
= O
~_
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Ottimizzazione convessa

4. Disegniamo i due insiemi di livello con i gradienti,
perpendicolarita con le direzioni tangenti.

e poi verifichiamo la

Soluzione grafica: la figura mostra gli insiemi di livello L(0) (in blu) e L(2) (in
arancione) e i due gradienti (in rosso), tracciati a partire dai loro punti:

Z2
' 5 -
= | )
a )
)
\ 4 '
3 . )
) "
. 3 :
o A k
a )
'

. 24
: L2 APS A : 1
—Z =l 1 2
—1
\_ /
La direzione tangente a un insieme di livello zo =

coordinata x; & (21 ) (la derivata di x2 + k & 2x1):
z1

1 1 1
e in <1> la direzione tangente é <2> e (—2 1) <2> = =2ap &=k
. (0 o (1 1
ein|, la direzione tangente ¢ 0 e (0 1) 0) = 0.

Quindi, entrambi i gradienti sono perpendicolari all’insieme di livello passante per il
loro punto, e puntano verso gli insiemi di livello con valori di k£ pitt grandi.
(&

2?2 + k in un punto di prima

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

19


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-convessa
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Capitolo 3

Funzioni convesse e concave

Negli esercizi di questo capitolo la convessita e la concavita si dimostrano solo con le definizioni
del capitolo «Funzioni convesse e concavey, usando le due disuguaglianze seguenti.

e N\

Per ogni a,b € R e ogni A € [0, 1], abbiamo:
(Aa+ (1 = N)b)? = X2a® + 2X\(1 — N)ab + (1 — \)??
= Xa® + (1 = N2 = A1 = A)a® + 271 — N)ab — A(1 — \)b?
a® — 2ab + b%)
b)’

=Aa? + (1= )b* = A(1 -

A)(a®
=Xa?+ (1 =Nb2 = \1 - ))(a—

0

<Aa?+ (1 —=MNb* (poiche A >0, 1—A>0e (a—b)%>0)

. J

( )

Per ogni u,v € R" e ogni a € R, la norma euclidea ||ul|2 = v/u} + w3 + - - - + u2 soddisfa:

lu+vl2 < [Jul2 + ||lv]2 (disuguaglianza triangolare)

laul|lz = |af ||u]|2 (omogeneita assoluta)
. J

Esercizio 3.1 — Funzioni convesse e concave (F1)

Consideriamo le seguenti funzioni a valori reali:
f:RoR, f:x—a?>—4z+5 e g:R=R, g:ox— —2’+4x—5

e i seguenti due punti di R e scalare:

Domande
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Ottimizzazione convessa

1. Dimostrare che la funzione f & convessa nel suo dominio.

2. Calcolare i due membri della disuguaglianza della definizione di funzione convessa per
fconip, we A dati.

3. Disegnare il grafico di f, i punti (p, f(p)) e (w, f(w)) e il segmento che li congiunge.

4. Dimostrare che la funzione g é concava nel suo dominio.

. /

Soluzione

1. Per ogni # € R abbiamo f(x) = (z —2)?+ 1. Per ogni coppia di punti p,w € R e ogni
A € [0, 1], abbiamo:

FOP+ (1 =Nw) = Mo+ 1 -Nw-2)%+1
= (Ap—-2)+ (1= N(w-12)*+1
<Ap—22+(1-Nw-2)>2+1
(poiché (Aa + (1 — \)b)? < Aa? + (1 — A\)b?)
=A((p—22+1)+(1-X) (w—-2)>2+1)

= Af(p) + (1 =N f(w)
Quindi,
FOp+ 1= Nw) <Af®) + (1 - ) f(w)

Per natura, il dominio R ¢é un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione é convessa
nel suo dominio.

2. Conp:—l,w:éle)\:%abbiamo

W -Nw=2-(1)+24=2  f1)=10,  [E4)=5

e i due membri della disuguaglianza sono:

3. In figura, il segmento che congiunge (p, f(p)) e (w, f(w)) (in viola) si trova sopra il
grafico di f (in blu). Il punto rosso ¢ (2, f(2)) e il punto viola é (2, %f(p) + %f(w))
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Ottimizzazione convessa

a )

\_ J

4. Per ogni € R abbiamo g(z) = —(x — 2)? — 1. Per ogni coppia di punti p,w € R e
ogni A € [0, 1], abbiamo:

g+ 1= Nw) = —(Ap-2) + (1 - N(w—2))* -1
> -Ap—-2)* - (1-N(w-2)° -1
(poiché (Aa + (1 — \)b)? < Aa? + (1 — \)b?)
=A(-@-22-1)+1-N(-(w-2)2%-1)
= Ag(p) + (1 = A)g(w)

Quindi,

g(dp+ (1 = Nw) > Ag(p) + (1 = N)g(w)
Per natura, il dominio R € un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione é concava
nel suo dominio.

La stessa conclusione segue dalla prima domanda, poiché g = —f (capitolo «Funzioni
convesse e concavey: f & convessa se e solo se —f ¢ concava).
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Ottimizzazione convessa

Esercizio 3.2 — Funzioni convesse e concave (E2)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:
1
f:]-1,4] =R, f::r»—>max{1—:r, 2% 2x—3}

e 1 seguenti due punti di [—1,4] e scalare:

Domande
1. Calcolare f(—1), f(2), f(2) e f(4), e disegnare il grafico della funzione.
2. Dimostrare che la funzione & convessa nel suo dominio.

3. Calcolare i due membri della disuguaglianza della definizione di funzione convessa con

ip, we A dati.
4. Mostrare che la funzione non ¢é concava nel suo dominio.
1. Abbiamo:
1 2 1 1 1
ey =max{2 -5 s} =2 f(3)=max{g 5 -3} =3
f(2)=max{—1, 1,1}:1, f(4)=max{—3, 2,5}:5.

Lerette 1 —x e %x si incontrano in x = %, e le rette %:c e 2x — 3 si incontrano in
_ . . N .. _ 2
x = 2. 1l grafico di f (in blu) ¢ formato da tre segmenti: f(z) =1—az su [ —1,%],
f(z) = 3z su [2,2] e f(z) = 2z — 3 su [2,4]. 1l dominio ¢ in rosso; il segmento viola

e i punti sono quelli della terza domanda.
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Ottimizzazione convessa

N J

2. Per ogni = € [1,4], f(z) ¢ il pitt grande dei tre valori hi(z) =1 — =, ho(z) = iz e

hs(x) = 2z — 3, e ciascuno di essi ha la forma hy(x) = a; x + b,. Per ogni coppia di
punti p,w € [—1,4] e ogni A € [0,1], abbiamo:

fOp+ (1= Nw) =he(Ap+ (1 - Nw)
(per un indice k € {1,2,3} che realizza il massimo)
= Qg (/\p—l- (1 — /\)w) + bk
= )\(akp—i-bk) -+ (1 —)\) (akw+bk)
(poiché A+ (1 —X) =1)
<SAf(p) + (1 =N f(w)
(poiché axp + b < f(p), arw + by < f(w), A\, 1 =X 2>0)

Quindi,
FOp+ (1= Nw) < Af(p) + (1= A) fw)

II dominio [—1,4] ¢ un intervallo, quindi un insieme convesso. Di conseguenza, la
funzione é convessa nel suo dominio.

La stessa conclusione segue dalla proprietd «il massimo di funzioni convesse &
convesso» (capitolo «Funzioni convesse e concavey ), poiché hy, hy e hs sono lineari.

3. Conp:—l,w:éle)\:%abbiamo

Ap+(1—A)w:§-(—1)+§-4: : f(l):max{(), -, —1}:7
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Ottimizzazione convessa

e i due membri della disuguaglianza sono:

3 2 3 2
< gf(—1)+gf(4):5'2+g‘5=—-

N =

f() =

4. La funzione & concava se f(Ap + (1 — N)w) > Af(p) + (1 — A) f(w) per ogni p, w del
dominio e ogni A € [0,1]. Con i punti e lo scalare della domanda precedente abbiamo

1 16 3 2
5 < Ezgf(_l)‘i‘gf(‘l):

la disuguaglianza della definizione di funzione concava non vale, quindi la funzione

non & concava nel suo dominio.

Esercizio 3.3 — Funzioni convesse e concave (E3)

Consideriamo le seguenti funzioni a valori reali:

f:R? SR, f:<x1>»—>x%+a:§—9
xXr

Domande
1. Dimostrare che la funzione f é convessa nel suo dominio.
2. Dimostrare che la funzione g é convessa nel suo dominio.

3. Dimostrare che I'insieme { @ € R? : 22 + 23 <9} & convesso.

4. Disegnare il grafico della funzione f.

. J

Soluzione

1. Per ogni coppia di punti p, w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

FOP+ (1 =Nw) = (Aps + (1= Nwi)® + (Ap2 + (1 = Nwz)? — 9

<Ap3 + (1= Nwi+Ap3+ (1 — Nws — 9
(poiché (Aa + (1 — \)b)? < Aa? + (1 — \)b?)
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Ottimizzazione convessa

=A(pl+p3—9)+ (1 -\ (wi+ws—9)

=AM (p)+ (1 =N f(w)

Quindi,
FOp+ (1= Nw) <Af(p) + (1 — ) f(w)

Per natura, il dominio R? ¢ un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione é&

convessa nel suo dominio.

2
2. Sia c= <2> Per ogni coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

g(p + (1= Nw) = [Ap+ (1= Nw —¢f|, +1
= [Mp—¢)+ (1= N)(w—-0)|,+1
< |[A(p - c)H2 + |1 = N)(w — C)H2 +1
(per la disuguaglianza triangolare)
=Alllp—clla+ 1 = Al [lw —cll2+1
(per 'omogeneita assoluta)
=Ap—clla+ (1 =) lw—cll2+1
(poiche A\>0el—X>0)
=A(llp—clz+1) + (1 =) (Jw—cl2 +1)

= Ag(p) + (1 = N)g(w)

Quindi,
g(Ap + (1 — NMw) < Ag(p) + (1 — N)g(w)

Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione é
convessa nel suo dominio.

3. L’insieme ¢é {:I: €eR?: f(x) <0 } Per ogni coppia di punti p e w dell’insieme e per
ogni A € [0, 1], abbiamo:
FOP+ (1= XNw) <Af(p)+ (1 - A)f(w)
(per la prima domanda)
<A0+(1—=X)-0
(poiché f(p) <0, f(w) <0, A>0el—X>0)
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Ottimizzazione convessa

Quindi,
fOp+(1=Nw) <0

Di conseguenza, Ap+ (1 — \)w appartiene all’insieme e I'insieme & convesso. E il disco
di raggio 3 centrato nell’origine.

4. Questo ¢ il grafico della funzione f nel dominio <i1) € [—4,4] x [—4,4]; il suo punto
2

piu basso ¢ (0,0, £(0,0)) = (0,0, —9).

-

g:R2—>R, g: <22>Hmin{x1+x2—l, 2—331}

e i seguenti due punti di R? e scalare:

Domande
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Ottimizzazione convessa

1. Dimostrare che la funzione f & sia convessa sia concava nel suo dominio.
2. Disegnare il grafico della funzione f.
3. Dimostrare che la funzione g é concava nel suo dominio.

4. Calcolare i due membri della disuguaglianza della definizione di funzione concava per
g conip, we X dati, e mostrare che g non é convessa nel suo dominio.

. /

Soluzione

1. Per ogni coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

fOp+ A =Nw) = (Ap1+ 1 =Nw1) + (Ap2 + (1= Nwz) — (A+ (1= X))
=A(P1+p2—1)+(1—N) (w1 +w2—1)
=Af(p) + (1 =) f(w)
Quindi, valgono le disuguaglianze di entrambe le definizioni (con l'uguaglianza):

fp+ (1 =Nw) <Af(p) + (1 - N)f(w)

fOPp+ (1 =Nw) > Af(p) + (1 — ) f(w)

Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione ¢ sia
convessa sia concava nel suo dominio.

z1

) € [—4,4] x [—4,4]: un piano.
Z2

2. Questo ¢ il grafico della funzione f nel dominio (

-~
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Ottimizzazione convessa

3. Per ogni x € R?, g(x) ¢ il piti piccolo dei due valori hy (x) = x1+x2—1 € ho(z) = 2—271;
come mostrato per f nella prima domanda, ciascuno di essi soddisfa hy ()\p + (1 -
MNw) = Ay (p) + (1 — A)hy(w). Per ogni coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1],
abbiamo:

g(Ap+ (1= Nw) = hp(Ap + (1 — Nw)

(per un indice k € {1,2} che realizza il minimo)
= Ahi(p) + (1 = A) hi(w)
(come mostrato per f nella prima domanda)
> Ag(p) + (1 = N)g(w)
(poiché hy(p) 2 g(p), hi(w) = g(w), A,1 =1 =0)

Quindi,
g(Ap + (1 — NMw) > Ag(p) + (1 — N)g(w)

Per natura, il dominio R? ¢ un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione & concava
nel suo dominio.

La stessa conclusione segue dalla proprieta «il minimo di funzioni concave é concavo»
(capitolo «Funzioni convesse e concavey ), poiché h; e hy sono lineari.

4. Con p = (8), w = (3) el= % abbiamo

2

Ap+(1—-Nw = <1

) , g(p) = min{—1, 2} = —1, g(w) = min{5, —2} = -2,

e i due membri della disuguaglianza sono:

() =minf2, 0} =0 > Jolo) + jatw) = 5 (- + 5 - (-2)= -

Poiché 0 > —%, la disuguaglianza della definizione di funzione convessa non vale per

questi punti e questo scalare: la funzione g non é convessa nel suo dominio.
(& J

Esercizio 3.5 — Funzioni convesse e concave (Eb5)

Dati a,b € R con a < b, consideriamo la seguente funzione a valori reali:

tla, b — R cx— 2+ 91 — 622 + 2°
f [7] )

il cui dominio & I'intervallo [a, b].

Domande
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1. Dimostrare che per ogni p,w € R e ogni A € [0, 1], con m = Ap + (1 — A)w, abbiamo
M) + (1= X) f(w) = f(m) = A1 = N)(p = w)® (p+w +m —6).

2. Dimostrare che con a = 2 e b = 4 la funzione é convessa.

3. Dimostrare che con a = —1 e b = 2 la funzione & concava.
4. Mostrare che con a = —1 e b = 4 la funzione non é né convessa né concava.
5. Disegnare il grafico della funzione con a = —1 e b = 4.
. J

Soluzione

1. Per ogni p,w € Reogni A € [0,1], siad=p—w, cosi chep=w+dem=w+ Ad.
Abbiamo:

M)+ X=X fw)—fm)=2A+1=X)=1)+9(Ap+ (1 —Nw—m)
—6 (Ap* + (1 — Nw? —m?)
+ 203 4+ (1 = Nw® —m?
= —6 (A\p> + (1 — N)w?® — m?)
+ 0% + (1 = Nw? —m?
(poiché A+ (1 -X) =1
em=Ap+ (1 —-ANw)

= —6 (\w? + 2\wd + Ad? + (1 — \)w?
—w? — 20wd — N?d?)
+A (w3 + 3w?d + 3wd?* + d3) +(1-Nwd
— (w® + 3 w’d + 3X*wd® + \d®)
(sviluppando le potenze, poiché p = w + d
em =w+ Ad)

=—6(\-X)d+3A-\)wd®+ (A - \)d®
= A1 =N d*(Bw+ (1+X)d—6)

=A1-)Nd*(p+w-+m—6)

(poiché 3w+ (1+ A)d = (w+d) +w+ (w+ Ad)
=pt+tw+m)

=21 - N)(p—w)? (p+w+m—6)
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2. Per ogni coppia di punti p,w € [2,4] e ogni A € [0,1], con m = Ap+ (1 — Nw € [2,4],
abbiamo:

F O+ (1= M) = Af(p) + (1= N (w) = M1 = N)(p— w)? (p+w+m —6)
(per la domanda 1)
< M) + (1= ) f(w)
(poiché A\(1 — \)(p — w)2 >0, p,w,m>2)

Quindi,
FOp+ (1= Nw) <Af(p) + (1 = A) f(w)

Il dominio [2,4] & un intervallo, quindi un insieme convesso. Di conseguenza, la
funzione é convessa nel suo dominio.

3. Per ogni coppia di punti p,w € [—1,2] eogni A € [0, 1], con m = A\p+(1-N)w € [-1, 2],
abbiamo:

FOP+ (1= Nw) = M) + (1= X)Fw) = M1~ o~ w)? (p+w-+m—6)
(per la domanda 1)
> M) + (1= X) f(w)
(poiché A(1 = A)(p —w)* > 0, p,w,m < 2)

Quindi,
FOp+ (1 =Xw) > Af(p) + (1 — A f(w)

I1 dominio [—1,2] ¢ un intervallo, quindi un insieme convesso. Di conseguenza, la
funzione é concava nel suo dominio.

4. Abbiamo f(0) =2, f(1) =6, f(2) =4, f(3)=2¢ f(4) =6.

oConsz,w:2e)\:%abbiamO/\p+(1—)\)w:1e
1 1 1 1

1)=6 > = Cf@)=2-24--4=

F)=6> S FO) 43 F@=1 24 5-4=3

la disuguaglianza della definizione di funzione convessa non vale, quindi la
funzione non é convessa in [—1,4].

° Conp:2,w:4e)\:%abbiamO/\p—i—(l—)\)w:Se

44 --6=5:

1 1 1
f3)=2 < s 1@ +5/@W =5

la disuguaglianza della definizione di funzione concava non vale, quindi la
funzione non ¢é concava in [—1,4].
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Le due differenze concordano con la prima domanda: %-4-(0+2+1—6) =-3=3-6
e3-4-(2+4+3-6)=3=5-2.

5. Questo ¢ il grafico della funzione (in blu) nel dominio [—1,4] (in rosso), con f(—1) =
—14. T segmenti viola congiungono i punti della domanda precedente: il primo si trova
sotto il grafico (su [—1,2] la funzione & concava), il secondo si trova sopra il grafico
(su [2,4] la funzione & convessa).

4 A
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Capitolo 4

Funzioni quadratiche

Negli esercizi di questo capitolo la convessita si dimostra solo con la definizione di funzione
convessa del capitolo «Funzioni convesse e concave»: la funzione quadratica si scrive come
somma di quadrati di funzioni lineari, e la disuguaglianza

(Aa+ (1 =2b)° <Aa®>+ (1= A\,  Va,beR, YA€ [0,1]

dello stesso capitolo si applica a ciascun quadrato.

Esercizio 4.1 — Funzioni quadratiche (E1)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:

T
f:RZSR, f: <w;> l—)l’%+2$1$2+5$%

Domande

1. Scrivere la funzione nella forma matriciale f(x) = '@ x con una matrice simmetrica

Q.

. . . 6 . .
2. Mostrare che la matrice non simmetrica ( 5 definisce la stessa funzione, e che

sostituendo ogni coppia di elementi fuori diagonale con la loro media si ottiene la
matrice Q della prima domanda.

3. Calcolare il gradiente e la matrice Hessiana della funzione, e il gradiente nei punti
1 -1
(1)< (2)
4. Mostrare che f(x) = (v1 +x2)% + 422 e dimostrare, a partire dalla definizione, che la

funzione & convessa nel suo dominio.

5. Disegnare il grafico della funzione.
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Soluzione

1. 1II coefficiente 2 di x1x9 si ripartisce in parti uguali fra i due elementi fuori diagonale:

1 1
(=) =ton o D) (=) =t overone 4563 =t 420100 52
——

9 Z2

Q

2. Con la matrice non simmetrica abbiamo:

1 6 x
(zl 332) (_4 5) (é) =$%+6x1x2—4x2x1+5m%=x%+2x1w2+5m%

che é la stessa funzione. Sostituendo la coppia di elementi fuori diagonale con la loro
S e DN C A AR
6+(=49) 5 | \1 5/
2
3. Il gradiente € 2 Q x e la matrice Hessiana é 2 Q:
221+ 22 2 2
(@) miom) (@) -G o)
T2 221+ 10x9 T2 2 10
Nei due punti:
2
18

()= () ()= ()

4. Sviluppando il quadrato:

media:

(w1 + 22)% + 423 = 2 + 20122 + 23 + 423 = 2f + 23122 + 525 = f(@)

Per dimostrare che la funzione é convessa nel suo dominio, osserviamo che per ogni
coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

f(Ap+ (1= Nw)
= (Ap1+ (1= Nwi + Apz+ (1 — )x)wg)2 +4(Ap2 + (1— )\)wg)z
= (A(pr+p2) + (1 = N)(w1 +w2)) +4 (Apa + (1 — Nws)”

< A(p1 +p2)® + (1 — A) (w1 +w2)® + 4 (Ap3 + (1 — Nwj)
(poiché (Aa + (1 — \)b)? < Aa? + (1 — \)b?, due volte)

= A ((p1 +p2)? +4p3) + (1 = A) ((w1 + w2)? + 4w3)
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Quindi,

fOp+ (1 =Nw) <Af(p) + (1= A)f(w)
Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione &
convessa nel suo dominio.

Il) € [-2,2] x [-2,2]; il suo punto
T2

pitt basso é (0,0, f(0,0)) = (0,0,0) e i suoi punti piu alti sono in (2,2) e (=2, —2),
dove f = 32.

a N

5. Questo ¢ il grafico della funzione nel dominio (

Esercizio 4.2 — Funzioni quadratiche (E2)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:

T

f:R? SR, f:( )Hx%—i—lx%

T2

Domande
1. Scrivere la funzione nella forma matriciale f(x) = '@ @ con una matrice simmetrica

Q.

1 -1
2. Calcolare il gradiente della funzione e il suo valore nei quattro punti (1), < ),

(2)-(1) |

3. Descrivere gli insiemi di livello della funzione per k = 3 e k = 12 (con le loro interse-
zioni con gli assi) e disegnarli, insieme ai gradienti della domanda precedente applicati
nei rispettivi punti.
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4. Dimostrare, a partire dalla definizione, che la funzione é convessa nel suo dominio.

- J

Soluzione

1. La funzione non ha il termine x;z2, quindi gli elementi fuori diagonale sono nulli:

i ((i;)) (o m@(i;) 424

Q

2. Il gradiente ¢ 2Q x:

)0 e

w(@)-C) w((4)=0)

—_
i

3. L’insieme di livello per k = 3 ¢ Dellisse 27 + 222 = 3, che interseca l'asse 77 in
r1 = +v3 e lasse zo in z9 = j:m; contiene i quattro punti della domanda
precedente, poiché 1+ 2 = 3. L’insieme di livello per k = 12 ¢é l'ellisse 22 + 223 = 12,
che interseca Passe 1 in x; = £v12 = £2v/3 e Passe z9 in x9 = £/6; contiene i

quattro punti (i;), poiché 4+8 = 12. Nella figura, I'insieme di livello £ = 3 ¢ in blu,

I'insieme di livello £ = 12 ¢ in arancione e i gradienti nei quattro punti dell’insieme di
livello £ = 3 sono le frecce blu: ogni gradiente ¢ perpendicolare all’insieme di livello.
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a N

L2

\_ J

4. Per dimostrare che la funzione ¢ convessa nel suo dominio, osserviamo che per ogni
coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:

FOP+ 1 =Nw) = Opr+ (1= V) +2 (Apa + (1 = Awp)?
<M+ (1= Nwi +2 (A3 + (1 - Nw3)
(poiché (Aa + (1 — A\)b)? < Aa? + (1 — A\)b?, due volte)
=X (pl +2p3) + (L = A) (wi +2w3)
=Af(p) + (1 =N f(w)

Quindi,

fOp+ (1 = Nw) <Af(p) + (1 — N f(w)
Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione &
convessa nel suo dominio.

Esercizio 4.3 — Funzioni quadratiche (£3)

Consideriamo la seguente funzione a valori reali:

g:R2 SR, g: <$1> > ar — 2wy + 225 — 22, 4+ 4
2
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-

Domande

1.

. Calcolare il gradiente della funzione e il punto in cui il gradiente é il vettore nullo.

. Mostrare che g(z) = (1 — 22 — 1)? + (22 — 1)? + 2 e dedurre che g(x) > 2 per ogni

. Descrivere gli insiemi di livello della funzione per k = 3 e k = 6 e disegnarli.

. Dimostrare, a partire dalla definizione, che la funzione ¢ convessa nel suo dominio.

Scrivere la funzione nella forma g(x) = 'Q @ + ¢’ + d con una matrice simmetrica
Q, un vettore ¢ e uno scalare d.

x € R?, con 'uguaglianza solo nel punto della domanda precedente.

J

Soluzione

1.

3.

. Il gradiente ¢ 2Q x + ¢:

11 coefficiente —2 di x1z9 si ripartisce in parti uguali fra i due elementi fuori diagonale,
e la parte lineare ¢ —2 1 + 0 z2:

1 -1 -2
Infatti:

1 -1
(1'1 xg) (_1 2)(2)—1—(—2 0) (2)+4:x%—2x1x2+2x%—2x1+4

((J;l)) 2$1—21‘2—2
Vg =
Z2 —2x1 +42x9
Il gradiente ¢ il vettore nullo quando:
21 —2x0—2 = 0
—2x1+4x9 =

Dalla seconda equazione x; = 2 x9; sostituendo nella prima, 4 x9 — 2x5 — 2 = 0, cioé

o =1e x; = 2. Il punto é (?)

Sviluppando i quadrati:
(x1—$2—1)2+(3}2—1)2+2
:z%+x%+1—2x1x2—2x1+2x2+a¢§—2x2+1+2

=22 —2xmo + 222 — 221 4+ 4 = g(x)

Autore: Fabio Furini
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Poiché i due quadrati sono non negativi, g(x) > 2 per ogni € R2. L’uguaglianza
vale solo se entrambi i quadrati sono nulli, cioé z9 =1 e 1 = 22 + 1 = 2: il punto

<§) della domanda precedente, in cui g = 2.

4. Per la domanda precedente, 'insieme di livello per £ = 3 é
{xeR*: (21 — 22— 1)* + (22— 1)* =1}
- . 2 . L . (3 1 3 1
un’ellisse di centro 1 che contiene, per esempio, i punti 1) 1) e L
L’insieme di livello per £ =6 é

{weRQ:(m1—$2—1)2+(x2—1)2:4}
. . . . (4 0 4
un’ellisse con lo stesso centro che contiene, per esempio, i punti 1))\ e
< 0 1>. Nella figura, I'insieme di livello £ = 3 ¢ in blu, I'insieme di livello £ = 6 € in

. : 2\ ..
arancione e il centro (1 € 111 nero.

€2
3
2
§ -t
"“- h:
’¢’ 4
4
il " ° '0
K4 'é
l' ¢'
. _"
} } + + + il
-1 3 4 5
—1

5. Per dimostrare che la funzione €& convessa nel suo dominio, osserviamo che per ogni
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coppia di punti p,w € R? e ogni A € [0, 1], abbiamo:
g(Ap+ (1 - Nw)
— (Ap1 4+ (1 = Nwi — Apz — (1 = Nwg — 1) + (Apa + (1 = Nwy — 1)° + 2
= (A1 =p2 = 1) + (1 = (w1 —wy = 1))+ (A(p2 = 1) + (1 = \)(wp — 1)) +2
(poiché A+ (1 —X) =1)
< Apr—p2 —1)* + (1= A) (w1 —wz — 1) + Mpz — 1) + (1 = A) (wp — 1)* + 2
(poiché (Aa + (1 — A)b)? < Aa? + (1 — \)b?, due volte)
=A((p1 —p2—1)* + (p2 — 1) +2) + (1 = A) ((w1 — wa — 1) + (wp — 1)? + 2)
(poiché A+ (1 = X) =1)
= Ag(p) + (1 = N)g(w)

Quindi,

g+ (1 = Nw) < Ag(p) + (1 — N)g(w)
Per natura, il dominio R? & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione &
convessa nel suo dominio.

Esercizio 4.4 — Funzioni quadratiche (E4)

Consideriamo le seguenti funzioni a valori reali:

1 1 4 0 1
f:R3—>R, filax »—>(:E1 To :1:3) -2 2 -6 To
x3 0 4 3 x3
e
h:R* SR, h:<2>r—>$%+4az1x2+a}%
Domande

1. Trovare la matrice simmetrica @ che definisce la stessa funzione f, e scrivere f come
polinomio in 1, 2, x3.

1
2. Calcolare il gradiente e la matrice Hessiana di f, e il gradiente nel punto | —1
1

3. Mostrare che f(z) = (z1 + 22)? + (v2 — x3)® + 223 e dimostrare, a partire dalla
definizione, che f ¢ convessa nel suo dominio.
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4. Scrivere h in forma matriciale con una matrice simmetrica e mostrare che h non &
convessa nel suo dominio, trovando due punti e un valore di A per cui la disuguaglianza

della definizione di funzione convessa non ¢& verificata.
. J

Soluzione

1. Sostituendo ogni coppia di elementi fuori diagonale con la loro media:

T R

Q= 4+(2—2) 9 —62+4 =011 2 =1
0 =6+4 3 0 -1 3

e la funzione é:
_ .2 2 2
f(@) = 7 + 122 + T221 + 275 — T2T3 — T3T2 + 325

:xf+2x§+3m§+2x1x2 — 22923

2. Il gradiente € 2Q « e la matrice Hessiana é 2 Q:

211 + 219 2 2 0
Vfx)= |2z +4x0—223|, Vflx)=[2 4 -2
—2x9 + 623 0 -2 6
Nel punto:
1 2-2 0
vill-1]]|=[2-4-2]|=[-4
1 246 8

3. Sviluppando i quadrati:
(x1 + 552)2 + (g — m3)2 + 2:1:%
= x% + 2129 —i—xg —i—ac% — 2913 +m§ + 236%

= 2% + 2123 + 325 + 223172 — 27973 = f()
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Per dimostrare che la funzione é convessa nel suo dominio, osserviamo che per ogni
coppia di punti p,w € R3 e ogni A € [0, 1], abbiamo:

fAp+ (1= XNw)

— (A(p1 +p2) + (1 = A (w1 +w2))” + (A(p2 — ps) + (1 — A) (w2 — wg))?

+2 (s + (1= Nws)®

< AMp1+p2)% 4+ (A = N)(w1 +w2)? + A(p2 — p3)2 + (1 — A)(wg — w3)?
+2 (Ap3 + (1 — A)w3)

(poiché (Aa + (1 — \)b)? < Aa? + (1 — N\)b?, tre volte)

=X ((p1 +p2)* + (p2 — p3)* +2p3)

+ (1 — /\) ((w1 + w2)2 + (’LUQ — w3)2 + 2w§)

=A(p)+ (1 =) f(w)
Quindi,
fOp+ (1= Nw) <Af(p) + (1= A)f(w)

Per natura, il dominio R?® & un insieme convesso. Di conseguenza, la funzione ¢
convessa nel suo dominio.

4. 11 coefficiente 4 di z1x9 si ripartisce in parti uguali fra i due elementi fuori diagonale:

1 . 1 2 I
(@)= = )
Con p = (11>, w = <_11> eA=1 abblamo ip+1lw= (8) e:

Mp)=1—4+1=-2, hw)=1-4+1=-2, h(<8>> 0

Quindi,

1 1 1 1
Z Z = 9=z Z
h<2p+2w> 0 > 2h(p)+2h(w)

La disuguaglianza della definizione non ¢ verificata, quindi la funzione h non & convessa

nel suo dominio. In accordo con il capitolo, la matrice ( ) non ¢ semidefinita,

1
positiva, poiché h(p) = —2 < 0.
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