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Obiettivi

Alla fine di questo capitolo saremo in grado di:

» scrivere il modello PLI di P||Cnax € spiegare come la variabile
di makespan ¢ collegata ai carichi delle macchine;

» scrivere i rilassamenti lineari e i loro duali, e dimostrare che il
loro valore ottimo & 3, t;/m;

» dimostrare che il bound LP vale almeno 1/m del valore ottimo,
e che il fattore é tight;

> usare le disuguaglianze valide e i vincoli di rottura delle
simmetrie del modello.
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Prerequisiti

» Dal modulo Programmazione lineare, il capitolo «Teoria della
dualita»: il duale di un problema LP, dualitad debole e forte.

» Dal modulo Programmazione lineare intera, i capitoli
«Programmazione lineare intera» e «Bound primali e duali»:
problemi ILP, rilassamenti lineari e bound.

» Da questo modulo, il capitolo «Problemi di scheduling»: il
problema, la sua ipotesi, il makespan e la sua istanza di
riferimento.
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Introduzione: Panoramica della famiglia

» In questa sezione descriviamo che cosa hanno in comune i
modelli PLI dei problemi di scheduling su macchine parallele

» Due tipi di variabili: |'assegnamento dei lavori alle macchine e
il makespan

> Questa struttura & la chiave per leggere il modello del capitolo,
i suoi rilassamenti e i suoi miglioramenti
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Variabili di assegnamento e variabile di makespan

» | modelli PLI dei problemi di scheduling su macchine parallele
usano l'insieme 7 = {1,2,..., m} delle macchine e una
variabile di assegnamento binaria xj, per ogni lavoro j € ¢
e ogni macchina h € /7.

» Una variabile continua Cax rappresenta il makespan: un
vincolo per ogni macchina impone che Cax sia almeno pari al

carico della macchina.

» La funzione obiettivo minimizza Cpax, quindi all’ottimo &
uguale al carico massimo.
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Modelli di assegnamento

| modelli di scheduling sono modelli di assegnamento
dei lavori alle macchine,
come i modelli di packing assegnano gli oggetti ai contenitori;

I'obiettivo min-max é linearizzato
con la variabile di makespan Cay.
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| membri della famiglia

> La tabella elenca i membri della famiglia, con il nome del loro
modello PLI e la sezione che lo scrive.

Problema Modello Variabili Sezione
P|| Cnax ILPp||Cpax Xjh binarie e Cnax con-  la successiva
tinua

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Riepilogo

Le variabili:

» Una variabile binaria di assegnamento x;j, per ogni lavoro j e
ogni macchina h

» Una variabile continua Cpay, il makespan

I vincoli e I'obiettivo:
» Un vincolo per ogni macchina: Cpax € almeno pari al suo carico

» Minimizzare Cyax lo rende uguale al carico massimo:
I'obiettivo min-max & linearizzato
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Un modello PLI per il

problema di scheduling

su macchine parallele
identiche
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Introduzione: Un modello PLI per P|| Cyax

» |l problema di questa sezione ¢ lo scheduling su macchine
parallele identiche (P||Cnax), definito nel capitolo «Problemi
di scheduling»

» Scriviamo il suo modello PLI, con le variabili di assegnamento
e la variabile di makespan

» Spieghiamo come la variabile di makespan é collegata ai carichi
delle macchine

» Infine, scriviamo e risolviamo il modello sull'istanza del capitolo
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| dati e le variabili

» Date m macchine identiche e un insieme ¢ = {1,2,...,n} di
n lavori, con tempi di processamento t;, indichiamo con
A ={1,2,...,m} 'insieme delle macchine.

Introduciamo le seguenti nm variabili binarie:

se il lavoro j é assegnato
Xjh = alla macchina h Vje #,VYhe A,

0 altrimenti
e una variabile continua non negativa:

Cinax = makespan della schedula.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 13/ 71 % S\‘/\‘"’”\\j/j\


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/

Il modello ILPp|c,...

Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare
intera (PLI) per il problema di scheduling su macchine parallele
identiche (P]|Cnax) € il seguente:

min  Crhax
soggetto a Z Xjp = 1, vjie 7,
he’
= ti%jh + Cmax > 0, Vhe A,

ji€s
xin € {0,1}, Vje 7, Vhe 2,

Cmax > 0.

Questo modello PLI si chiama modello ILPp|c,,,-
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Descrizione del modello

» La funzione obiettivo lineare min Cpax minimizza il makespan.

» | vincoli ), ,, xj» = 1 garantiscono che ogni lavoro sia
assegnato a esattamente una macchina (n vincoli lineari).

assegnamento con la variabile di makespan. In particolare,
garantiscono che il makespan sia maggiore o uguale al carico
di ogni macchina (m vincoli lineari).

» | vincoli — Zjef tixih + Cmax > 0 collegano le variabili di

» Infine, i vincoli xj, € {0,1} e Cnax > 0 definiscono le variabili
del modello PLI.
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Come fa la variabile di makespan
a diventare il carico massimo di una macchina?

Guardiamo il legame fra le variabili.
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Il legame fra le variabili (1/2)

» Per ogni macchina h, il makespan e il suo carico devono
soddisfare la relazione diretta

Crmax > Z tiXin,

j€s

che é imposta dal vincolo di carico della macchina h.

» Poiché il vincolo vale per ogni macchina, esso impone

Cinax > maX Z tiXp
jes
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Il legame fra le variabili (2/2)

» In ogni soluzione ottima vale I'uguaglianza.

» Infatti, se Cnax fosse maggiore del carico massimo, sostituendo
Cnax con il carico massimo tutti i vincoli di carico resterebbero
soddisfatti e il valore obiettivo diminuirebbe di una quantita
positiva, il che contraddice I'ottimalita.

» Quando a una macchina non é assegnato alcun lavoro, il suo
carico é zero.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Esempio: il modello ILPpyc,,.. (1/3)

» Consideriamo m = 3 macchine (# = {1,2,3}) e un insieme
F ={1,2,...,7} di 7 lavori (n =7), con i seguenti tempi di
processamento:

‘j:l j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=17

ti| 5 5 4 4 3 3 3

» E I'istanza di riferimento del capitolo «Problemi di
scheduling»; la chiamiamo I'istanza del capitolo.

> La slide seguente scrive il modello ILPp ¢, per questa
istanza.
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Esempio: il modello ILPpyc,... (2/3)

Il modello ILPpc,,, Per questa istanza e:

min  Crax

soggetto a x11 + x12 + X13
X1 + X22 + X23
X31 + X32 + X33
Xa1 + X2 + Xa3
X51 + X52 + X53
X1 1+ X62 + X63
X71 + X72 + X73
—5x11 —5x21 —4x31 —4x41 — 3x51 — 3 %61 — 3x71 + Cinax

\
O O 0O O KR KFHKEFE H FH B R

—5x12 —5x00 —4x30 — 4 x40 — 3 x50 — 362 — 3x72 + Crnax

AVARVARLY,

—5x13 —5x23 —4x33 — 4 X3 — 3X53 — 3x63 — 3x73 + Crnax

0,1}

X11, X125, X13, ..., X73
Cmax

€
>

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/

Esempio: il modello ILPpyc,... (3/3)

Una soluzione ottima (X, Cimax)(ILP pjc,,..) &

X11 = X31 = X2 = X420 = X53 = X63 = X73 = 1,

tutte le altre X, =0, Crnax = 9

> Assegna i lavori {1, 3} alla macchina 1, {2,4} alla macchina 2
e {5,6,7} alla macchina 3, con carichi 9, 9 e 9.

> Il valore ottimo z(ILPpc,,.) € 9, poiché raggiunge il lower

bound
gt
max {max tj, {ZJG/J
"

je m

“ } = max{5, [27/3]} = 9.
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Riepilogo

Il modello ILPpc,..:

» nm variabili binarie di assegnamento xj, e una variabile
continua di makespan Cpay

» n vincoli di assegnamento: ogni lavoro su esattamente una
macchina

» m vincoli di carico: Cnax € almeno pari al carico di ogni
macchina

Il legame fra le variabili:

> All'ottimo, Cnayx € uguale al carico massimo
L’istanza del capitolo:
» Lavori {1,3}, {2,4}, {5,6,7}, carichi 9, 9, 9:
Z(ILPPHCmaX) = 9
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Un primo rilassamento
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Introduzione: Un primo rilassamento lineare

» In questa sezione rilassiamo i vincoli binari del modello
ILPp| ¢, in vincoli di non negativita

» Stiamo minimizzando: il valore ottimo del rilassamento & un
lower bound sul makespan ottimo

» Scriviamo il rilassamento e il suo duale, e risolviamo entrambi
sull'istanza del capitolo

» Infine, dimostriamo che il valore ottimo del rilassamento &
> tj/m per ogni istanza
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Il modello LP-0pc, .,

Per ottenere un rilassamento lineare (LP) del modello ILPp ¢,
rilassiamo i vincoli xj, € {0,1} in vincoli di non negativita. |l

modello LP ottenuto ¢ il seguente:

min Crhax
soggetto a Z Xjh = 1, Vie 7
het
— > tixjn + Cmax > 0, Vhe A

j€es
xjp >0, Vje ¢, VheH

Cmax Z O

Questo modello LP si chiama modello LP-0p ¢,

max

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Esempio: il modello LP-0pc,,. (1/2)

Il modello LP-0pc,,,, per l'istanza del capitolo é:

min  Crax

soggetto a x11 + x12 + x13

Autore: Fabio Furini

Xo1 + Xo2 + X23
X31 + X32 + X33
Xa1 + Xa2 + Xa3
X51 + X52 + X53
X61 1 X62 1+ X63
X71 + X72 + X73

—5x11 —5x01 —4x31 —4x41 —3x51 — 3x61 — 3x71 + Cmax
—5x12 —5x0 — 4x30 — 4 x42 — 3x52 — 3X62 — 3x72 + Crnax
—5x13 —5x03 —4x33 — 4x43 — 3x53 — 3x63 — 3x73 + Crnax
X11, X125, X13, ..., X73
Cmax

Ottimizzazione combinatoria 26 /71
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Esempio: il modello LP-0pc,.. (2/2)

Una soluzione ottima (X, Crnax)(LP-0p|c,,..) &

1 o~
)?jh:§, VjEj,VhE%, Crnax = 9

Il valore ottimo z(LP-0pc,,.) € 9. Di conseguenza, abbiamo il
lower bound:
9 S Z(ILPPHCmaX)

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 27 /71 % S\N P23
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Le variabili duali

» Scriviamo ora il duale del modello LP-0p|c,,,-

» Usiamo una variabile duale libera 1 per ogni vincolo
Y heww Xjh = 1, cioé per ogni lavoro j € #.

» Usiamo una variabile duale non negativa 7, per ogni vincolo
— Zje/ tixjn + Cmax > 0, cioé per ogni macchina h € J7Z.
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Il modello D(LP-0pc,,.)

Usando una variabile duale libera 11 per ogni vincolo di
assegnamento e una variabile duale non negativa mj, per ogni
vincolo di carico, il modello duale del modello LP-0pc,,,, €&

maxXx Z uj
i€s
soggettoa u; —tjmp, <0, Vje 7, Vhe i,

Zﬂhﬁla

he
ni Z 0, vjie 7,
mh > 0, Yhe .

Questo modello LP si chiama modello D(LP-0pc,,,.)-
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Esempio: il modello D(LP-0pc,..) (1/3)

Il modello duale D(LP-0pc,,,) per I'istanza del capitolo e:

max i1 + pp + (43 + pa + ps + e + 7

soggettoa 3 —5m < 0
M1 —5m < 0
p1 — 573 < 0
p2 — 5y < 0
Ho — 5 < 0
Mo — 53 < 0
pu3 —4m < 0
3 — 4m2 < 0
p3 — 473 < 0
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Esempio: il modello D(LP-0pc,..) (2/3)

pa — 4y < 0
4 — 4o < 0
g — 43 < 0
ps — 37y < 0
ps — 32 < 0
ps — 33 < 0
M6 — 371 < 0
He — 32 < 0
e — 373 < 0
p7 — 3m < 0
p7 — 372 < 0
p7 — 373 < 0
mF+m+my <1

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Esempio: il modello D(LP-0pc,..) (3/3)

| domini delle variabili sono:

M1, K2, U3, M4, K5, K6, U7
T, T2, T3

IV AV

Una soluzione ottima (i, 7 )(D(LP-0p|c,...)) &

. . 5 . 4 - .
fil1 = fip = =, fi3 = fig = 3, [is = flg = fi7 =1,
3 3
~ . N 1
7T1:7T2:7T3:§

Il valore ottimo z(D(LP-0pc,,.)) € 9.
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Sull'istanza del capitolo,
il modello LP-0pjc,,,, € il suo duale
hanno lo stesso valore ottimo 9 = 27/3.

La proposizione seguente mostra che il valore ottimo
del rilassamento & > . t;/m per ogni istanza.
j
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Proposizione 1: Valore ottimo di LP-0p|c,.,

Per ogni istanza di P||Cyax,

e st

z(LP-0p|ic,..) = p

» L'idea della dimostrazione: costruiamo una soluzione primale
ammissibile e una soluzione duale ammissibile con lo stesso
valore obiettivo.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Dimostrazione (1/2)

» Poniamo xj, = 1/m per ogni lavoro e ogni macchina, e
poniamo
2je sl

m

Cmax -

» Ogni vincolo », ., xjs = 1 & soddisfatto, e ogni macchina ha
il carico indicato:

t;
€ J
E : tJ J el = Crax-

m
j€s

» Quindi questa & una soluzione primale ammissibile.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Dimostrazione (2/2)

» Nel duale, poniamo

1 t;
The=— VYhed, py=— Vje s

» | vincoli p1j — tjmy < 0 valgono all'uguaglianza, >, 7y =1, el
valore obiettivo duale &

t.l
Z i = JE/
j€s

» Per la dualita debole della PL, le due soluzioni sono ottime, e
il valore ottimo & il valore comune delle funzioni obiettivo.

O
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Riepilogo

Il rilassamento LP-0p|c,.,.:
» | vincoli binari diventano xj, > 0

» Sull'istanza del capitolo: Xj, = 1/3, Crmax = 9, quindi
9 S Z(ILPPHCmax)

Il duale D(LP_OPHCmaX):

» Una variabile libera 11; per ogni lavoro, una variabile non
negativa mp, per ogni macchina

» Sull'istanza del capitolo: valore ottimo 9

Il valore ottimo:
> z(LP-Opc,,.) = >, tj/m, con la primale xj, = 1/m e la duale
Th=1/m, pj = tj/m

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 37/ 71 % S\‘/\‘"’”\\j/j\
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Un secondo rilassamento
lineare
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Introduzione: Un secondo rilassamento lineare

» In questa sezione rilassiamo i vincoli binari nei bound
0<x<1

» Mostriamo che gli upper bound non cambiano il rilassamento,
e scriviamo il suo duale

» Poi studiamo la qualita del bound LP: quanto pud essere
lontano dal valore ottimo, e un esempio di gap di integralita

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Il' modello LPpc,,,

Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPpc,...
rilassiamo i vincoli xj, € {0,1} nei bound 0 < xj, < 1. Il modello
LP ottenuto ¢ il seguente:

min  Chax
soggetto a Z Xjp =1, vVie 7,
hest
_thxjh+CmaX20, Vh e I,

jes
xpn <1, Vje ¢Z,Vhe A,
xp >0, Vje 7, Vhe A,
Cmax > 0.

Questo modello LP si chiama modello LPpc,.,
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Gli upper bound non cambiano il rilassamento

» | vincoli xj, < 1 non cambiano il rilassamento: per i vincoli
> heww Xih = 1 & xjnp > 0, ogni x;jp, vale al piu uno.

» Quindi

Yic st
2(LPpyc,,) = 2(LP-0p|c,,.) = ==L 2.
m

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Esempio: il modello LPpyc,. (1/2)

Il modello LPpc,,, per 'istanza del capitolo é:

min  Crmax

soggetto a x11 + X12 + x13

Autore: Fabio Furini

X21 + X22 + X23
X31 + X32 + X33
X41 + Xa2 + Xa3
X51 + X52 + X53
X61 + X62 + X63
X71 + X72 + X73

—5x11 —5x01 — 4x31 —4x41 — 3x51 — 3X61 — 3x71 + Crnax
—5Xx12 = 5x00 —4x32 — 4 xa2 — 3 x52 — 3X62 — 3x72 + Crnax
—5x13 —5x03 — 4x33 — 4x43 — 3x53 — 3X63 — 3x73 + Crnax
X11, X12, X13, ..., X73
X11, X12, X13, ..., X73
CmaX
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Esempio: il modello LPpyc, .. (2/2)

Una soluzione ottima (X, 6max)(LPP||CmaX) é la soluzione
dell’esempio del modello LP-0p ¢, ..

1 ~
)?jhzga Vj€j7Vh€%a Cnax =9

Il valore ottimo z(LPpc,..) € 9. Di conseguenza, abbiamo lo
stesso lower bound.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Le variabili duali

» Scriviamo ora il duale del modello LPpc,.,.-

» Usiamo una variabile duale libera 1 per ogni vincolo
D ohew Xjh = 1.

» Usiamo una variabile duale non negativa 7, per ogni vincolo
- Zje(j thjh + Cmax > 0.

» Usiamo una variabile duale non positiva )\, per ogni vincolo
Xjp < 1.
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Il modello D(LPpyc,..)

Usando queste variabili duali, il modello duale del modello LPpc,.,
é:
ma Yt Y Y
je g JjeF hest

soggettoa pj —tmp+Ajp <0, Vje #, Vhe 2,

Zﬂhﬁla

hes#
i Z 0, vje 7,
Th > 0, Vhe A,
Ain <0, Vje #,Vhe .

Questo modello LP si chiama modello D(LPpc,..)-
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Esempio: il modello D(LPpyc,..) (1/3)

Il modello duale D(LPpc,,,) per I'istanza del capitolo e:

max iy + p2 + p3 + pa + ps + pe + g7 + A

soggetto a

Autore: Fabio Furini

FA12 + A1z 4+ Ao1 + Ao+ Aoz + 31 + Azp + Asz
+A41 + Aa2 + Aaz + Asp + As2 + Asz + Ae1 + Ae2
+X63 + A71 + Ar2 + Ar3

p1 =571+ A <
g1 — 572+ A1z <
p1 —5m3 + A3 <
po — 571 + A2 <
p2 — 52+ A2 <
p2 —5m3 + A3 <
3 — 47+ Asy <
H3 — 4m 4+ A3 <
p3 — 43+ Az3 <
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Esempio: il modello D(LPpyc,..) (2/3)

pa—4m+r1 <0
o —4ma+Adpp <0
e —4m3+Xdz <0
ps —3m1+As1 <0
ps —3ma+ A2 <0
ps —3m3+ A3 <0
e —3m+X1 < 0
e —3m+ X2 < 0
e —3m3+Xez3 <0
pr —3m+An <0
pr—3ma+A2 < 0
pr —3m+A;z < 0
T + T + 73 < 1
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Esempio: il modello D(LPpyc,..) (3/3)

| domini delle variabili sono:

p1, p2, {13, Has [is, pe, iz = O
1, M2, T3 > 0
A11, A12, A13, ..., A73 < 0

Una soluzione ottima (i, 7, A)(D(LPpjc,,.)) € la soluzione
dell’esempio del modello D(LP-0pc,,,) con S\J-h = 0 per ogni
lavoro e ogni macchina:

5

/11:/12:5, fis = Jia = 3, fis = fie = fir =1,
- . . 1 5
7T1:7T2:7T3:§, Ajp =0
II'valore ottimo z(D(LPpjc,..)) € 9
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Alcune proprieta teoriche importanti

Quanto & buono il bound LP } t;/m?

Lo confrontiamo con il valore ottimo z(ILPpc,..):
prima un rapporto nel caso peggiore, valido per ogni istanza,
poi istanze che lo raggiungono,

e infine un esempio di gap di integralita.
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Proposizione 2: Rapporto nel caso peggiore del bound

LP

Per ogni istanza di P||Cyax,

Z(LPp| Cpax)

>
Z(ILPp|Cpa) —

1
o

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Dimostrazione

> Assegnando ogni lavoro a una sola macchina otteniamo una
schedula ammissibile di makespan }_; t;.

> QUIndI Z(ILPPHCmax) S ZJ tj

» Per la Proposizione 1,

Z(LPp Crax) S z,ﬁ, 1
z(ILPpc,.) — 225t m

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Proposizione 3: Il rapporto 1/m é raggiunto asintotica-

mente

Per un numero fissato m > 2 di macchine, esistono istanze
per cui
z(LPpjc,..) 1
-
Z(ILPPHCmax) m

» L'idea della dimostrazione: un lavoro molto lungo impone un
makespan grande, mentre il bound LP lo distribuisce sulle m
macchine.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/

Dimostrazione (1/2)

» Per M € Z>», consideriamo un lavoro di tempo di
processamento M e m lavori di tempo di processamento uno.

» Il lavoro lungo da solo impone z(ILPpc,..) > M.

» La schedula che assegna il lavoro lungo da solo alla macchina
1 e gli m lavori unitari alle altre m — 1 macchine ha carichi al
pid 2 < M, quindi il makespan M & ammissibile.

» Quindi
Z(ILPPHCmax) = M

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 53 /71 % S\N’”\W\
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Dimostrazione (2/2)

» La Proposizione 1 da

2(LPpjcp) = —

» Di conseguenza,

Z(LPPIICmax) i 1 1 1
—— = |m =+ — | =
M—+o0 z(ILPpyc,..) M—tooc \m M
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Esempio: un gap di integralita
» Consideriamo due macchine e tre lavori con tempi di
processamento (3, 3,2).
» La Proposizione 1 da z(LPpc,..) = 8/2 = 4.

» In ogni schedula intera una macchina esegue almeno due dei
tre lavori, quindi il suo carico & almeno 3 + 2 = 5; la schedula
{3,2}, {3} lo raggiunge, quindi z(ILPpc,,.) = 5.

» L'assegnamento frazionario

1 .
X1=Xz=5 V€ {1,2,3}

ha carico quattro su entrambe le macchine, mentre |I'ottimo
intero ha carichi cinque e tre.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 55 /71 % S\N’”\W\


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/

Riepilogo (1/2)

Il rilassamento LPpc,,.:
» | vincoli binari diventano 0 < xj, <1

» Gli upper bound sono impliciti:
z(LPpjc,..) = 2(LP-0pjc,,.) = >_; tj/m

Il duale D(LPPHCmax):
» Una variabile non positiva Aj, in pit per ogni upper bound
> Sull'istanza del capitolo: la soluzione duale di D(LP-0pc,.,)
con Aj, = 0, valore ottimo 9
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Riepilogo (2/2)

La qualita del bound LP:
» Per ogni istanza, z(LPpc,,.)/z(LPp|c,..) = 1/m

» |l rapporto 1/m é raggiunto asintoticamente: un lavoro lungo
di lunghezza M e m lavori unitari, con M — +o00

Un gap di integralita:

» Due macchine e lavori (3,3,2): bound LP 4, valore ottimo 5

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 57 /71 % S\N’”\W\
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Considerazioni
aggiuntive
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Introduzione: Considerazioni aggiuntive

> In questa sezione aggiungiamo vincoli al modello ILPp|c, ..

» Due disuguaglianze valide: rafforzano il modello, poiché il
bound LP da solo ignora il lavoro piu lungo e l'integralita del
makespan

» Vincoli che preservano |'ottimalita: le macchine sono
identiche, e questi vincoli riducono le rinumerazioni equivalenti
delle macchine

» Vediamo anche quando questi vincoli non eliminano nulla

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 59 / 71 % S\{\"’”\WA
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Una disuguaglianza valida per ogni lavoro

» Per ogni lavoro j, la disuguaglianza
C.max > tj

¢ una disuguaglianza valida per il modello ILPp| ¢,

» In ogni schedula intera, il lavoro j & assegnato a una macchina,
il cui carico, e quindi il makespan, vale almeno t; (n vincoli
lineari).

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Una disuguaglianza valida dal carico medio

» La disuguaglianza

Yje st
Crnax > ~ies
m
é anch'essa una disuguaglianza valida per il modello
ILP p Crax-

> Gli m carichi delle macchine hanno somma 3 t;, quindi il loro
massimo vale almeno la loro media ed é intero in ogni schedula
intera (un vincolo lineare).

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Vincoli che preservano |'ottimalita

» Le macchine sono identiche. | vincoli
ththZ thxj,thl Vhe{1,2,...,m—1}
et jes
sono vincoli che preservano I'ottimalita.
» Non sono validi per ogni assegnamento ammissibile, ma le

macchine di ogni schedula si possono rinumerare in modo che i
carichi siano non crescenti, senza cambiare il makespan.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Quando la simmetria non viene rotta

» Questi vincoli eliminano le rinumerazioni equivalenti delle
macchine solo quando i carichi sono distinti.

» Con carichi uguali non ne eliminano nessuna.

» Nell'istanza del capitolo tutte le schedule ottime hanno carichi
9,9, 9, e tutte le 12 soluzioni ottime del modello li soddisfano.
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Riepilogo

Disuguaglianze valide:
» Cnax > tj per ogni lavoro j (n vincoli)
> Cmax > [>_; tj/m] (un vincolo)

Vincoli che preservano I'ottimalita:

» Carichi delle macchine non crescenti: non validi per ogni
assegnamento, ma ogni schedula si pud rinumerare in modo da
soddisfarli

» Eliminano le rinumerazioni solo quando i carichi sono distinti
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Errori tipici

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Introduzione: Errori tipici

» In questa sezione raccogliamo gli errori pit comuni sulle
formulazioni di P|| Gnax

» Riguardano il bound LP, I'arrotondamento, i vincoli di
simmetria, il verso dei vincoli di carico e gli indici delle variabili

» Riconoscerli aiuta a scrivere e usare il modello correttamente
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Errori tipici (1/2)

Osservazione 1: Attenzione

> Usare solo il bound LP. Il valore }; tj/m ignora il
lavoro piu lungo: con un lavoro molto lungo é molto piu
piccolo del valore ottimo. Bisogna aggiungere la
disuguaglianza valida Crax > t;.

» Dimenticare I'arrotondamento per eccesso. Tutti i
tempi di processamento sono interi, quindi Cnay € intero
in ogni schedula intera: il lower bound é [, t;/m].

» Credere che i vincoli di simmetria eliminino tutte
le soluzioni equivalenti. Eliminano le rinumerazioni
delle macchine solo quando i carichi sono distinti; con
carichi uguali non ne eliminano nessuna.
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Errori tipici (2/2)

Osservazione: Attenzione

» Dimenticare il verso dei vincoli di carico. | vincoli
= Zje/ tixjh + Cmax > 0 limitano Cnax dal basso: € la

minimizzazione che rende Cnax uguale al carico
massimo.

» Confondere gli indici. La variabile xj, ha il lavoro j
come primo indice e la macchina h come secondo.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Riepilogo

Bound:

» |l bound LP da solo ignora il lavoro pit lungo: si aggiunge
Cmax > tj

> Arrotondare per eccesso: il lower bound e [}~ t;/m]

Il modello:

» | vincoli di simmetria non eliminano le rinumerazioni con
carichi uguali

» | vincoli di carico limitano Cnax dal basso; il resto lo fa la
minimizzazione

» In xj5: prima il lavoro, poi la macchina

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria
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Riepilogo del capitolo (1/2)

» Il modello ILPpj .. ha n- m variabili di assegnamento x;, e la
H max J
variabile di makespan Cyayx, collegate da un vincolo di carico
per ogni macchina.

» |l rilassamento lineare ha valore ottimo
z(LPp| o) = Zj tj/.m, raggllunto asseghando ogni lavoro
con valore 1/m a ogni macchina; la soluzione duale &
T = 1/m e ﬂj = tj/m.

» Il rapporto fra z(LPpjc,..) € Z(ILPpc,.,) vale almeno 1/m,
e 1/m é raggiunto asintoticamente.

» Le disuguaglianze valide Crax > tj e Grax > [ZJ tj/m]
rafforzano il modello.

Autore: Fabio Furini Ottimizzazione combinatoria 70 / 71 % S\{\"’”\WA


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/

Riepilogo del capitolo (2/2)

Quadro riassuntivo dell’istanza del capitolo (m = 3,
t =(5,5,4,4,3,3,3)). Lower bound sul valore ottimo 9:

Bound Valore Da
Rilassamento lineare 9 >.it/m=27/3
Disuguaglianze valide 9 max{5, [27/3]}
Valore ottimo 9 carichi 9, 9, 9

Sull'istanza del gap di integralitda (m =2, t = (3,3,2)) il bound LP
vale 4 e il valore ottimo & 5.
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