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Capitolo 16

Principi della programmazione dinamica

Esercizio 16.1 — Sottostruttura ottima e sottoproblemi sovrapposti: il problema

dello zaino 0/1
Consideriamo il problema dello zaino 0/1 con n = 4 oggetti e capacita ¢ = 8:
n n
max{ijmj : ijwj <ec, z; €{0,1}, j= 1,...,71}7
j=1 j=1

con 1 dati

\jzl j=2 j=3 j=4

3 ) 4 )
2 4 3 3

pj

wj

Per j € {0,...,n} e k € {0,...,c}, sia v(j, k) il valore ottimo con i soli oggetti 1,...,j e
capacita k.

Domande

1. Verificare la sottostruttura ottima: se una soluzione ottima del sottoproblema (j, k)
prende l'oggetto j, che cosa si puod dire della sua restrizione agli oggetti 1,...,7 — 17
Scrivere la ricorrenza per v(j, k) e i casi base.

2. Calcolare v(4,8) dall’alto verso il basso (top-down) ed elencare, per ogni j, i sotto-
problemi (j, k) che la ricorsione genera. Quali sono generati pitt di una volta? Quale
proprieta mostra questo fatto?

3. Riempire riga per riga la tabella di memorizzazione di v(j, k), memorizzando in s(j, k)

se 'oggetto j & preso (1) oppure no (0); un pareggio si risolve a favore del non
prenderlo.

4. Ricostruire una soluzione ottima dalla tabella s.
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Soluzione

1. La sua restrizione & una soluzione del sottoproblema (j — 1,k — w;), e deve essere
ottima: una migliore, pit l'oggetto j, batterebbe la soluzione ottima di (j,k). Se
l'oggetto j non ¢ preso, la restrizione ¢ ottima per (j — 1, k). Quindi:

( \

max{v(j — 1,k), pj+v(j — 1,k —w;)} sej>1, w; <k,
v(g k) =< v(j—1,k) se j>1, w; >k,

0 se 5 =0.

|\ J

2. Ogni chiamata (j, k) genera (j — 1,k) e, se w; <k, (j — 1,k —w;):

,6), (0,4), (0,2), (0,5), (0,3), (0,1), (0,5), (0,3), (0,1), (0,2),
0,0 (ripetutl. (0,1), (0,2), (0,3), (0,5));

o j=4: (4,8);

e j=3:(3,8),(3,5);

o j=2:(2,8),(2,5), (2,5), (2,2) (ripetuti: (2,5));

o j=1: (1,8), (L,4), (1,5), (1,1), (1,5), (1,1), (1,2) (sipetutic (1,1), (1,5));
j=0 »
(0,0)

La ricorsione esegue 26 chiamate per 19 sottoproblemi distinti: i sottoproblemi si so-
vrappongono (gli oggetti 3 e 4 hanno lo stesso peso). Una tabella di memorizzazione
calcola ogni valore una sola volta.

3. Le tabelle v e s sono:

v(j,k) [k=0 123 456 7 8
j= 0 0000000 O
j=1| 0 0333333 3
j= 0 033558 8 8
j=3| 0 0345789 9
j=4| 0 035589 10 12

p=0) - - - - - - - -
j=1 0 01111111
j=2 0 00011111
j=3 0 00101011
j=4 0 00101111

Per esempio v(3,7) = max{v(2,7), 4+ v(2,4)} = max{8,9} = 9.
4. Partendo da (4, 8):

s(4,8) = 1: T'oggetto 4 é preso, andare a (3,8 — 3) = (3,5);
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e 5(3,5) = 1: loggetto 3 & preso, andare a (2,5 — 3) = (2,2);
e 5(2,2) = 0: 'oggetto 2 non ¢é preso, andare a (1,2);
e s5(1,2) = 1: T'oggetto 1 ¢ preso, andare a (0,2 — 2) = (0,0);

La soluzione ottima ¢ {1,3,4}, di peso 2+3+3 =8 <8 e profitto 3+4+5=12 =
v(4,8). Le celle visitate:

v(j,k) [k=0 123 456 7 8
j=0[0000000 0 0
j=1]1 0 083333 3 3
j=2| 0 033558 8 8
j=3] 0 03 45M8 9 9
j=4| 0 035589 1012

v(4,8) = 12 con gli oggetti {1, 3,4}; la ricorsione top-down esegue 26 chiamate per 19
sottoproblemi distinti, la tabella di memorizzazione ha (n + 1)(c + 1) = 45 celle.

Esercizio 16.2 — Scrivere una ricorrenza: il subset sum tramite le somme

raggiungibili

Dati n = 5 oggetti con pesi interi w; e una capacita ¢ = 30, la versione di ottimizzazione
del problema del subset sum chiede un sottoinsieme di oggetti di peso totale massimo
che non superi c:

n n
max{ijmj: ij:lrjgc, xz; € {0,1}, jzl,...,n}.

j=1 Jj=1
The data are

\jzl j=2 j=3 j=4 j=5

w; |6 9 11 4 17

Per j € {0,...,n}, sia R; l'insieme delle somme raggiungibili: i totali & < ¢ dei
sottoinsiemi di {1,...,7}.

Domande

1. Scrivere una ricorrenza per R;, distinguendo se 'oggetto j ¢ usato, con il caso base.
Come si legge il valore ottimo z da R,?

2. Calcolare Ry, ..., R,. Per ogni somma raggiungibile, memorizzare il primo indice j
tale che essa appartiene a R;.

3. Ricostruire una soluzione ottima.

4. Prendere gli oggetti in modo greedy per peso non crescente, finché entrano. 1l risultato

& ottimo?
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Soluzione

1. Un sottoinsieme di {1,...,j} o non contiene l'oggetto j, e allora il suo totale ¢ in
R;_1, o lo usa, e allora il suo totale ¢ k + w; con k € R;_1. Quindi:

o Ri_1U{k4+wj: keRj_1, k+wj <c} sel<j<n,
Tl se j =0,
z=max{k: k€ R,}.

E il KP con pj = wj, scritto con insiemi di valori raggiungibili.

2. Lariga j elenca solo le somme nuove; una somma appartiene a R; se compare in una

riga < j:
J ‘ w; ‘ somme di R; che non sono in R;_;
0| — 10
116 |6
219 (915
3| 11 | 11,17,20,26
4| 14 | 14,23,25,29
5|17 | 28

Quindi |R5| = 13 e z = max R5 = 29.

3. Una somma k che compare per la prima volta in I; usa 'oggetto j, e k — w; sta in
Rj_li

e 29 compare per la prima volta in R4: 1'oggetto 4 é preso, andare a 29 — 14 = 15;
e 15 compare per la prima volta in Ry: 'oggetto 2 é preso, andare a 15 — 9 = 6;

e 6 compare per la prima volta in R;: I'oggetto 1 é preso, andare a 6 — 6 = 0;
La soluzione ottima ¢ {1,2,4}, di totale 6 + 9 + 14 = 29 < 30.

4. La scelta greedy prende gli oggetti 5, 3, di totale 11 + 17 = 28 < 29: non é ottima.

z = 29 con gli oggetti {1,2,4}; le somme raggiungibili sono 13, mentre i sottoinsiemi
sono 2° = 32. La scelta greedy per peso da solo 28.

Esercizio 16.3 — Riusare una ricorrenza: due macchine parallele tramite il

subset sum

Nel problema P2||Cpax, n = 6 lavori con tempi di processamento interi p; sono assegnati a
2 macchine identiche, e si minimizza il makespan Ch,,x, il carico massimo di una macchina:
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\jzl j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

pi| 13 11 10 5 4 3

Siano P = Zj pj = 46 e L il carico della macchina 1.

Domande

1. Esprimere Cpax in funzione di L. Mostrare che minimizzare Ch,ax equivale alla ver-
sione di ottimizzazione del problema del subset sum, con capacita | P/2], e scrivere
la ricorrenza delle sue somme raggiungibili.

2. Calcolare le somme raggiungibili Ry, ..., R,.
3. Ricostruire un assegnamento ottimo e il suo makespan.

4. Confrontare con la regola LPT: lavori per p; non crescente, ciascuno sulla macchina
meno carica.

- J

Soluzione

1. La macchina 2 riceve P — L, quindi Cyax = max{L, P — L} > P/2. A meno di
scambiare le macchine possiamo supporre L < P/2; e allora Cpax = P — L € minimo
quando L € massimo: un problema del subset sum con capacita ¢ = [46/2| = 23 e
pesi pj:

= Ri_1U{k+pj: ke Rj_1, k+p; <c} sel<j<n,
Tl se j =0,
z=P—max{k: k€ R,}.

2. La riga j elenca solo le somme nuove:

J ‘ Dj ‘ somme di R; che non sono in R;_;
0| —10

111313

2011 |11

3| 10 | 10,21,23

4| 5 | 5,15,16,18

5| 4 | 4,9,14,17,19, 20,22

6] 3 |3,78,12

La somma raggiungibile massima € L = 23, e il makespan ottimo é z = 46 — 23 = 23,
uguale al lower bound [P/2] = 23.

3. e 23 compare per la prima volta in R3: 1'oggetto 3 € preso, andare a 23 — 10 = 13;

e 13 compare per la prima volta in R;: 'oggetto 1 é preso, andare a 13 — 13 = 0;

La macchina 1 riceve i lavori {1,3} (carico 13 4+ 10 = 23), la macchina 2 i lavori
{2,4,5,6} (carico 11 +5+ 4 + 3 = 23).
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4. LPT assegna alle macchine i lavori {1,4,5} e {2,3,6}, con carichi 22 e 24: makespan
24 > 23, non ottimo.

Il makespan ottimo & z = 23, con i lavori {1,3} sulla macchina 1 e {2,4,5,6} sulla
macchina 2; LPT da 24.

Esercizio 16.4 — Cammino minimo in una rete a livelli

Cerchiamo un cammino minimo da s a t nella rete orientata G = (N, A) qui sotto, in cui

ogni arco (7,j) € A ha un costo ¢;;:

Per ogni nodo i, sia v(4) il costo di un cammino minimo da i a ¢.

Domande

1. Verificare la sottostruttura ottima: se un cammino minimo da s a t passa per il nodo
i, che cosa si puo dire della sua parte da ¢ a t? Scrivere la ricorrenza per v() e il caso
base.

2. Quali valori v(i) servono a pit di un nodo? Quale proprieta della PD mostra questo
fatto?

3. Calcolare i valori v(i) a ritroso, da ¢ a s, memorizzando in s(i) il successore di i sul
cammino migliore (i pareggi si risolvono a favore del nodo elencato per primo).

4. Ricostruire il cammino minimo e confrontarne il costo con ’enumerazione di tutti i

cammini.
\\ J

Soluzione

1. La parte da 7 a t deve essere un cammino minimo da 7 a ¢: uno piu corto darebbe un

cammino piu corto da s a t. Il primo arco uscente da ¢ va in un successore j, quindi:

0 se 1 =t.

o(i) = { min{c;; +v(j) : (4,)) € A} sei #t,

2. I valori v(b1), v(b2), v(b3) servono ai nodi ap,as2,as che puntano a essi: v(b1) a 2
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nodi, v(b2) a 3 e v(b3) a 2. I sottoproblemi si sovrappongono: con una tabella di
memorizzazione ogni valore si calcola una sola volta.

3. I valori, a ritroso da t:

S
—

~.
N2

VA

nodo 14 ‘ cij +v(j) per (i,5) € A

(4)

t N

bs 2+0=2

) 3+0=3

b1 6+0=6

as 243=5,34+2=5

as 7T+6=13,44+3=7,6+2=28
ai 3+6=9,6+3=9

s 449=13,2+7=9,5+5=10

© © J Ut o WO
=
\¥]

4. Seguendo la tabella s a partire da s: s — ag — be — ¢, di costo 24+4+3 =9 = v(s):

O D

La rete ha 7 cammini da s a ¢; la loro enumerazione da lo stesso cammino ottimo,
I'unico di costo 9.

v(s) =9, con il cammino minimo s — ags — be — ¢; 1 valori dei nodi by, si calcolano una
volta e si usano piu volte.

Esercizio 16.5 — Una tabella a due indici: il problema dello zaino a scelta

multipla

Nel problema dello zaino a scelta multipla gli oggetti sono partizionati in classi
H1,-..5 Fq, e si sceglie esattamente un oggetto per classe, con peso totale al piu c e
profitto totale massimo:

q q

max{z Z pjT; Z Z wirj < ¢, Z ;=1 h=1,...,q, g:je{(),1}},

h=1j€_# h=1j€_#p JEIn

Quig=3,c=10¢e
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classe ‘ 1 e s
i |1 2 3|4 5 6|7 8 9
wi |2 3 5|1 4 6|2 3 4
Dj 3 5 8|12 6 9|4 5 7
Per h € {0,...,q} e k € {0,...,c}, sia v(h, k) il valore ottimo con le sole classi _#1,..., 7}
e capacita k (v(h,k) = —oo se non esiste una scelta ammissibile).
Domande

1. Scrivere la ricorrenza per v(h, k), decidendo quale oggetto della classe _#}, si sceglie,
e i casi base. Perché vale la sottostruttura ottima?

2. Riempire riga per riga la tabella di v(h, k), memorizzando in s(h, k) 'oggetto scelto
nella classe _7p,.

3. Ricostruire una soluzione ottima.

4. Senza nuovi calcoli, indicare il valore ottimo per ogni capacita k& < 10. Qual ¢ la
capacita pill piccola con una soluzione ammissibile?

. J

Soluzione

1. Se l'oggetto j € _#, & scelto in una soluzione ottima di (h,k), gli oggetti di
J1,-.., Zn—1 formano una soluzione ottima di (h — 1,k — w;): una migliore
migliorerebbe l'intera soluzione. Quindi:

v(h, k) =

max{p; +v(h— 1,k —w;): j€ Zn, wj <k} seh>1,
0 se h =0,

dove il massimo di un insieme vuoto é —oo.

2. Le tabelle v e s sono:

v(h,k) | k= 1 2 3 4 56 7 8 9 10
h=0] 0 0O 0 0 0 00 0 0 0 0
h=1| -0 -0 3 5 5 8 8 8 8 8 8
h=2| —00 —00 —00 5 7 7 10 11 12 14 14
h=3 9

—00 —00 —00 —00 —O00 11 12 14 15 17
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3. Partendo da (3,10):

e 5(3,10) = 9: oggetto 9 della classe _#3, andare a (2,10 — 4) = (2,6);
e 5(2,6) = 4: oggetto 4 della classe #>, andare a (1,6 — 1) = (1,5);
e 5(1,5) = 3: oggetto 3 della classe _#1, andare a (0,5 —5) = (0,0);

La soluzione ottima ¢ {3,4,9}, di peso 5+ 1+4 = 10 < 10 e profitto 8 +24+7 = 17 =
v(3,10). Le celle visitate:

v(h,k)[k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h=0["0 0O 0 0 0 00 0 0 0 O
h=1| —00c -0 3 5 5 88 8 8 8 8
h=2| —00 —00 —o0 5 7 7011 12 14 14
h=3| -0 - —-o00 —o —oo 9 11 12 14 1517

4. La riga h = 3 da il valore ottimo per ogni capacita k < 10: vale —oco per k < 5, e la
capacita ammissibile pit piccola é 5, la somma dei pesi minimi delle classi.

v(3,10) = 17 con gli oggetti {3,4,9}, uno per classe; la tabella ha (¢ +1)(c+1) = 44
celle, mentre le scelte sono 27.
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Capitolo 17

PD per il problema dello zaino 0/1

Esercizio 17.1 — L’algoritmo di PD bottom-up per il KP (4 oggetti, ¢ = 6)

Consideriamo la seguente istanza del KP, in cui lo zaino ha capacitd ¢ = 6 e i profitti e i
pesi degli oggetti sono:

<.
Il

=~ oo | W
Ut O |

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2y) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Voperazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di k.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 12


https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

k ‘ v[7][k] ‘ s[J][k] ‘ Azione

0
0
0
0
0
0
0

v
v
v
v
v
v
v

+—1
—1
—1
—1
+—1
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

o[f]k] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
j=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 6 6 6 6 6
j=2 0 0 6 7 7 13 13
ji=3 0 0 6 7 8 13 14
j=4 0 0 6 7 8 13 14
Questa ¢ la matrice s dopo 'esecuzione dell’algoritmo di PD:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
7=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1
j= 0 0 0 1 1 1 1
j= 0 0 0 0 1 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0
2. Abbiamo la seguente matrice s:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
j=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 1 1 1
i=3 0 0 0 0 1 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j = 4 e kK = 6 come segue:

Quindi il vettore

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][k] ‘ z[1] =z[2] z[3] z[4] ‘ Azione
- - - - 0 0 0 0 k=6
1 416 0 0 0 0 0 | nessun aggiornamento
2 3|6 1 0 0 1 0|28« 1,k+6—-4=2
3 2|2 0 0 0 1 0 | nessun aggiornamento
4 112 1 1 0 1 0|z[l]«1,k+<2-2=0
(1,0,1,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[4][6] = 14.

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 17.2 — L’algoritmo di PD bottom-up per il KP (4 oggetti, c =7)

Consideriamo la seguente istanza del KP, in cui lo zaino ha capacitd ¢ = 7 e i profitti e i
pesi degli oggetti sono:

[j=1 j=2 j=3 j=4

10 11
5 6

W
ot

pj
Wj

\)
w

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,zy) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e I'operazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di k.

j k| olllk] | sk | Adone

0 0| 0 0 | v[0][0] « 0, s[0][0] « 0

0 1| o 0 | v[0][1] « 0, s[0][1] « 0

0 2 0 0 v[0][2] +— 0, s[0][2] - O

0 3] o0 0 | v[0][3] « 0, s[0][3] + 0

0 4 0 0 v[0][4] « 0, s[0][4] « O

0 5 0 0 v[0][5] < 0, s[0][5] « O

0 6| 0 0 | v[0][6] « 0, s[0][6] « O

0o 7] o0 0 | w[0][7] « 0, s[0][7] 0

1 0 0 0 k < wq: v[1][0] < v[0][0] = 0, s[1][0] <~ O
1 1 0 0 k < wq: v[1][1] <= v[0][1] = 0, s[1][1] - O
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

o[f]k] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 4 4 4 4 4 4
j=2 0 0 4 5 5 9 9 9
j=3 0 0 4 5 5 10 10 14
j=4 0 0 4 5 5 10 11 14

Questa ¢ la matrice s dopo 'esecuzione dell’algoritmo di PD:

slilk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=1
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 1 1 1 1
j= 0 0 0 0 0 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 1 0
2. Abbiamo la seguente matrice s:
slilk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=1
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 1 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =4 e kK = 7 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][k] ‘ z[1] =z[2] z[3] z[4] ‘

Azione

Autore: Fabio Furini

- - - - 0 0 0 0 k=17
1 417 0 0 0 0 0 | nessun aggiornamento
2 317 1 0 0 1 0|28« 1,k«T7T—-5=2
3 2|2 0 0 0 1 0 | nessun aggiornamento
4 112 1 1 0 1 0|z[l]«1,k+<2-2=0
Quindi il vettore
(1,0,1,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo ¢
v[4][7] = 14.
(. J
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Esercizio 17.3 — L’algoritmo di PD bottom-up per il KP (5 oggetti, ¢ = 8)

Consideriamo la seguente istanza del KP, in cui lo zaino ha capacitd ¢ = 8 e i profitti e i
pesi degli oggetti sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5

10
6

w
B~
0]
oo

Dj
Wj

—
w
N
ot

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,zy) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e I'operazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di k.

i k| ojllk] | sls]k] | Azione

0 0| o 0 | w[0][0] + 0, s[0][0] < O
0 1| 0 0 | w[0][1] + 0, s[0][1] < O
0 2| 0 0 | v[0][2] « 0, s[0][2] + O
0 3| 0 0 | v[0][3] « 0, s[0][3] <~ O
0 4| 0 0 | v[0][4] < 0, s[0][4] < O
0 5| 0 0 | w[0][5] < 0, s[0][5] < O
0 6| 0 0 | v[0][6] < 0, s[0][6] < O
0 71 0 0 | w[0][7] < 0, s[0][7] < O
0 8| 0 0 | v[0][8] « 0, s[0][8] < O
1 0] 0 | 0 |k<w:o[1]0]« v[0][0] =0, s[1][0] + 0
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

o[jlk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 3 3 3 3 3 3 3 3
j=2 0 3 3 4 7 7 7 7 7
j=3 0 3 3 4 8 11 11 12 15
j=4 0 3 3 4 8 11 11 12 15
j=5 0 3 3 4 8 11 11 13 15

Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 1 1 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0 1 0
2. Abbiamo la seguente matrice s:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
] =2 0 0 0 1 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 1 1 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =5 e k = 8 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[i][k] ‘ z[1] z[2] =z[3] =[4] z[5] ‘ Azione
= - - - 0 0 0 0 0 k=38
1 518 0 0 0 0 0 0 | nessun aggiornamento
2 418 0 0 0 0 0 0 | nessun aggiornamento
3 318 1 0 0 1 0 0| z[8]+1,k+8—-4=4
4 24| 1 OB 1 0 0|z« 1,k<4-3=1
5 11| 1 1 1 0 0|z« ke1-1=0
Quindi il vettore
(1,1,1,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo ¢
v[5][8] = 15.
(. J
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Esercizio 17.4 — L’algoritmo di PD bottom-up per il KP (5 oggetti, c =9)

Consideriamo la seguente istanza del KP, in cui lo zaino ha capacitd ¢ = 9 e i profitti e i
pesi degli oggetti sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5

10 13
6 7

ot
(@)
Ne)

Dj
Wj

[\
e
ot

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,zy) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e V'operazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di k.

ik | oljllk] | sls]k] | Azione

00| o 0 | v[0][0] 0, s[0][0] < O
0 1| o0 0 | v[0][1] « 0, s[0][1] « O
0 2| 0 0 | v[0][2] « 0, s[0][2] < O
03[ 0 0 | v[0][3] + 0, s[0][3] « O
0 4 o0 0 | v[0][4] « 0, s[0][4] < O
0 5[ 0 0 | v[0][5] « 0, s[0][5] < O
0 6| 0 0 | v[0][6] « 0, s[0][6] < O
0 7] o0 0 | v[0][7] « 0, s[0][7] « O
0 8| 0 0 | v[0][8] + 0, s[0][8] + 0
0 9 o0 0 | v[0][9] « 0, s[0][9] < O
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5 9| 18 | 1 | p[5]+v[4][2] =13+45 > v[4][9] = 15: v[5][9] + 18, s[5][9] + 1
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[jllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
J=1 0 0 5 5 5 5 ) 5 5 5
j=2 0 0 ) ) 6 6 11 11 11 11
j=3 0 0 ) ) 6 9 11 14 14 15
j=4 0 0 ) 5} 6 9 11 14 15 15
j=95 0 0 5) ) 6 9 11 14 15 18
Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
7 =3 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2. Abbiamo la seguente matrice s:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
7 =2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
j=295 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =5 e k = 9 come segue:

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[i][k] ‘ z[1] z[2] =z[3] =[4] z[5] ‘ Azione
- - - - 0 0 0 0 0 k=9
1 519 1 0 0 0 0 1|z« 1, k+<9-7=2
2 412 0 0 0 0 0 1 | nessun aggiornamento
3 3|2 0 0 0 0 0 1 | nessun aggiornamento
4 212 0 0 0 0 0 1 | nessun aggiornamento
5 1]2 1 1 0 0 0 1| z[1]«1,k+<2-2=0
Quindi il vettore
(1,0,0,0,1)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo ¢
v[5][9] = 18.
(. J
SAPTENZA
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Esercizio 17.5 — L’algoritmo di PD bottom-up per il KP (5 oggetti, ¢ = 10)

Consideriamo la seguente istanza del KP, in cui lo zaino ha capacitd ¢ = 10 e i profitti e i
pesi degli oggetti sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
12 14
7 8

\)
-
Ne

Dj
Wj

—_
.
ot

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,zy) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e I'operazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di k.

ik | ol)k] | slillk] | Azione

0 0] o 0 | v[0][0] « 0, s[0][0] < O
0 1] o0 0 | v[0][1] « 0, s[0][1] « O
0 2| o0 0 | v[0][2] « 0, s[0][2] + O
0 3| 0 0 | v[0][3] + 0, s[0][3] « O
0 4| 0 0 | v[0][4] « 0, s[0][4] < O
0 5| 0 0 | v[0][5] « 0, s[0][5] < O
0 6| 0 0 | v[0][6] « 0, s[0][6] < O
0 7] 0 0 | v[0][7] « 0, s[0][7] « O
0 8| 0 0 | v[0][8] + 0, s[0][8] « 0
0 9| 0 0 | v[0][9] « 0, s[0][9] < O
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| v[0][10] +- 0, s[0][10] - O
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Autore: Fabio Furini

5 4 7 0 k < ws: v[5][4] + v[4][4] =7, s[5][4] + 0

5 5 9 0 k < ws: v[5][5] < v[4][5] =9, s[5][5] « O

5 6| 11 0 | k< ws: v[5][6] « v[4][6] = 11, s[5][6] « O

5 7 12 0 k < ws: v[5][7] < v[4][7] = 12, s[5][7] + 0

5 8| 14 0 | p[5] + o[4][0] = 14 + 0 < v[4][8] = 14: v[5][8] « 14, s[5][8] ¢ O

5 9| 16 0 | p[5] +v[4][1] = 14 + 2 < v[4][9] = 16: v[5][9] « 16, s[5][9] + O

5 10 18 0 p[b] + v[4][2] = 14 + 2 < v[4][10] = 18: v[5][10] « 18, s[5][10] — O
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

oj]ik] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
j=2 0 2 2 2 7 9 9 9 9 9 9
j=3 0 2 2 2 7 9 11 11 11 16 18
j=4 0 2 2 2 7 9 11 12 14 16 18
j=25 0 2 2 2 7 9 11 12 14 16 18
Questa ¢é la matrice s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=% 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
7=3 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
j=25 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2. Abbiamo la seguente matrice s:

sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
ji=3 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j = 5 e kK = 10 come segue:

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[y][k] ‘ z[1] z[2] «[3] =[4] z[5] ‘ Azione
- -] - - 0 0 0 0 0 k=10
1 5110 0 0 0 0 0 0 | nessun aggiornamento
2 4110 0 0 0 0 0 0 | nessun aggiornamento
3 3/10| 1 0 O o0 o0|z@«1,k<10-5=5
4 205 ] 1 O 1 0 0|zl keb5-4=1
5 11| 1 1 1 0 0|al]«Lk<1-1=0
Quindi il vettore
(1,1,1,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo ¢
v[5][10] = 18.
(. J
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Capitolo 18

PD per il problema dello zaino illimitato

Esercizio 18.1 — I due algoritmi di PD per 'UKP (4 tipi di oggetto, ¢ =7)

Consideriamo la seguente istanza dell’'UKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 7, ogni tipo di
oggetto & disponibile in infinite copie e i profitti e i pesi dei tipi di oggetto sono:

[j=1 j=2 j=3 j=4

10 11
5 6

W
(@]

pj
Wj

\)
w

Domande

1. Mostrare l’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2y) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,Ty) e riportare il valore ottimo.
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Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di k e j, le celle v[k] e
s[k], il valore corrente di m, il valore corrente di ¢ e I'operazione eseguita.
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k j ‘ v[k] ‘ s[k] ‘ m ‘ t ‘ Azione

- -1 0 — | = | = |v[0]«0

1 - — — 0[]0 |m<«+<0,t<0

1 1| — — | 0| 0| wl] =2 >k = 1: nessun aggiornamento

1 2| - — | 0| 0| w2] =3 >k =1: nessun aggiornamento

1 3| - — | 0 | 0| w[3] =5>k = 1: nessun aggiornamento

1 4 — | 0 | 0| w[4] =6> k= 1: nessun aggiornamento

1 0 0 0 | 0 |v[1]«0,s[l]«0

2 - — — 0[]0 |m<«+0,t<0

2 1| - — | 4|1 |p[l]4+v[0]=44+0=4>m=0: m<+4,t+1

2 2| - — | 4 | 1 | w[2] =3>k =2: nessun aggiornamento

2 3| = — | 4 | 1 | w[3] =5>k=2: nessun aggiornamento

2 4| - — | 4 | 1 | wf4]=6>k=2: nessun aggiornamento

2 —| 4 1 4 |1 | v[2]«4,s[2]+1

3 - — — 010 |m+«<0,t«0

3 1| — — | 4|1 |pl]l4+vl]]=44+0=4>m=0 m<+4,t+1

3 2| — | — | 5| 2|pR+v[0]=5+0=5>m=4:m<« 5, t2

3 3 5 | 2 | w[3] =5 >k = 3: nessun aggiornamento

3 4| - 5 | 2 | w[4] =6 > k = 3: nessun aggiornamento

3 — BEBEEE 5 | 2 | o3 <5, s3]« 2

4 - — 010 |m+<0,t«0

4 1| — — | 8|1 |p[l]4+v2]=44+4=8>m=0:m+«+ 8, t+1

4 2| — — | 8|1 |p2+9v[1l] =5+0=5 < m = 8 nessun
aggiornamento

4 3| - — | 8 | 1 | w[3] =5 >k =4: nessun aggiornamento

4 4| - — | 8 | 1 | w[4] =6 >k = 4: nessun aggiornamento

4 — BBl 3 | 1| 4] <8, s[4 « 1

5 — — — 0[]0 |m<«+<0,t<0

5 1| — — | 9|1 |pA]+vB]=4+5=9>m=0: m+9,t+1

5 2| — — | 9|1 |p24+v[2 =5+4 =9 < m = 9 nessun
aggiornamento

5 3| — | — |10]3 | pB+0f0]=10+0=10>m =9 m « 10,
t<+3

5 4| — — | 10 | 3 | w[4] =6 > k = 5: nessun aggiornamento

5 — OIS 10 | 3 | v[5] « 10, s[5] < 3

6 - — — 010 |m+«<0,t«0

6 1] — | — |12] 1| pll]+v[d] =4+8=12>m=0: m+« 12,t « 1

6 2| — — 12| 1 |p2]4+v[8] =5+5 =10 < m = 12: nessun
aggiornamento

6 3| — — |12 1 |pB]+v[1] =104+0 =10 < m = 12: nessun
aggiornamento

6 4| — — |12 | 1 | pd]+9[0] =114+0 =11 < m = 12: nessun
aggiornamento

6 — I 12| 1| v6] « 12, s[6] « 1

7T — — — 010 |m<+«<0,t«0

7T 1] — — [ 14| 1 |p[l]+vb]=4+10=14 >m = 0: m « 14,
t+1

7T 2| - — | 14| 1 |p[2]+v[4 =5+8 =13 < m = 14: nessun
aggiornamento
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7T 3| - — |14 |1 |pB+v[2 =10+4 =14 < m = 14: nessun
aggiornamento

T 4| - — |14 |1 |pd4]+v[1] =1140=11 < m = 14: nessun
aggiornamento

7T — | 14 1 14 | 1 | o[7] «+ 14, s[7] «+ 1
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione del primo algoritmo di PD:

|k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
vlk] | 0 0 4 5 8 10 12 14

Questo ¢ il vettore s dopo ’esecuzione del primo algoritmo di PD:

Iterazione ‘ k ‘ s[k] ‘ z[1] z[2] =z[3] =z[4] ‘ Azione
- - 0 0 0 0 k=17

1 7| 1 W 0 0 0|z[l]<1,keT-2=5

2 5| 3 1 o 0|8« 1,k<5-5=0

Quindi il vettore
(1,0,1,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo é

v[7] = 14.
3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][¥]
e s[j][k] e Poperazione eseguita. Tutte le celle della riga j = 0 sono inizializzate a 0.
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Questa ¢é la matrice v dopo I'esecuzione del secondo algoritmo di PD:

o[jlk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=71
j= 0 0 0 0 0 0 0 0
] = 0 0 4 4 8 8 12 12
j=2 0 0 4 5 8 9 12 13
i=3 0 0 4 5 8 10 12 14
j=4 0 0 4 5 8 10 12 14
Questa € la matrice s dopo ’esecuzione del secondo algoritmo di PD:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
j= 0 0 0 0 0 0 0 0
J=1 0 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 0 1 0 1
7i=3 0 0 0 0 0 1 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0
4. Abbiamo la seguente matrice s:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0
J=1 0 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 0 1 0 1
7i=3 0 0 0 0 0 1 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =4 e kK = 7 come segue:

Iterazione ‘ j ‘ k ‘ s[7][K] ‘ z[1] =z[2] =z[3] =z[4] Azione
] - - o 0 0 0 =4, k=T
1 4|7 0 0 0 0 0 j<<3
2 s|7] 1 0 OB o|z38«1,keT7-5=2
3 3l2] o o oL 1 o0 je2
4 2l2] o o o0 1 0 je1
5 12| 1 W ol 1 0|z[l]<1,k+2-2=0
Quindi il vettore
(1707 170)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[4][7] = 14.

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 18.2 — I due algoritmi di PD per 'UKP (5 tipi di oggetto, ¢ = 8)

Consideriamo la seguente istanza dell’'UKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 8, ogni tipo di
oggetto & disponibile in infinite copie e i profitti e i pesi dei tipi di oggetto sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5

8 10
4 5

[\
<t
-3

Dj
Wj

—
[\
w

Domande

1. Mostrare ’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,zy) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,Ty) e riportare il valore ottimo.

- /

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di &k e j, le celle v[k] e
s[k], il valore corrente di m, il valore corrente di ¢t e I'operazione eseguita.

ko ‘ vlk] ‘ s[k] ‘ m ‘ t ‘ Azione

- -1 0 — | = | =] v[0]«0

1 - — — 010 |m<+«0,t«0

1 1| — | = | 2|1 |p]+00]=24+0=2>m=0:m« 2t 1
1 2| - — | 2 | 1| w[2]=2>k=1: nessun aggiornamento
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1 3 =
1 4 =
1 5 =
1 = 2
2 _ | —
2 1 =
2 2 =
2 3 =
2 4 =
2 5 =
2 5
3 —| —
3 1 =
3 2 =
3 3 =
3 4 =
3 5 =
3 - 7
4 —

4 1 =
4 2 =
4 3 =
4 4 =
4 5 =
4 —| 10
5 _— | —
5 1 =
5 2 =
5 3 =
5 4 =
5 5 =
5 — | 12
6 — | —
6 1 =
6 2 =
6 3 =
6 4 =

N O Ot Ot Ot OO s O NN DN DN

EN(

10
10

12

12

12

12

12

12

14

15

15

15

= = O NN - O ==

O N = O =

[\)

= O NN

w[3] = 3 > k = 1: nessun aggiornamento
w[4] = 4 > k = 1: nessun aggiornamento
w[5] =5 > k = 1: nessun aggiornamento

v[l] < 2, s[1] 1

m<+0,t+ 0

pll]+v[l]=24+2=4>m=0: m+4,t+ 1
P2l +v[0]=54+0=5>m=4: m<+ 5, ¢+« 2
w[3] = 3 > k = 2: nessun aggiornamento

w[4] = 4 > k = 2: nessun aggiornamento

w[5] =5 > k = 2: nessun aggiornamento

v[2] <= 5, s[2] 2

m<+0,t+ 0

pll]+v[2] =245=T>m=0: m«+ 7,t« 1
p[2] +v[l]] = 542 =7 < m = T7: nessun
aggiornamento

p3] +v[0] = 7+0 =7 < m = T7: nessun
aggiornamento

w[4] = 4 > k = 3: nessun aggiornamento

w[5] = 5 > k = 3: nessun aggiornamento

v[3] 7, s[3] + 1

m<0,t+0

pll]+v[8]=24+7=9>m=0: m+ 9,t« 1
p2]+v[2] =54+5=10>m=9: m <+ 10, ¢ + 2
p[8] +v[l]] = 7+2 =9 < m = 10: nessun
aggiornamento

pld] +v[0] = 8+0 =8 < m
aggiornamento

w[5] = 5 > k = 4: nessun aggiornamento

v[4] < 10, s[4] + 2

m<+0,t+ 0

pll] +v[4] =24+10 =12 > m = 0: m « 12,
1+ 1

p[2] +v[3] =547 =12 < m = 12: nessun
aggiornamento

pBl+ 2] = 7+5 =12 < m = 12: nessun
aggiornamento

pd] +v[l] = 8+ 2 = 10 < m = 12: nessun
aggiornamento

p[5] + v[0] = 104+ 0 = 10 < m = 12: nessun
aggiornamento

v[5] < 12, s[5] 1

m<0,t+0

p]+o[5] = 2412 =14 > m = 0: m « 14,
t+1

p[2] +v[4] =5+ 10 = 15 > m = 14: m <+ 15,
t+ 2

plBl+v[3] = 7T+ 7 =14 < m = 15: nessun
aggiornamento

pl4] +o[2] = 8+5
aggiornamento

10: nessun

13 < m = 15: nessun

Autore: Fabio Furini
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6 5| — — | 15| 2 | pB]+v[l] =10+2 =12 < m = 15: nessun
aggiornamento

6 — | 15 2 | 15| 2 | v[6] + 15, s[6] + 2

7T - — — 010 |m+«<0,t«<0

7 1] — — [ 17| 1 | p[l]+v[6] =2+15 =17 >m = 0: m « 17,
t1

7T 2| - — | 17| 1 | p[2] +v[5] =5+ 12 =17 < m = 17: nessun
aggiornamento

7 3| — — | 17| 1 |pB]+v[4 =74+10 =17 < m = 17: nessun
aggiornamento

7T 4| - — | 17| 1 | p[4]+ o8] =8+7 =15 < m = 17: nessun
aggiornamento

7T 5| — — | 17| 1 |pbl+v[2 =104+5 =15 < m = 17: nessun
aggiornamento

T — | 17 1 17 | 1 | o[7] « 17, s[7] «+ 1

8 — — — 010 | m+<0,t«0

8 1 = — 19| 1 |p]+v[7]=2+17=19 > m = 0: m « 19,
t+1

8 2| — — 20| 2 | p[2]4+v[6] =54+15 =20 > m = 19: m « 20,
t+2

8 3| — — 20| 2 | pB]+wv5] =7+12 =19 < m = 20: nessun
aggiornamento

8 4| — — | 20| 2 | p[4] + v[4 = 84+ 10 = 18 < m = 20: nessun
aggiornamento

8 5| — — 20| 2 | pB)+v[38] =104+ 7 =17 < m = 20: nessun
aggiornamento

8 —1 20 2 | 20 | 2 | v[8] + 20, s[8] + 2
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione del primo algoritmo di PD:

| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
vlk] | 0 2 5 7 10 12 15 17 20

Questo ¢ il vettore s dopo ’esecuzione del primo algoritmo di PD:

Iterazione ‘ k ‘ slk] ‘ z[1] x[2] =[3] =z[4] =z[5] ‘ Azione
- -l - 0 0 0 0 0 k=8
1 8| 2 0 1 0 0 0|22+ 1,k+8—-2=6
2 6| 2 00 2 0 0 O0|z2«<2kc6-2=4
3 4l 2| ol 8 0 0 0|z2«3ke4a-2=2
4 2] 2 0. 4 0 0 0|22« 4ke2-2=0
Quindi il vettore
(0,4,0,0,0)
& una soluzione ottima. Il valore ottimo €
v[8] = 20.

3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Poperazione eseguita. Tutte le celle della riga j = 0 sono inizializzate a 0.
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k | ojl[k] | s[j][k] | Azione
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5 4] 10 0 | k< w[p): v[5][4] < v[4][4] = 10, s[5][4] < 0

5 5| 12 0 | p[5] + v[5][0] = 10 4 0 < v[4][5] = 12: v[5][5] < 12, s[5][5] + 0

5 6| 15 0 | p[5] +v[5][1] = 10 + 2 < v[4][6] = 15: v[5][6] < 15, s[5][6] « O

5 7| 17 0 | p5] +v[5][2] = 10 + 5 < v[d][7] = 17: v[5][7] « 17, s[5][7] < 0

5 8| 20 0 | p[5] + v[5][3] = 10 + 7 < v[4][8] = 20: v[5][8] < 20, s[5][8] + 0
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Questa ¢é la matrice v dopo I'esecuzione del secondo algoritmo di PD:

oj]k] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
J=1 0 2 4 6 8 10 12 14 16
j=2 0 2 5 7 10 12 15 17 20
j=3 0 2 ) 7 10 12 15 17 20
j=4 0 2 ) 7 10 12 15 17 20
j=25 0 2 5 7 10 12 15 17 20
Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione del secondo algoritmo di PD:
sljlk] | k=0 =1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
7= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
g = 0 0 1 1 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4. Abbiamo la seguente matrice s:
sijllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
=2 0 0 1 1 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=95 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =5 e k = 8 come segue:

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[j][k] ‘ z[1] z[2] =[3] «[4] =z[5] ‘ Azione
- - |- - 0 0 0 0 0 j=05,k=8
1 5|8 0 0 0 0 0 0 j<4
2 418 0 0 0 0 0 0 j+<3
3 3|8 0 0 0 0 0 0 j2
4 218 1 0 1 0 0 0| z2]«1,k+<8—-2=6
5 26| 1 00 2 0 0 O0|z2«<2k<6-2=4
6 24| 1 00 3 0 0 0|z23kcda—2=2
7 2l2| 1 ofb 4 o0 0 0|zPe4ke2-2=0
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Quindi il vettore
(0,4,0,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[5][8] = 20.

Esercizio 18.3 — I due algoritmi di PD per P'UKP (4 tipi di oggetto, ¢ = 10)

Consideriamo la seguente istanza dell’UKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 10, ogni tipo di
oggetto € disponibile in infinite copie e i profitti e i pesi dei tipi di oggetto sono:

[ j=1 j=2 j=3 j=4

10 12 13
4 6 7

(=}

by
wj

w

Domande

1. Mostrare l’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,2zy) € riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2zy) e riportare il valore ottimo.

. J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di k e j, le celle v[k] e
slk], il valore corrente di m, il valore corrente di ¢ e I'operazione eseguita.
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k j ‘ v[k] ‘ s[k] ‘ m ‘ t ‘ Azione

- -1 0 — | = | v[0]«0

1 - — 0|0 |m<«+0,t«0

1 1| - 0 | 0 | w[l] =3 >k =1: nessun aggiornamento

1 2| — 0 | 0 | w2] =4 > k= 1: nessun aggiornamento

1 3| - 0 | 0 | w[3] =6>k=1: nessun aggiornamento

1 4| - 0 | 0 | w4] =7>k=1: nessun aggiornamento

1 0 0|0 |v]«0,s[1]«0

2 — — 0|0 |m<«+0,t«0

2 1] — 0 | 0 | w[l] =3 > k = 2: nessun aggiornamento

2 2| - 0 | 0 | w[2] =4 > k= 2: nessun aggiornamento

2 3| - 0 | 0 | w[3] =6 >k =2: nessun aggiornamento

2 4 0 | 0 | wf4] =7>k=2: nessun aggiornamento

2 — [0 0] 0| v2«0,s2]«0

3 - - 0|0 |m«<0,t<0

3 1] — 6 | 1 |p[l]4+v[0]=64+0=6>m=0: m<+6,t<+1

3 2| - 6 | 1 | w[2] =4 > k= 3: nessun aggiornamento

3 3 6 | 1 | w[3] =6>k=3: nessun aggiornamento

3 4| - 6 | 1 | w[4] =7 > k= 3: nessun aggiornamento

3 — 6 6 | 1| 3]« 6, s3] <1

4 - 0|0 |m<«<0,t<0

4 1| - 6 | 1 |p[l]l+v[l]=64+0=6>m=0: m+6,t+1

4 2| — 10 [ 2 | p[2] +v[0] =104+0 =10 > m = 6: m «+ 10,
t 2

4 3| - 10 | 2 | w[3] =6 > k = 4: nessun aggiornamento

4 4| - 10 | 2 | w[4] =7 > k = 4: nessun aggiornamento

4 — [0 10 | 2 | o[4] « 10, s[4] « 2

5 — — 0|0 |m<«+0,t«0

5 1] — 6 | 1 |p[l]l+v2]=64+0=6>m=0: m<«+6,t<+1

5 2| — 10 | 2 | p[2] + 0[] = 104+0 =10 > m = 6: m « 10,
t 2

5 3| - 10 | 2 | w[3] =6 > k = 5: nessun aggiornamento

5 4| — 10 | 2 | w[4] =7 > k = 5: nessun aggiornamento

5 — [0 10 | 2 | v[5] « 10, s[5] « 2

6 - - 0|0 |m+<0,t<0

6 1| - 12 1| p[l]+0[8] =6+6=12>m =0 m+« 12,t < 1

6 2| — 12| 1 | p[2] +v[2] = 10+0 = 10 < m = 12: nessun
aggiornamento

6 3| — 12 | 1 | p[3] +v[0] = 1240 = 12 < m = 12: nessun
aggiornamento

6 4| — 12 | 1 | w[4] =7 > k = 6: nessun aggiornamento

6 — [PiB 12 | 1| 6] « 12, s[6] « 1

7T - — 0|0 |m+<0,t<0

7 1| - 16 | 1 | p[l]+v[4] =6+10 =16 > m = 0: m « 16,
11

7T 2| — 16 | 1 | p[2] +v[3] = 10+ 6 = 16 < m = 16: nessun
aggiornamento

7T 3| - 16 | 1 | p[3] +v[1] =12+ 0 = 12 < m = 16: nessun
aggiornamento

Autore: Fabio Furini
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7T 4| — — |16 | 1 | p[4] +v[0] =13+0 = 13 < m = 16: nessun
aggiornamento

7T —| 16 1 16 | 1 | v[7] + 16, s[7] «+ 1

g8 - — — 0|0 |m<+<0,t<0

8§ 1 = — |16 |1 | p[l]+ 5] =6+10 =16 > m = 0: m « 16,
t1

8 2 = — 20| 2 | pl2]+v[4 =10+ 10 =20 > m = 16: m + 20,
t 2

8 3| — — |120] 2 | pB]+v[2 =124+0 = 12 < m = 20: nessun
aggiornamento

8 4| — — 20| 2 | p[4] +v[1] =13+0 =13 < m = 20: nessun
aggiornamento

8§ — | 20 2 | 20 | 2 | v[8] + 20, s[8] + 2

9 - - — 0|0 |m<+<0,t<0

9 1 = — |18 1 | pl]+v[6] =6+12 =18 > m = 0: m « 18,
t1

9 2 = — |20 ] 2 | pl2]+wv[5] =10+ 10 =20 > m = 18: m + 20,
t < 2

9 3| - — 20| 2 | pB]+ w3 =124+6 = 18 < m = 20: nessun
aggiornamento

9 4| — — 20| 2 | p[4] +v[2] =13+0 =13 < m = 20: nessun
aggiornamento

9 — | 20 2 | 20| 2 | v[9] + 20, s[9] + 2

10 — - - 0|0 |m«<0,t<0

0 1| — — |22 1 | pl]+o[7] =6+16 =22 > m = 0: m « 22,
t1

10 2| — — 22| 1| p[2] +v[6] =10+ 12 =22 < m = 22: nessun
aggiornamento

10 3| - — 22| 1 |pBB]+v[4] =12+10 =22 < m = 22: nessun
aggiornamento

10 4| - — |22 1 | pd]+v[3 =13+6 =19 < m = 22: nessun
aggiornamento

10 — | 22 1 22| 1 | v[10] « 22, s[10] + 1
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione del primo algoritmo di PD:

| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
vlk] | 0 0 0 6 10 10 12 16 20 20 22

Questo ¢ il vettore s dopo ’esecuzione del primo algoritmo di PD:

Iterazione ‘ k ‘ s[k] ‘ z[1] =z[2] =z[3] =z[4] ‘ Azione
- - - 0 0 0 0 k=10
1 10 1 1 0 0 0|2[1]+1,k+10-3=7
2 7| 1 2] 0 0 0| al]«2keT7-3=4
3 4 2 0 288 0 0|zl ked—-4=0

Quindi il vettore
(27 17 07 O)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[10] = 22.
3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Poperazione eseguita. Tutte le celle della riga j = 0 sono inizializzate a 0.
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k ‘ v[7][k] ‘ s[7][k] ‘ Azione

47
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Autore: Fabio Furini

4 5| 10 0 | k< wd]: v[4][5] « v[3][5] = 10, s[4][5] + 0

4 6| 12 0 | k< wd]: v[4][6] « v[3][6] = 12, s[4][6] « O

4 7| 16 0 | p[4] + v[4][0] = 13 + 0 < v[3][7] = 16: v[4][7] < 16, s[4][7] « O

4 8| 20 0 | p[4] + v[4][1] = 13 + 0 < v[3][8] = 20: v[4][8] « 20, s[4][8] O

4 9| 20 0 | p[4] + v[4][2] = 13 + 0 < v[3][9] = 20: v[4][9] + 20, s[4][9] O

4 10| 22 0 | p[4] + v[4][3] = 13 + 6 < v[3][10] = 22: v[4][10] < 22, s[4][10] + O
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Questa ¢é la matrice v dopo I'esecuzione del secondo algoritmo di PD:

ollk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 0 6 6 6 12 12 12 18 18
J=% 0 0 0 6 10 10 12 16 20 20 22
j=3 0 0 0 6 10 10 12 16 20 20 22
j=4 0 0 0 6 10 10 12 16 20 20 22
Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione del secondo algoritmo di PD:

sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
=2 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4. Abbiamo la seguente matrice s:

sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
7= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =4 e kK = 10 come segue:

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][k] ‘ z[1] =z[2] z[3] =z[4] ‘ Azione
- - - - 0 0 0 0 j=4,k=10
1 4110 0 0 0 0 0 Jj<3
2 3110 0 0 0 0 0 Jj2
3 2110 1 0 1 0 0|z2]+ 1, k< 10—-4=06
4 2|16 0 0 1 0 0 j1
5 16| 1 W 1 0 0|z« 1,k«6-3=3
6 1] 3] 1 2 1 0 0| z[]<2k<3-3=0
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Quindi il vettore
(2,1,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[4][10] = 22.

La soluzione ottima non & unica: anche (0,1, 1,0), con peso totale 446 = 10 e profitto
totale 104+ 12 = 22, ¢ ottima. Entrambi gli algoritmi di PD trovano (2, 1,0, 0), perché
aggiornano il valore memorizzato solo quando migliora strettamente.

Esercizio 18.4 — I due algoritmi di PD per 'UKP (4 tipi di oggetto, c =9)

Consideriamo la seguente istanza dell’UKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 9, ogni tipo di
oggetto € disponibile in infinite copie e i profitti e i pesi dei tipi di oggetto sono:

[ j=1 j=2 j=3 j=4

14 18
6 7

=
ug“
[N
w O

Domande

1. Mostrare 'esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,Ty) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2,) e riportare il valore ottimo.
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Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di k e j, le celle v[k] e
s[k], il valore corrente di m, il valore corrente di ¢ e I'operazione eseguita.
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k j ‘ v[k] ‘ s[k] ‘ m ‘ t ‘ Azione

- -1 0 — | = | = |v[0]«0

1 = = = 010 |m«0,t«0

1 1| — — | 0| 0| wl] =2 >k = 1: nessun aggiornamento

1 2| - — | 0| 0| w2] =3 >k =1: nessun aggiornamento

1 3| - — | 0 | 0| w[3] =6> k= 1: nessun aggiornamento

1 4 — | 0 | 0| w[4] =7>k = 1: nessun aggiornamento

1 0 0 0 | 0 |v[1]«0,s[l]«0

2 - — — 0[]0 |m<«+0,t<0

2 1| - — | 5|1 |p[l]4+v[0]=54+0=5>m=0: m<«+5,t<+1

2 2| - — | 5 | 1 | w[2] =3>k =2: nessun aggiornamento

2 3| = — | 5 | 1 | w[3] =6>k=2: nessun aggiornamento

2 4 — | 5 | 1 | wf4]=7>k=2: nessun aggiornamento

o — B 5 | 1| 2] <5 82«1

3 - — — 010 |m+«<0,t«0

3 1| — — | 5|1 |p[l]l4+vl]=54+0=5>m=0: m<+«+5,t<+1

3 2| — | — | 62| pR+v[0]=6+0=6>m=5 m+ 6t 2

3 3 6 | 2 | w[3] =6 >k =3: nessun aggiornamento

3 4| - 6 | 2 | w4] =7 >k = 3: nessun aggiornamento

3 — EBIEE 6 | 2 | 3] <6, s[3] « 2

4 - — 010 |m+<0,t«0

4 1| — | = [10] 1 |p]+v[2]=5+5=10>m=0: m+ 10,¢+ 1

4 2| — — 10| 1 |p24+wv[l =6+0 =6 < m = 10: nessun
aggiornamento

4 3| - — |10 | 1 | w[3] =6 >k = 4: nessun aggiornamento

4 4| - — |10 | 1 | w[4] =7 > k = 4: nessun aggiornamento

4 — ORI 10 | 1| v[4] < 10, s[4] « 1

5 — — — 0[]0 |m<«+<0,t<0

5 1| — — [ 11| 1 |p[]l4+vB]=5+6=11>m=0: m+«+ 11,t+«+1

5 2| — — |11 |1 |p2+v2 =6+5 =11 < m = 11: nessun
aggiornamento

5 3| — — | 11 | 1 | w[3] =6 > k = 5: nessun aggiornamento

5 4| — — | 11| 1 | w[4] =7 > k = 5: nessun aggiornamento

5 — R 11| 1| o5 < 11, s[5] « 1

6 - — — 00| m+«<0,t«<0

6 1| — | — |15| 1| p]+v[d=5+10=15>m=0: m « 15,
1+ 1

6 2| — — | 15| 1 |p2]4+v38] =6+6 =12 < m = 15: nessun
aggiornamento

6 3| — — | 15| 1 |p3]+v[0] =14+0 =14 < m = 15: nessun
aggiornamento

6 4| — — | 15| 1 | w[4] =7 > k = 6: nessun aggiornamento

6 — IS 15 | 1 | v[6] < 15, s[6] « 1

7T — — - 00| m+«0,t+<0

7 1| — | — | 16| 1 |p[l]+vs=5+11=16>m =0: m « 16,
t+1

7T 2| - — |16 |1 |p[2] +v[4 =6+ 10 = 16 < m = 16: nessun
aggiornamento

7T 3| — — |16 |1 |pB+v[l] =1440 =14 < m = 16: nessun
aggiornamento
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T 4| - — | 18 | 4 | p[4] +v[0] = 1840 =18 > m = 16: m < 18,
t<4

7T — 1 18 4 | 18 | 4 | v[7] + 18, s[7] + 4

g8 — — — 010 |m+«<0,t«<0

8§ 1 = — |20 1 |p[l]4+v[6] =5+15=20>m = 0: m + 20,
t«1

8 2| — — 20| 1 |p[2] +v[5] =6+11 =17 < m = 20: nessun
aggiornamento

8 3| — — 20| 1 |pB]+v[2 =144+5 =19 < m = 20: nessun
aggiornamento

8 4| — — 20| 1 |p[4+o[1l] =18+0 =18 < m = 20: nessun
aggiornamento

8§ — 1| 20 1 |20 | 1 | o8]« 20,s[8]«+1

9 - — — 010 |m+«<0,t«0

9 1 = — |23 1 |p[l]+o[7]=5+18=23>m =0: m + 23,
t«1

9 2| — — [ 23| 1 |p[2] +v[6] =6+ 15 =21 < m = 23: nessun
aggiornamento

9 3| - — 23] 1 |pB]+v[[3 =144+6 =20 < m = 23: nessun
aggiornamento

9 4| - — [ 23| 1 |p[4 +v[2] =18+5 =23 < m = 23: nessun
aggiornamento

9 —1| 23 1 |23 |1 |9+« 23, 59«1
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione del primo algoritmo di PD:

| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
vlk] | 0 0 5 6 10 11 15 18 20 23

Questo ¢ il vettore s dopo ’esecuzione del primo algoritmo di PD:

Iterazione ‘ k ‘ s[k] ‘ z[1] z[2] =z[3] =z[4] ‘ Azione
- - 0 0 0 0 k=9

1 9| 1 W 0 0 0|z[l]<1,ke9-2=7

2 7 4« BB 0 oM o4 1,ke7-7=0

Quindi il vettore
(1,0,0,1)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo é

v[9] = 23.
3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][¥]
e s[j][k] e Poperazione eseguita. Tutte le celle della riga j = 0 sono inizializzate a 0.
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4 9| 23 | 1 | p[4]+v[][2] =18+5>v[3][9] = 21: v[4][9] + 23, s[4][9] + 1
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Questa ¢é la matrice v dopo I'esecuzione del secondo algoritmo di PD:

o[j]lk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=09
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 5 5 10 10 15 15 20 20
j=2 0 0 5 6 10 11 15 16 20 21
ji=3 0 0 b) 6 10 11 15 16 20 21
j=4 0 0 ) 6 10 11 15 18 20 23
Questa € la matrice s dopo ’esecuzione del secondo algoritmo di PD:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
g = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
4. Abbiamo la seguente matrice s:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =4 e kK = 9 come segue:

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[i][k] ‘ z[1] z[2] =z[3] =[4] ‘ Azione
_ -] - O 0 0 0 j=4,k=9
1 49| 1 0 0 O 4«1, ke9-7=2
2 412 o o 0 o0 1 j 3
3 312] o 0O 0 0 1 je 2
4 212 0 0 0 0 1 g1
5 12| 1 B o of 1 2l]«1,k«2-2=0
Quindi il vettore
(17 07 07 1)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[4][9] = 23.
& J
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Esercizio 18.5 — I due algoritmi di PD per PUKP (5 tipi di oggetto, c = 11)

Consideriamo la seguente istanza dell’'UKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 11, ogni tipo di
oggetto & disponibile in infinite copie e i profitti e i pesi dei tipi di oggetto sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
10 16 17
6 9 10

w
Ne)

Dj
Wj

\)
ot

Domande

1. Mostrare ’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,zy) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,Ty) e riportare il valore ottimo.

- /

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di &k e j, le celle v[k] e
s[k], il valore corrente di m, il valore corrente di ¢t e I'operazione eseguita.

ko ‘ v[k] ‘ s[k] ‘ m ‘ t ‘ Azione

- -1 0 — | = | = |v[0]«0

1 - — — 0|0 |m<«<0,t<0

1 1| - — | 0 | 0| w[l] =2>k=1: nessun aggiornamento
1 — — | 0| 0| w2] =5 >k =1: nessun aggiornamento
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1 3 =
1 4 =
1 5 =
1 = 0
2 | =
2 1 =
2 2 =
2 3 =
2 4 =
2 5 =
2 3
3 —| -
3 1 =
3 2 =
3 3 =
3 4 =
3 5 =
3 - 3
4 — | —
4 1 =
4 2 =
4 3 =
4 4

4 5 =
4 - 6
5

5 1 =
5 2 =
5 3 =
5 4 =
5 5 =
5 - 9
6 —

6 1 =
6 2 =
6 3 =
6 4 =
6 5 =
6 — | 10
7 — | —
7T 1 =
7T 2 =
7T 3 =
7T 4 =
7 5 =
7T — | 12
8 — | —

O © O © O© © © © O OO WWWWWWOWWWwWwwooooo

10
10
10

12
12

12

12

12
12

— = O NNNNNFRFORFRRFRREFRFRFRRFRFORFRFREFEFRRFRRFRORFRFEFREMEFEFEFREFRFRFROOOOO

— — = O W W W w

O ==

w[3] = 6 > k = 1: nessun aggiornamento
w[4] =9 > k = 1: nessun aggiornamento

p[l]+v[0]=34+0=3>m=0: m+ 3, t+ 1
w[2] =5 > k = 2: nessun aggiornamento

w[3] = 6 > k = 2: nessun aggiornamento

w[4] =9 > k = 2: nessun aggiornamento

w[5] = 10 > k = 2: nessun aggiornamento

v[2] < 3, s[2] 1

m<+0,t+0

pll] +v[1]=34+0=3>m=0: m+3,t« 1
w[2] =5 > k = 3: nessun aggiornamento

w[3] = 6 > k = 3: nessun aggiornamento

w[4] =9 > k = 3: nessun aggiornamento

w[5] = 10 > k = 3: nessun aggiornamento

p[l]+v[2]=34+3=6>m=0: m<«+6,t+ 1
w[2] =5 > k = 4: nessun aggiornamento
w[3] = 6 > k = 4: nessun aggiornamento
w[4] = 9 > k = 4: nessun aggiornamento
]

w[5] = 10 > k = 4: nessun aggiornamento

v[4] < 6, s[4] <1

m<+0,t+0

pll] +v[3]=34+3=6>m=0: m<+6,t <1
pl2] +v[0]=940=9>m=06: m+«+ 9, t <« 2
w[3] = 6 > k = 5: nessun aggiornamento

w[4] =9 > k = 5: nessun aggiornamento

w[5] = 10 > k = 5: nessun aggiornamento

v[5] 9, s[5] + 2

m+0,t+ 0

pll] +v[4]=34+6=9>m=0: m+«+9,t« 1
p2] +v[l]] = 940 =9 < m = 9: nessun
aggiornamento

p[3] +v[0] =10+0 =10 > m = 9: m + 10,
t<« 3

w[4] =9 > k = 6: nessun aggiornamento

w[5] = 10 > k = 6: nessun aggiornamento

v[6] « 10, s[6] < 3

m<+0,t+0

Pl +vB] =3+9=12>m=0: m 12, t 1
pl2] +v[2] = 9+ 3 = 12 < m = 12: nessun
aggiornamento

p[3] + v[l]] = 104+ 0 = 10 < m = 12: nessun
aggiornamento

w[4] =9 > k = 7: nessun aggiornamento

w[5] = 10 > k = 7: nessun aggiornamento

o[7] 12, s[7] « 1

m<+0,t+0

Autore: Fabio Furini
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16

16
16

16

18

18

18

18

18

19

19

19

19

19

19

—_ O = =

S

= O

p[l] +v[6] =3+10 =13 > m = 0: m + 13,
t+1

p[2] +v[3] = 943 = 12 < m = 13: nessun
aggiornamento
p[3] + v[2] = 10 +3 = 13 < m = 13: nessun
aggiornamento

w[4] =9 > k = 8: nessun aggiornamento

w[5] = 10 > k = 8: nessun aggiornamento

v[8] + 13, s[8] «+ 1

m<+0,t+0

p[l] +v[7] =3+4+12 =15 > m = 0: m « 15,
t+ 1

p[2] +v[4 = 946 = 15 < m = 15: nessun
aggiornamento
p[3] + v[3] = 10 +3 = 13 < m = 15: nessun
aggiornamento

pld] +v[0] =164+ 0 = 16 > m = 15: m <« 16,
t+ 4

w[5] =10 > k = 9: nessun aggiornamento

v[9] + 16, s[9] + 4

m<+0,t+0

pll] +v[8] =3+13 =16 > m = 0: m « 16,
t+1

p[2] +v[5] =949 =18 > m = 16: m + 18,
t+ 2

pl3] + v[4] = 10+ 6 = 16 < m = 18: nessun

aggiornamento
pl4] + v[1]] = 16 +0 = 16 < m = 18: nessun
aggiornamento
p[5] + v[0] = 17+ 0 = 17 < m = 18: nessun
aggiornamento

v[10] « 18, s[10] « 2

m+0,t+ 0

p[l] +v[9] =34+16 =19 > m = 0: m + 19,
t<1

p[2] + v[6] = 9+ 10 = 19 < m = 19: nessun
aggiornamento

p[3] + v[5] = 10+9 = 19 < m = 19: nessun
aggiornamento

p[4] + v[2) = 16 +3 = 19
aggiornamento

p[5] + v[l] = 17+0 = 17
aggiornamento

v[11] - 19, s[11] 1

19: nessun

IN
3
I

m = 19: nessun

IA

Autore: Fabio Furini
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione del primo algoritmo di PD:

| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11
okl | 0 0 3 3 6 9 10 12 13 16 18 19

Questo ¢ il vettore s dopo ’esecuzione del primo algoritmo di PD:

O

=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11
0 1 1 1 2 3 1 1 4 2 1

el

2. Abbiamo il seguente vettore s:

O

| & =1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11
skl 0 0 1 1 1 2 3 1 1 4 2 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da £ = 11 come segue:

Iterazione ‘ k ‘ s ‘ z[1] x[2] =[3] =z[4] =z[5] ‘ Azione
- - - 0 0 0 0 0 k=11
1 11| 1 1 0 0 0 0|z[l]+1,k+11—-2=9
2 9| 4 1 0 OP 0| 24« 1,k<9-9=0

Quindi il vettore
(1,0,0,1,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo ¢
v[11] = 19.
3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Poperazione eseguita. Tutte le celle della riga j = 0 sono inizializzate a 0.
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Autore: Fabio Furini

Questa ¢é la matrice v dopo I'esecuzione del secondo algoritmo di PD:
of]lk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 3 3 6 6 9 9 12 12 15 15
j=2 0 0 3 3 6 9 9 12 12 15 18 18
j=3 0 0 3 3 6 9 10 12 13 15 18 19
j=4 0 0 3 3 6 9 10 12 13 16 18 19
j=95 0 0 3 3 6 9 10 12 13 16 18 19
Questa € la matrice s dopo I’esecuzione del secondo algoritmo di PD:
silik] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
j= 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4. Abbiamo la seguente matrice s:
s[jl]lk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
j= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j =5 e k = 11 come segue:
Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[g][k] ‘ xz[1] z[2] =z[3] z[4] =z[5] ‘ Azione

= = | = - 0 0 0 0 0 j=5 k=11

1 5011 0 0O 0 0 0 0 j4

2 4111 o0 O 0 0 0 0 j«3

3 3[11] 1 0 O o 0|zB«1,k«11-6=5

4 3195 0 0 0 1 0 0 j2

5 215 1 0 1 1 0 0] 22« 1,k+<5-5=0
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Quindi il vettore
(0,1,1,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[5][11] = 19.

La soluzione ottima non € unica e i due algoritmi di PD ne trovano due diverse: il
primo trova (1,0,0,1,0), con peso totale 2+ 9 = 11 e profitto totale 3 + 16 = 19; il
secondo trova (0,1,1,0,0), con peso totale 5 4+ 6 = 11 e profitto totale 9 + 10 = 19.
Queste sono le sole due soluzioni ottime.
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Capitolo 19

PD per il problema dello zaino limitato

Esercizio 19.1

Consideriamo la seguente istanza del BKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 6 e i profitti, i
pesi e i limiti associati ai tipi di oggetto sono:

.
Il

E
DN DN = =
— W Ot [\]

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (z1,x2) e
riportare il valore ottimo.

. J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Poperazione eseguita.
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o=

max{0,4} =4
max{0,4} =4
v[0][2], 2p[1]+v[0][0]} = max{0,4,8}

v[0][0]}
v[0][1]}

+~0
0
+~0
0
0
0
0

]]]]]]] — =
S222888 1 135S
S S SSSSomam =
111l i1l la=Za=s=s
RN B IB S

(
v
v
v
v
(%
(

max{o[0][5], p[L]+v[0][3], 2p[L]4+-0[0][1]} = max{0, 4,8}

max{0[0][6], p[1]+v[0][4], 2p[1]+v[0][2]} = max{0,4, 8}

max{4,5} =5

}
}

max{8,5} =8

max{8,9} =9

} =max{8,9} =9

}
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

willk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
7=0 0 0 0 0 0 0 0
J=1 0 0 4 4 8 8 8
j=2 0 0 4 ) 8 9 9
Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
sljllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
j=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 2 2 2
j=2 0 0 0 1 0 1 1
2. Abbiamo la seguente matrice s:
slillk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
J= 0 0 0 0 0 0 0
J=1 0 0 1 1 2 2 2
7= 0 0 0 1 0 1 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j = 2 e kK = 6 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][¥] ‘ z[1] =z[2] ‘ Azione
- -] - 0 0 k=6
1 2l6| 1 OB 2 < 1, k< 6-1-3=3
2 1{3] 1 W 1|zl ke3-1-2=1

Quindi il vettore
(1,1)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[2][6] = 9.
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Esercizio 19.2

.

Consideriamo la seguente istanza del BKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 7 e i profitti, i
pesi e i limiti associati ai tipi di oggetto sono:

Domande

i valori delle matrici v e s.

riportare il valore ottimo.

. Mostrare I’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,

. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (zi,z2) e

j=1 j=2
bj 3 8
wy 1 4
b 3 1

J

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Poperazione eseguita.

Soluzione

S
=
=

V2l
=

=

=0 OO0 OO0 oo O |-

— O O Ok W= O

WO OO OO OO oo

= O O O O O O o OO

Autore: Fabio Furini
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Autore: Fabio Furini

1 2 6 2 max{v[0][2], p[1]4+v[0][1], 2p[1]+v[0][0]} = max{0,3,6} =
6

1 3 9 3 max{v[0][3], p[1]+v[0][2], 2p[1]+wv[0][1], 3p[1]+v[0][0]} =
max{0,3,6,9} =9

1L 4 9 3 | max{v[0][4], p[1]+v[0][3], 2p[1]+v[0][2], 3p[1]+v[0}[1]} =
max{0,3,6,9} =9

15 9 3 max{v[0][5], p[1]+v[0][4], 2p[1]4+v[0][3], 3p[1]+v[0][2]} =
max{0,3,6,9} =9

1L 6] 9 3 | max{v[0][6], p[1]+v[0][5], 2p[1]+v[0][4], 3p[1]+v[0][3]} =
max{0,3,6,9} =9

1 7 9 3 max{v[0][7], p[1]4+v[0][6], 2p[1]+[0][5], 3p[1]+v[0][4]} =
max{0,3,6,9} =9

2 0 0 0 max{v[1][0]} =0

2 1 3 0 max{v[1][1]} =3

2 2 6 0 max{v[1][2]} = 6

2 3 9 0 max{v[1][3]} =9

2 4 9 0 max{v[1][4], p[2]4+v[1][0]} = max{9,8} =9

2 5 11 1 max{v[1][5], p[2]4+v[1][1]} = max{9,11} = 11

2 6 14 1 max{v[1][6], p[2]4+v[1][2]} = max{9,14} = 14

2 7 17 1 max{v[1][7], p[2]+v[1][3]} = max{9,17} = 17
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

o[j]lk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 3 6 9 9 9 9 9
Jj=2 0 3 6 9 9 11 14 17
Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
s[jllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 2 3 3 3 3 3
J= 0 0 0 0 0 1 1 1
2. Abbiamo la seguente matrice s:
slillk] [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=T
J= 0 0 0 0 0 0 0 0
j= 0 1 2 3 3 3 3 3
7= 0 0 0 0 0 1 1 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j = 2 e kK = 7 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][¥] ‘ z[1] =z[2] ‘ Azione

- -1 - 0 0 k=1
1 207 1 O z[2] 1, k«7—-1-4=3
2 1(3| 3 3 1|z[1]+3,k«3-3-1=0

Quindi il vettore

(3,1)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[2][7] = 17.
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Esercizio 19.3

Consideriamo la seguente istanza del BKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 5 e i profitti, i
pesi e i limiti associati ai tipi di oggetto sono:

=
— = N | =
— o W |
— o | o

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (x1,x2,x3)

e riportare il valore ottimo.

. J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
e s[j][k] e Poperazione eseguita.

j | oK) | sUllk] | Asione

0 0| 0 0 | v[0][0] « 0, s[0][0] « O

0 1 0 0 v[0][1] - 0, s[0][1] «+ O

0 2 0 0 v[0][2] - 0, s[0][2] « O

0 3| o 0 | v[0][3] < 0, s[0][3] « 0

0 4 0 0 v[0][4] < 0, s[0][4] « 0

0 5| 0 0 | v[0][5] < 0, s[0][5] < O

1 0 0 0 max{v[0][0]} =0

1 1 2 1 max{v[0][1], p[1]4+v[0][0]} = max{0,2} =2
1 2 2 1 max{v[0][2], p[1]4+v[0][1]} = max{0,2} =2
1 3 2 1 max{v[0][3], p[1]+v[0][2]} = max{0,2} =2
1 4 2 1 max{v[0][4], p[1]+v[0][3]} = max{0,2} =2
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[jllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
i=0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 2 2 2 2 2
=9 0 2 3 5 5 5
i=3 0 2 3 5 6 7
Questa ¢é la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
sllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
j=0 0 0 0 0 0 0
9= 0 1 1 1 1 1
j=2 0 0 1 1 1 1
ji=3 0 0 0 0 1 1
2. Abbiamo la seguente matrice s:
sllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
= 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1
j=2 0 0 1 1 1 1
ji=3 0 0 0 0 1 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j = 3 e kK = 5 come segue:

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[j][k] ‘ z[1] z[2] «[3] ‘ Azione
- - |- - 0 0 0 k=5
1 3|5 1 0 oM 23|« 1,k«5-1-3=2
2 202] 1 O 1|22« 1, k+2-1-2=0
3 1(0 0 0 1 1{2[]]+0,k«~0-0-1=0
Quindi il vettore
(0,1,1)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[3][5] = T7.
. J
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Esercizio 19.4

.

Consideriamo la seguente istanza del BKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 8 e i profitti, i

pesi e i limiti associati ai tipi di oggetto sono:

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,

&
W N Ot =
— Ut O [\]

i valori delle matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (z1,x2) e

riportare il valore ottimo.

J

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]

Soluzione

e s[j][k] e Poperazione eseguita.

S
=
=

w
=

=

= = O O O O O OO o O |%.
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Autore: Fabio Furini
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Autore: Fabio Furini

1 2 5 1 max{v[0][2], p[1]4+v[0][0]} = max{0,5} =5

1 3 5 1 max{v[0][3], p[1]+v[0][1]} = max{0,5} =5

14 10 | 2 | max{e[0][4], plUl+el0][2], 2p(1]-o[o][0])
max{0, 5, 10} = 10

1 5 10 2 max{v[0][5], p[1]+v[0][3], 2p[1]+v[0][1]}
max{0,5,10} = 10

1 6 15 3 max{v[0][6], p[1]+v[0][4], 2p[1]+v[0][2], 3p[1]+v[0][0]}
max{0, 5, 10, 15} = 15

17 15 3 max{v[0][7], p[1]+v[0][5], 2p[1]+v[0][3], 3p[1]+v[0][1]}
max{0, 5, 10, 15} = 15

1 8 15 3 max{v[0][8], p[1]+v[0][6], 2p[1]4+v[0][4], 3p[1]+v[0][2]}
max{0,5,10,15} = 15

2 0 0 0 max{v[1][0]} =0

2 1 0 0 max{v[1][1]} =0

2 2 5 0 max{v[1][2]} =

2 3 5 0 max{v[1][3]} =5

2 4| 10 0 | max{v[1][4]} = 10

2 5 10 0 max{v[1][5], p[2]4+v[1][0]} = max{10,9} = 10

2 6 15 0 max{v[1][6], p[2]4+v[1][1]} = max{15,9} = 15

2 7 15 0 max{v[1][7], p[2]+v[1][2]} = max{15,14} = 15

2 8 15 0 max{v[1][8], p[2]4+v[1][3]} = max{15,14} = 15
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[jllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 5 5 10 10 15 15 15
j=2 0 0 5 5 10 10 15 15 15

s[j][k]‘k:zo k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=28
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 1 2 2 3 3 3
a— 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2. Abbiamo la seguente matrice s:
slillk] [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Jj= 0 0 1 1 2 2 3 3 3
U= 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][¥] ‘ z[1] =z[2] ‘ Azione
- ] ] 0 0 k=8
1 218] o0 0Ol =[2] < 0, k+8—-0-5=8
2 18 3 3 0|z[l]+3,k+<8-3-2=2

Quindi il vettore

(3,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[2][8] = 15.
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Esercizio 19.5

Domande

.

i valori delle matrici v e s.

e riportare il valore ottimo.

pesi e i limiti associati ai tipi di oggetto sono:

Consideriamo la seguente istanza del BKP, in cui lo zaino ha capacita ¢ = 9 e i profitti, i

N W = | =
o O DN

NN W W

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (x1,x2,x3)

J

e s[j][k] e Poperazione eseguita.

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e k, le celle v[j][k]
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1 1 0
1 2 0
1 3 4
1 4 4
1 5 4
1 6 8
1 7 8
1 8 8
1 9 8
2 0 0
2 1 0
2 2 0
2 3 4
2 4 5
2 5 5
2 6 8
2 7 9
2 8 9
2 9 9
3 0 0
3 1 0
3 2 3
3 3 4
3 4 6
3 5 7
3 6 8
3 7 10
3 8 11
3 9 12

N = = = O O

[\ [\V)

[\)
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max{v[0][1]} =0

max{v[0][2]} =0

max{v[0][3], p[1]4+v[0][0]} = max{0,4} =4

max{v[0][4], p[1]4+v[0][1]} = max{0,4} =4

max{v[0][5], p[1]+v[0][2]} = max{0,4} =4

max{v[0][6], p[1]4+v[0][3], 2p[1]+v[0][0]} = max{0,4,8} =
8

max{v[1][0]} =0

max{v[1][1]} =0

max{v[1][2]} =0

max{v[1][3]} = 4

max{v[1][4], p[2]4+v[1][0]} = max{4,5} =5
max{v[1][5], p[2]4+v[1][1]} = max{4,5} =5
max{v[1][6], p[2]+v[1][2]} = max{8,5} = 8
max{v[1][7], p[2]+v[1][3]} = max{8,9} =9
max{v[1][8], p[2]+v[1][4]} = max{8,9} =9
max{v[1][9], p[2]+v[1][5]} = max{8,9} =9
max{v[2][0]} =0

max{v[2][1]} =0

max{v|[2][2], p[3]+v[2][0]} = max{0,3} =3
max{v[2][3], p[3]+v[2][1]} = max{4,3} =4
max{v[2][4], p[3]+v[2][2], 2p[3]+v[2][0]} = max{5,3,6} =
6

max{v[2][5], p[3]+v[2][3], 2p[3]+v[2][1]} = max{5,7,6} =

max{v[2][6], p[3]4+v[2][4], 2p[3]+v[2][2]} = max{8,8,6} =
8

max{v[2][7], p[3]+v(2][5], 2p[3]+v[2][3]} =
max{9,8, 10} = 10

max{v[2][8], p[3]+v[2][6], 2p[3]+v[2][4]} =
max{9,11,11} = 11

max{v[2][9], p[3]+v[2][7], 2p[3]+v[2][5]} =
max{9,12,11} = 12
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Questa € la matrice v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[jllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 0 4 4 4 8 8 8 8
j=2 0 0 0 4 5 5 8 9 9 9
i=3 0 0 3 4 6 7 § 10 11 12
Questa ¢é la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
sillk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j= 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2
j=2 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1
j=3 0 0 1 0 2 1 0 2 1 1
2. Abbiamo la seguente matrice s:
sillk] [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2
j=2 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1
j=3 0 0 1 0 2 1 0 2 1 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da j = 3 e k = 9 come segue:

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[j][k] ‘ z[1] z[2] «[3] ‘ Azione
- -1 - 0 0 0 k=9
1 3/9] 1 0 oMM 23|« 1,k9-1.2=7
2 207] 1 O 1|22« 1L, k«T7-1-4=3
3 13| 1 Bl 1 1|z[l]«1,k+3-1-3=0
Quindi il vettore
(1,1,1)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[3][9] = 12.
. J
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Capitolo 20

PD per il problema del subset sum

Ricorrenza usata in questi esercizi

L’algoritmo di PD del capitolo «PD per il problema del subset sum»: r(j, k) € {true, false}

dice se il valore obiettivo k ¢ il peso totale di un sottoinsieme degli oggetti 1,2,...,4, e
( true se k=0,
false sej=0ek>1,
r(j, k) =
r(j—1,k) se j,k>1ew; >k,
L7 —Lk)Vr(—-1LEk—-wj) sejk>1ew; <k

La risposta ¢ r(n,c). La matrice s memorizza s[j][k] = 1 se l'oggetto j ¢ usato, cioé se
rlj — 1][k] & false e r[j — 1][k — wj;] & true; un sottoinsieme si ricostruisce da j =n e k = c

con z; + s[jl[k], k « k — s[j][k] w;.

Esercizio 20.1 — Esercizio 1: problema del subset sum

Consideriamo la seguente istanza dell’'SSP, con valore obiettivo ¢ = 7 e 3 oggetti di pesi:

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle r[j][k] e s[j][k]; poi scrivere le matrici r e s.

2. Dare la risposta all’istanza del’'SSP e, se é si, ricostruire dalla matrice s un
sottoinsieme di peso totale ¢, come vettore binario (x1,x2,x3).

3. Usando l'ultima riga della matrice r, elencare tutti i valori obiettivo k € {1,2,...,7}

raggiungibili con i 3 oggetti.

-
.
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Soluzione

T e r[0][k]

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.
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wz =5>0: r[
w3z =5>1: r|
wg =5>2: r[2
wg =5> 3: 7’[
wg =5 > 4 ’I‘[
r(2)[5] v r[2][0]
28] v (2]
2T v i)

— O O O o o oo

Questa ¢ la matrice r dopo l’esecuzione dell’algoritmo di PD:

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga j = 0 ¢ r[0][0] =
= F per k > 1, con s[0][k] = 0; T sta per true e F per false. L'oggetto j &
usato (s[j][k] = 1) solo se r[j — 1][k] ¢ F.

k=

e
I

k:

j—O
7=1
j=2
j=3

2= &

njnjujujH

HH 3 ™o
H = |
e e e o | TN

[ B Lo B S | R

£S5 esBes Bies| o

HH /- H|

Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
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sPllk] [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 0 1 0 0 0 0 0
f=2% 0 0 0 1 0 1 0 0
ji=3 0 0 0 0 0 0 0 1
2. Poiché r[3][7] = T, la risposta ¢ si. Partendoda j =3 ek =T:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][k] ‘ z[1] z[2] =«[3] ‘ Azione
— = || = - 0 0 0 | k=7
1 3|7] 1 0 0 P z3 1, keT7-5=2
2 22| o 0 O 1 | 22«0 k=2
3 1l2] 1 0 1 |1, ke2-2=0

Il vettore (1,0, 1) seleziona il sottoinsieme {1,3}, di peso totale 2+5 =7 = c. E
I’unico sottoinsieme con peso totale 7.

3. L’ultima riga r[3][-] ¢ T esattamente per k € {2,3,5,7}: questi sono i valori obiet-
tivo raggiungibili. Gli altri valori in {1,2,...,7} non sono il peso totale di alcun
sottoinsieme.

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle r[j][k] e s[j][k]; poi scrivere le matrici 7 e s.

2. Dare la risposta all’istanza dell’SSP e, se & si, ricostruire dalla matrice s un
sottoinsieme di peso totale ¢, come vettore binario (x1,x2,x3).

3. Usando l'ultima riga della matrice r, elencare tutti i valori obiettivo k € {1,2,...,9}
raggiungibili con i 3 oggetti.

A J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga j = 0 ¢ r[0][0] =
T e r[0][k] = F per k > 1, con s[0][k] = 0; T sta per true e F per false. L’oggetto j &
usato (s[j][k] = 1) solo se r[j — 1][k] ¢ F.
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k ‘ 4]k ‘ s[7][k] ‘ Azione

FVF=F
FVF=F
FVF=F
FVF=F
FVF=F
FVF=F

HEE e
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T
F
F
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FVF
FVF

r

r

r

r

r

r

r

r

r

1
0
0
0
0
0
0

1
0
0

1
0
0

k ‘ r[j][%] ‘ s[7][k] ‘ Azione

T
F

T
T
F

w3z =6>0:r
wy=6>1:r

wg=6>2:r

wg=6>3:r

6>4:r
w3z =6>5: 1

w3 =

0

M ™M

Questa ¢é la matrice r dopo l’esecuzione dell’algoritmo di PD:

rljl[k] |k =0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9

Questa ¢é la matrice s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

slk] |[k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
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2. Poiché r[3][9] = T, la risposta ¢ si. Partendo da j =3 e k=09:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[7][k] ‘ z[1] z[2] «[3] ‘ Azione
_ —| - = 0 0 0 | k=9
1 319 1 0 0 1 | z[3]«1,k<+<9-6=3
2 213 0 0 0 1 | z[2]+0,k=3
3 13| 1 B 0 1 |z« 1, k<3-3=0

Il vettore (1,0, 1) seleziona il sottoinsieme {1,3}, di peso totale 3+6 = 9 = c. E
I’'unico sottoinsieme con peso totale 9.

3. L’ultima riga r[3][] ¢ T esattamente per k € {3,4,6,7,9}: questi sono i valori obiet-
tivo raggiungibili. Gli altri valori in {1,2,...,9} non sono il peso totale di alcun

sottoinsieme.
g J

Esercizio 20.3 — Esercizio 3: problema del subset sum

Consideriamo la seguente istanza dell’SSP, con valore obiettivo ¢ = 7 e 3 oggetti di pesi:

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle r[j][k] e s[j][k]; poi scrivere le matrici 7 e s.

2. Dare la risposta all’istanza dell’'SSP e, se & si, ricostruire dalla matrice s un
sottoinsieme di peso totale ¢, come vettore binario (z1, z2,x3).

3. Usando l'ultima riga della matrice r, elencare tutti i valori obiettivo k € {1,2,...,7}
raggiungibili con i 3 oggetti.

- /

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga j = 0 & r[0][0] =
T e r[0][k] = F per k > 1, con s[0][k] = 0; T sta per true e F per false. L’oggetto j ¢
usato (s[j][k] = 1) solo se r[j — 1][k] ¢ F.
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k ‘ 4]k ‘ s[7][k] ‘ Azione
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k ‘ r[7][k] ‘ s[j][k] ‘ Azione

T
F
T
F
T
F

w3 =6>0:7r
w3 =6>1:7r

ws=6>2:r
wy=6>3:r

ws=6>4:r
w3 =6>51r

0

Questa € la matrice r dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

k=4 k=5 k=6 k=7

k=3

2

rlflk] | k=0 k=1 k

Questa ¢é la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

F, la risposta ¢ no: nessun sottoinsieme degli oggetti ha peso totale

2. Poiché r[3][7]

(2,4, 6) sono pari, quindi ogni

7, e non ¢’é nulla da ricostruire. Infatti tutti i pesi w

valore obiettivo raggiungibile ¢ pari, mentre ¢ = 7 é dispari.
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3. L’ultima riga r[3][-] ¢ T esattamente per k € {2,4,6}: questi sono i valori obiet-
tivo raggiungibili. Gli altri valori in {1,2,...,7} non sono il peso totale di alcun

sottoinsieme.
(. J

Esercizio 20.4 — Esercizio 4: problema del subset sum

Consideriamo la seguente istanza dell’'SSP, con valore obiettivo ¢ = 8 e 4 oggetti di pesi:

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle r[j][k] e s[j][k]; poi scrivere le matrici 7 e s.

2. Dare la risposta all’istanza dell’SSP e, se ¢ si, ricostruire dalla matrice s un
sottoinsieme di peso totale ¢, come vettore binario (x1,x2, x3, x4).

3. Usando l'ultima riga della matrice r, elencare tutti i valori obiettivo k € {1,2,...,8}
raggiungibili con i 4 oggetti.

A J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga j = 0 ¢ r[0][0] =
T e r[0][k] = F per k > 1, con s[0][k] = 0; T sta per true e F per false. L’oggetto j &
usato (s[j][k] = 1) solo se r[j — 1][k] ¢ F.
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k ‘ 4]k ‘ s[7][k] ‘ Azione
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Questa ¢ la matrice r dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:
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Questa € la matrice s dopo I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

-

s[ilk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8

j=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

j=1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

j=2 0 0 0 0 1 1 0 0 0

j=3 0 0 0 0 0 0 1 0 0

j=4 0 0 0 0 0 0 0 1 1
2. Poiché r[4][8] = T, la risposta ¢ si. Partendo da j =4 e k= 8:

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[y][k] ‘ z[1] =[2] =[3] =[4] ‘ Azione

= = | = = 0 0 0 0 | k=8

1 4| 8 1 0 0 0 1 2[4+ 1, k+~8—-T7T=1

2 31| o 0 0 PO 1 |30 k=1

3 21| o o MO o0 1 |z[2]«0 k=1

4 1]1] 1 B 0 0 1 |z]elke1-1=0

Il vettore (1,0,0,1) seleziona il sottoinsieme {1,4}, di peso totale 1 +7 =8 = c. E

I'unico sottoinsieme con peso totale 8.

obiettivo raggiungibili. Gli altri valori in {1,2,...,8} non sono il peso totale di alcun

sottoinsieme.

. L’ultima riga r[4][] ¢ T esattamente per k € {1,4,5,6,7,8}: questi sono i valori

J

1.

Domande

Mostrare I’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le

celle r[j][k] e s[j][k]; poi scrivere le matrici r e s.

sottoinsieme di peso totale ¢, come vettore binario (x1,x2, x3, x4).

raggiungibili con i 4 oggetti.

Esercizio 20.5 — Esercizio 5: problema del subset sum

Consideriamo la seguente istanza dell’'SSP, con valore obiettivo ¢ = 8 e 4 oggetti di pesi:

. Dare la risposta all’istanza dell’SSP e, se € si, ricostruire dalla matrice s un

. Usando 'ultima riga della matrice r, elencare tutti i valori obiettivo k € {1,2,...,8}
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Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga j = 0 é r[0][0] =

0; T sta per true e F per false. L’oggetto j é

=F per k > 1, con s[0][k] =
1) solo se r[j — 1][k] & F.

T e r[0][k]
usato (s[j][k]

k ‘ r[7][k] ‘ s[j][k] ‘ Azione
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Questa ¢é la matrice r dopo l’esecuzione dell’algoritmo di PD:
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rlflk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=S8
7=0 T F F F F F F F F
j=1 T F T F F F F F F
=2 T F T F F T F T F
j=3 T F T F F T T T T
g =4 T F T F F T T T T
Questa ¢é la matrice s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:
sl [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
7=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
g=1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
j=2 0 0 0 0 0 1 0 1 0
j=3 0 0 0 0 0 0 1 0 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2. Poiché r[4][8] = T, la risposta ¢ si. Partendoda j =4e k=8:
Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[J][k] ‘ z[1] z[2] =x[3] =z[4] ‘ Azione
= = | = = 0 0 0 0 k=38
1 418] o 0 0 0 O 2[4« 0 k=8
2 318 1 0 o P o0 |23« 1, k<8-6=2
3 22| o o O 1 0 |z[2«0 k=2
4 1|2 1 1 0 1 0 z[l] < 1,k+~2-2=0
Il vettore (1,0,1,0) seleziona il sottoinsieme {1,3}, di peso totale 24+ 6 =8 = c. E
I’'unico sottoinsieme con peso totale 8.
3. L’ultima riga r[4][] ¢ T esattamente per k € {2,5,6,7,8}: questi sono i valori obiet-
tivo raggiungibili. Gli altri valori in {1,2,...,8} non sono il peso totale di alcun
sottoinsieme.

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 21

PD per il problema dello zaino a scelta
multipla

Ricorrenza usata in questi esercizi

L’algoritmo di PD del capitolo «PD per il problema dello zaino a scelta multiplay: v(h, k)
¢ il valore ottimo con le classi #1,..., #5 e capacita k, con v(h, k) = —oo se non esiste
una soluzione ammissibile, e

(0 se h =0,
—00 seh>1e
v(h, k) = Vj e /h: wj >k,
__ max {pj+v(h—1,k—w;)} seh>1e
J€Fniwi <k 3j e I w; <k

con pj + (—o0) = —oo. La matrice s memorizza 1'oggetto s[h][k| scelto nella classe h (0
se v[h|[k] = —o0); una soluzione ottima si ricostruisce da h = g e k = ¢ con j < s[h][k],

l‘j(‘l,k‘(‘k*w]’.
\ J

Esercizio 21.1 — Esercizio 1: problema dello zaino a scelta multipla

Consideriamo la seguente istanza del’MCKP, con uno zaino di capacita ¢ = 6 e 4 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: _#; = {1,2}, #» = {3,4}. I profitti e i pesi sono:

=1 j=2]j=3 j=4
Dj 4 6 3 6
w; 2 4 1 3

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle v[h|[k] e s[h][k]; poi scrivere le matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima, un oggetto per classe, e riportare
il valore ottimo.
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-

3. Usando l'ultima riga della matrice v, trovare la minima capacitd per cui l'istanza é

ammissibile e confrontarla con Y j | minje », w;.

J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga h = 0 & v[0][k]
0 e s[0][k] = 0 per ogni k; s[h][k] = 0 quando v[h][k] = —oo. In caso di pareggio si

conserva l’oggetto incontrato per primo in _#.

h k| v[h][k] | s[h]k] | Azione

1 0| — 0 nessun oggetto di _#; entra: —oo

1 1 —00 0 nessun oggetto di _#; entra: —oo

1 2 4 1 max{p;+v[0][0]} = max{4} =4

1 3 4 1 max{p;+v[0][1]} = max{4} =4

1 4 6 2 max{p;+v[0][2], p2+v[0][0]} = max{4,6} =6

1 5 6 2 max{p;+v[0][3], p2+v[0][1]} = max{4,6} =6

1 6 6 2 max{p;+v[0][4], p2+v[0][2]} = max{4,6} =6

2 0 —00 0 nessun oggetto di ¢ entra: —oo

2 1| - 0 max{p3+v[1][0]} = max{—o0} = —00

2 2| - 0 max{pz+v[1][1]} = max{—oco} = —o0

2 3 7 3 max{ps+v[1][2], pa+v[1][0]} = max{7, —oc0} =7
2 4 7 3 max{ps+v[1][3], patv[l][l]} = max{7, —o0} =7
2 5 10 4 max{ps+v[1][4], pa+v[1][2]} = max{9,10} =10
2 6 10 4 max{ps+v[1][5], ps+v[1][3]} = max{9,10} = 10

Questa € la matrice v dopo 'esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[p][k] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
h=0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 -0 — 4 4 6 6 6
h=2 -0 —00 @ —00 7 7 10 10

Questa ¢é la matrice s dopo 'esecuzione dell’algoritmo di PD:

sh][k] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
h=0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 0 0 1 1 2 2 2
h =2 0 0 0 3 3 4 4
2. Partendoda h =2 e k = 6:
Iterazione ‘ h ‘ k ‘ j = s[h][k] ‘ Selezione ‘ Capacita
- —| - - - k=6
1 2|6 4 a1 | k«<6-3=3
2 1 1 1]« 1 | k+3-2=1

Autore: Fabio Furini
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La soluzione ottima ¢ S = {1,4}, cio¢ il vettore x = (1,0,0,1). Il suo peso totale &
2+ 3 =5 < ¢, e il valore ottimo & v[2][6] =4+ 6 = 10.

3. L’ultima riga v[2][-] ¢ —oo per k < 3 e finita da k = 3 in poi, quindi la minima capacita
per cui l'istanza ¢ ammissibile ¢ 3. E uguale a 2,21:1 minje 7, wj = 2+1 = 3: loggetto

piu leggero di ogni classe deve entrare nello zaino.

Esercizio 21.2 — Esercizio 2: problema dello zaino a scelta multipla

Consideriamo la seguente istanza del’MCKP, con uno zaino di capacita ¢ = 8 e 5 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: _#1 = {1,2}, #» = {3,4,5}. I profitti e i pesi sono:

i=1 j=2]j=3 j=4 j=5
;i 6 9 2 5 6
w; 2 4 1 3 5

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle v[h|[k] e s[h][k]; poi scrivere le matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima, un oggetto per classe, e riportare
il valore ottimo.

3. Usando l'ultima riga della matrice v, trovare la minima capacita per cui l'istanza é
ammissibile e confrontarla con Y j | minje », w;.

- /

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga h = 0 ¢ v[0][k] =
0 e s[0][k] = 0 per ogni k; s[h][k] = 0 quando v[h][k] = —oo. In caso di pareggio si
conserva l'oggetto incontrato per primo in _#.
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h k| vR][k] | s[k][k] | Azione

1 0 —00 0 nessun oggetto di _¢#; entra: —oo

1 1 —00 0 nessun oggetto di _¢#; entra: —oo

1 2 6 1 max{p;+v[0][0]} = max{6} =6

1 3 6 1 max{p1+v[0][1]} = max{6} =6

1 4 9 2 max{p;+v[0][2], p2+v[0][0]} = max{6,9} =9

1 5 9 2 max{p;+v[0][3], p2+v[0][1]} = max{6,9} =9

1 6 9 2 max{p1+v[0][4], p2+v[0][2]} = max{6,9} =9

1 7 9 2 max{p1+v[0][5], p2+v[0][3]} = max{6,9} =9

1 8 9 2 max{p;+v[0][6], p2+v[0][4]} = max{6,9} =9

2 0 —00 0 nessun oggetto di ¢ entra: —

2 1| —o0 0 max{ps+v[1][0]} = max{— oo} = —00

2 2| —o0 0 max{ps+v[1][1]} = max{—oc0} = —o0

2 3 8 3 max{p3+v[1][2], pa+v[1][0]} = max{8, —c0} = 8

2 4 8 3 max{p3+v[1][3], pa+v[1][1]} = max{8, —o0o} =8

2 5 11 3 max{ps+v[1][4], pa+v[1][2], ps+v[1][0]} = max{11,11, —c0} =11
2 6| 11 | 3 |max{pstolt][5], pato[t][3], porolt][1]} = max{11,11, —oo} = 11
2 7| 14 4 max{p3-+v[1][6], pa+v[1][4], ps+v[l][2]} = max{11,14,12} = 14
2 8 14 4 max{ps+v[1][7], pa+v[1][5], ps+v[1][3]} = max{11, 14,12} = 14

Questa ¢ la matrice v dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

olpliE] [ E=0 =1 k=2 h=8 r=4 B=5 h=06 =7 B=8
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1| —c0 —o00 6 6 9 9 9 9 9
h=2| —c0 —o0 —o00 8 g8 11 11 14 14

Questa ¢é la matrice s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

sh][F [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 0 0 1 1 2 2 2 2 2
h=2 0 0 0 3 3 3 3 4 4
2. Partendoda h=2e k =8:
Iterazione ‘ h ‘ k ‘ J = s[h][¥] ‘ Selezione ‘ Capacita

- - | - — — k=8

1 2|8 4 24«1 | k«8-3=5

2 115 2 22«1 | ke5-4=1

La soluzione ottima & S = {2,4}, cioé il vettore z = (0,1,0,1,0). Il suo peso totale &
443 =17<c, e il valore ottimo ¢ v[2][8] =9+ 5 = 14.

3. L’ultima riga v[2][-] ¢ —oco per k < 3 e finita da k = 3 in poi, quindi la minima capacita
per cui l'istanza ¢ ammissibile ¢ 3. E uguale a 22:1 minje 7, wj = 2+1 = 3: loggetto

piu leggero di ogni classe deve entrare nello zaino.
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Esercizio 21.3 — Esercizio 3: problema dello zaino a scelta multipla

Consideriamo la seguente istanza del’MCKP, con uno zaino di capacita ¢ = 8 e 6 oggetti
partizionati in ¢ = 3 classi: _#1 = {1,2}, #» = {3,4}, #3 = {5,6}. I profitti e i pesi sono:

‘]:1 ]:2‘]:3 j:4‘j:5 j==6
Dj 2 5 3 7 4 6
wj 2 5 1 2 4 5

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle v[h|[k] e s[h][k]; poi scrivere le matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima, un oggetto per classe, e riportare
il valore ottimo.

3. Usando l'ultima riga della matrice v, trovare la minima capacita per cui l'istanza é
ammissibile e confrontarla con Y {_; minje 4, w;.

AN J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga h = 0 ¢ v[0][k] =
0 e s[0][k] = 0 per ogni k; s[h][k] = 0 quando v[h][k] = —oco. In caso di pareggio si
conserva l'oggetto incontrato per primo in _¢.

h k ‘ v[h][ ‘ s[h][k] ‘ Azione

1 0| —© 0 nessun oggetto di ¢ entra: —oo

1 1| - 0 nessun oggetto di _#; entra: —oo

1 2 2 1 max{p;+v[0][0]} = max{2} = 2

1 3 2 1 max{p;+v[0][1]} = max{2} =2

1 4 2 1 max{p;+v[0][2]} = max{2} =2

1 5 5 2 max{p; +v[0][3], p2+v[0][0]} = max{2,5} =5

1 6 5 2 max{p;+v[0][4], p2+v[0][1]} = max{2,5} =5

1 7 5 2 max{p;+v[0][5], p2+v[0][2]} = max{2,5} =5

1 8 5 2 max{p; +v[0][6], p2+v[0][3]} = max{2,5} =5

2 0| —o0 0 nessun oggetto di ¢ entra: —oo

2 1| - 0 max{p3+v[1][0]} = max{—o0} = —0c0

2 2| - 0 max{ps+v[1][1], pa+v[1][0]} = max{—o0, —0} = —c0
2 3 5 3 max{ps+v[1][2], pa+v[l][1]} = max{5, —oco} =5
2 4 9 4 max{p3+v[1][3], pa+v[1][2]} = max{5,9} =9

2 5 9 4 max{ps+v[1][4], pa+v[1][3]} = max{5,9} =9

2 6 9 4 max{ps+v[1][5], pa+v[1][4]} = max{8,9} =9

2 7 12 4 max{ps+v[1][6], pa+v[1][5]} = max{8, 12} = 12
2 8 12 4 max{ps+v[1][7], pa+v[1][6]} = max{8, 12} = 12

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 96


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

h k| v[h][k] | s[R][k] | Azione

3 0 —00 0 nessun oggetto di _¢#3 entra: —oo

3 1 —00 0 nessun oggetto di _¢#3 entra: —oo

3 2| —o0 0 nessun oggetto di ¢#3 entra: —oo

3 3| — 0 nessun oggetto di ¢#3 entra: —oo

3 4| -0 0 max{ps+v[2][0]} = max{—oc0} = —c0

3 5| —o© 0 max{ps+v[2][1], ps+v[2][0]} = max{—o0, —o00} = —c0
3 6| — 0 max{ps+v[2][2], pe+v[2][1]} = max{—o00, —o0} = —0
3 7 9 5 max{ps+v[2][3], ps+v[2][2]} = max{9, —cc} =9

3 8 13 5 max{ps+v[2][4], ps+v[2][3]} = max{13,11} = 13

Questa & la matrice v dopo 'esecuzione dell’algoritmo di PD:

-

o[h][k] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
h 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 —00 —00 2 2 2 5 5 5 5
h=2 —00 —00 @ —00 5 9 9 9 12 12
h=3 —00 -0 -0 —00 —00 —00 @ —00 9 13
Questa & la matrice s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD
s[Pllk] [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 0 0 1 1 1 2 2 2 2
h=2 0 0 0 3 4 4 4 4 4
h=3 0 0 0 0 0 0 0 5 )
2. Partendoda h=3e k=28:
Iterazione ‘ h [h][k] ‘ Selezione ‘ Capacita
- — | - - - k=8
1 318 5 aff] <1 | k«8—4=4
2 2 | 4 4 a1 | ke4-2=2
3 1] 2 1 gl 1 | k<2-2=0
La soluzione ottima & S = {1,4,5}, cioé il vettore x = (1,0,0,1,1,0). Il suo peso

totale ¢ 2+2+4 =8 < ¢, e il valore ottimo & v[3|[8] =2+ 7+ 4 = 13.

3. L’ultima riga v[3][-] ¢ —oo per k < 7 e finita da k = 7 in poi, quindi la minima capacita
per cui I'istanza ¢ ammissibile ¢ 7. E uguale a Z‘Zzl minje g, w; =2+1+4 =T
I'oggetto pili leggero di ogni classe deve entrare nello zaino.

J

Esercizio 21.4 — Esercizio 4: problema dello zaino a scelta multipla

Consideriamo la seguente istanza del’MCKP, con uno zaino di capacita ¢ = 7 e 5 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: _#1 = {1,2,3}, #» = {4,5}. I profitti e i pesi sono:
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[j=1 j=2 j=3|j=4 j=5
D; 3 7 8 3 9
w; 2 3 4 4 5

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle v[h][k] e s[h][k]; poi scrivere le matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima, un oggetto per classe, e riportare
il valore ottimo.

3. Usando l'ultima riga della matrice v, trovare la minima capacita per cui l'istanza &
ammissibile e confrontarla con Y}, minjc g, w;.

& J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga h = 0 ¢ v[0][k] =
0 e s[0][k] = 0 per ogni k; s[h][k] = 0 quando v[h][k] = —oco. In caso di pareggio si
conserva l'oggetto incontrato per primo in _#Zj,.

h k ‘ v[h][k ‘ s[h][k] ‘ Azione

1 0| - 0 nessun oggetto di _#; entra: —oo

1 1| —x 0 nessun oggetto di ¢ entra: —oco

1 2 3 1 max{p;+v[0][0]} = max{3} =3

1 3 7 2 max{p1+v[0][1], po+v[0][0]} = max{3,7} =7

1 4 8 3 max{p1+v[0][2], p2+v[0][1], p3+v[0][0]} = max{3,7,8} =8
1 5 8 3 max{p1+v([0][3], p2+v[0][2], p3+v[0] 1]} = max{3,7,8} =8
1 6 8 3 max{p;+v[0][4], p2+v[0][3], p3+v[0][2]} = max{3,7,8} =8
1 7 8 3 max{p;+v[0][5], p2+v[0][4], ps+v[0][3]} = max{3,7,8} =8
2 0 —00 0 nessun oggetto di ¢ entra: —oo

2 1| —o0 0 nessun oggetto di ¢, entra: —oo

2 2| -0 0 nessun oggetto di ¢, entra: —oo

2 3 —00 0 nessun oggetto di _# entra: —oco

2 4| - 0 max{ps+v[1][0]} = max{—o0} = —c0

2 5| —© 0 max{ps+v[1][1], ps+v[1][0]} = max{—o0, —c0} = —c0

2 6 6 4 max{ps+v[1][2], ps+v[1][1]} = max{6, —oc} = 6

2 7 12 5 max{ps+v[1][3], ps+v[1][2]} = max{10,12} = 12

Questa ¢ la matrice v dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[h]lk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1]| —oc0 —o0 3 7 8 8 8 8
h=2 —00 -0 -0 —00  —00  —00 6 12
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Questa € la matrice s dopo I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

shhllk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 0 0 1 2 3 3 3 3
h=2 0 0 0 0 0 0 4 5)
2. Partendoda h=2e k=T:
Iterazione ‘ h ‘ k ‘ j = s[h][k] ‘ Selezione ‘ Capacita

- — | - - - k=1

1 2 | 7 5 a5« 1 |k« T7-5=2

2 1|2 1 1] <1 | ke2-2=0

La soluzione ottima ¢ S = {1, 5}, cioé¢ il vettore = = (1,0,0,0,1). Il suo peso totale &
2+5=7<¢, eil valore ottimo ¢ v[2][7] =3+ 9 = 12.

3. L’ultima riga v[2][-] ¢ —oco per k < 6 e finita da k = 6 in poi, quindi la minima capacita
per cui l'istanza & ammissibile ¢ 6. E uguale a 2,21:1 minje g, wj = 2+4 = 6: loggetto
piu leggero di ogni classe deve entrare nello zaino.

Esercizio 21.5 — Esercizio 5: problema dello zaino a scelta multipla

Consideriamo la seguente istanza del’MCKP, con uno zaino di capacita ¢ = 9 e 6 oggetti
partizionati in ¢ = 3 classi: _#1 = {1,2}, #» ={3,4}, #3 = {5,6}. I profitti e i pesi sono:

| j=1 j=2|j=3 j=4|j=5 j=6
D 3 6 2 7 3 6
w; 1 4 1 3 4 5

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni passo, le
celle v[h|[k] e s[h][k]; poi scrivere le matrici v e s.

2. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima, un oggetto per classe, e riportare
il valore ottimo.

3. Usando l'ultima riga della matrice v, trovare la minima capacita per cui l'istanza é
ammissibile e confrontarla con ) j_; minje g, w;.

- J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up. La riga h = 0 ¢ v[0][k] =
0 e s[0][k] = 0 per ogni k; s[h][k] = 0 quando v[h][k] = —oco. In caso di pareggio si

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 99


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

conserva l'oggetto incontrato per primo in _#.
h k ‘ v[h]] ‘ s[h][k] ‘ Azione
1 0 —00 0 nessun oggetto di _#; entra: —oo
1 1 3 1 max{p1+v[0][0]} = max{3} =3
1 2 3 1 max{p;+v[0][1]} = max{3} =3
1 3 3 1 max{p;+v[0][2]} = max{3} =3
1 4 6 2 max{p; +v[0][3], p2+v[0][0]} = max{3,6} =6
1 5 6 2 max{p;+v[0][4], p2+v[0][1]} = max{3,6} =6
1 6 6 2 max{p; +v[0][5], p2+v[0][2]} = max{3,6} =6
1 7 6 2 max{p; +v[0][6], pa+v[0][3]} = max{3,6} =6
1 8 6 2 max{p;+v[0][7], p2+v[0][4]} = max{3,6} =6
1 9 6 2 max{p;+v[0][8], p2+v[0][5]} = max{3,6} =6
2 0 —00 0 nessun oggetto di ¢, entra: —oo
2 1| - 0 max{p3+v[1][0]} = max{—oo} = —oc0
2 2 5 3 max{ps+v[1][1]} = max{5} =5
2 3 5 3 max{ps+v[1][2], pa+v[1][0]} = max{5, —oc0} =5
2 4 10 4 max{ps+v[1][3], pa+v[1][1]} = max{5,10} = 10
2 5 10 4 max{ps+v[1][4], pa+v[1][2]} = max{8,10} = 10
2 6| 10 4 | max{ps+v[1][5], pa+v[1][3]} = max{8,10} = 10
2 7 13 4 max{p3+v[1][6], pa+v[1][4]} = max{8,13} =13
2 8 13 4 max{p3+v[1][7], pa+v[1][5]} = max{8,13} =13
2 9 13 4 max{ps+v[1][8], pa+v[1][6]} = max{8,13} =13
h k| v[h][k] | s[R][k] | Azione
3 0 —00 0 nessun oggetto di _#3 entra: —oo
3 1 —00 0 nessun oggetto di ¢#3 entra: —oo
3 2| —o0 0 nessun oggetto di _¢#3 entra: —oo
3 3| — 0 nessun oggetto di _#3 entra: —oo
3 4| -0 0 max{ps+v[2][0]} = max{—oc0} = —c0
3 5| —o0 0 max{ps+v[2][1], ps+v[2][0]} = max{—o0, —c0} = —0c0
3 6 8 5 max{ps+v[2][2], ps+v[2][1]} = max{8, oo} =38
3 7 11 6 max{ps+v[2][3], ps+v[2][2]} = max{8,11} =11
3 8 13 5 max{ps+v[2][4], ps+v[2][3]} = max{13,11} =13
3 9 16 6 max{ps+v[2][5], ps+v[2|[4]} = max{13,16} = 16
Questa ¢ la matrice v dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:
o[h[k] [ k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 —00 3 3 3 6 6 6 6 6 6
h=2 —00 —00 5 5 10 10 10 13 13 13
h=3 —00 —00 —00 —00 —00 —O00 8 11 13 16
Questa ¢ la matrice s dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

Autore: Fabio Furini
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sh]lk] | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
h=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h=1 0 1 1 1 2 2 2 2 2 2
h=2 0 0 3 3 4 4 4 4 4 4
h=3 0 0 0 0 0 0 5 6 5 6
2. Partendoda h=3e k=0:
Iterazione ‘ h ‘ k ‘ J = s[h][¥] ‘ Selezione ‘ Capacita

- — |- - - k=9

1 319 6 z[6] <1 | k< 9—-5=4

2 2 | 4 4 a1 | k+4-3=1

3 11 1 gl <1 | ke1-1=0

La soluzione ottima ¢ S = {1,4,6}, cioé¢ il vettore x = (1,0,0,1,0,1). Il suo peso
totale ¢ 1 +3 45 =9 < ¢, e il valore ottimo ¢ v[3][9] =3+ 7+ 6 = 16.

3. L’ultima riga v[3][-] ¢ —oo per k < 6 e finita da k = 6 in poi, quindi la minima capacita
per cui listanza ¢ ammissibile ¢ 6. E uguale a Zi:l minje g, w; =1+1+4 =6:
I'oggetto pitl leggero di ogni classe deve entrare nello zaino.

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 22

PD per il problema dello zaino
multidimensionale

Ricorrenza usata in questi esercizi

L’algoritmo di PD del capitolo «PD per il problema dello zaino multidimensionale», con
m dimensioni, il vettore k = (ki,...,ky) delle capacitd e il vettore dei pesi w; =
(wij, ..., wn;) dell’'oggetto j:

(0 se j =0,

v(j—1,k) sej>1le

wg; > kg per qualche d,
o(j,k) = v

max{v(j—l,k:), sej>1lew; <k.

pj+o(j - 1,k—wj)}

11 valore ottimo ¢ v(n, ¢). Le tabelle s memorizzano s[j][k] = 1 se l'oggetto j & selezionato;

una soluzione ottima si ricostruisce da j =n e k = ¢ con z; < s[j|[k], k + k — z;w;.
.

Esercizio 22.1 — Esercizio 1: problema dello zaino multidimensionale

Consideriamo la seguente istanza del’lMDKP, con m = 2 dimensioni, capacita ¢; = 3 e
co = 3, e 3 oggetti con profitti e pesi:

j=1 j=2 j=3
D 9 8 6
wlj 2 1 2
wa; 2 2 1

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[7][k1][k2] e s[j][k1][k2], e mostrare il calcolo della cella k = c.
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2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima (x1,x2,x3) e riportare il valore
ottimo.

3. Determinare quante celle ha la tabella dell’algoritmo di PD, compresa la riga j = 0,
e quante ne avrebbe con una terza dimensione di capacita cg = 3.

- /

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice ¢'¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in caso di pareggio 1'oggetto j non viene selezionato.

Oggetto 7 = 1, con p1 = 9 e w1 = (2,2): v[1][(3,3)] = max{v[0][(3,3)], p1 +

o[0][(1,1)]} = max{0,9 + 0} = 9; w1 = (2,2) £ (0,0), quindi v[1][(0,0)] =

v[0][(0,0)] = 0.
’U[l][k‘l][kg] k‘g =0 k‘g =1l k’2 =) k‘Q =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
ki =2 0 0 9 9
ki1=3 0 0 9 9
8[1][k1][k2] k‘g =0 k‘g =1 k’g =2 k‘g =&
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
ki =2 0 0 1 1
k1=3 0 0 1 1

1,2): 0[2][(3,3)] = max{v[1][(3,3)], p2 +

Oggetto 7 = 2, con po = 8 e wy = (
1,2)] = max{v[1][(1,2)], p2 + v[1][(0,0)]} =

v[1][(2,1)]} = max{9, 8 + 0} = 9; v[2][(
max{0, 840} = 8.

’U[2][/€1][/€2] kg =0 kg =1 kQ =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 8 8
k1 =2 0 0 9 9
k1=3 0 0 9 9
8[2][k1][k2] ]{?2 =0 k‘g =1 kz =2 k‘g =5
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 1 1
ki =2 0 0 0 0
k1=3 0 0 0 0

Oggetto 7 = 3, con p3 = 6 e w3 = (2,1): v[3][(3,3)] = max{v[2][(3,3)], p3s +
v[2][(1,2)]} = max{9, 6 + 8} = 14.
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U[S][k‘l][kg] k‘2 =0 kg =1 k‘g =% k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 8 8
k1 =2 0 6 9 9
ki=3 0 6 9 14
8[3} [k‘l][kg] k‘g =0 k2 =1 k‘z =5 k‘g =3
k1 =0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
k1 =2 0 1 0 0
ki1=3 0 1 0 1

2. Partendo da j =3 e k = (3,3):

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ ‘ z[1] z[2] x[3] ‘ Azione
= = = = 0 0 0 | k=(3,3)
1 33,3 1 0 0 B 23]« 1,k (3,3)—(2,1)=(1,2)
2 2 | (1,2) 1 0 1 1 | z[2]+ 1, k<« (1,2) —(1,2) = (0,0)
3 1| (0,0) 0 0 1 1 | z[1] «+ 0, k= (0,0)

11 vettore (0,1,1) ¢ una soluzione ottima: i suoi pesi sono1+2=3<c e2+1=
3 < ¢g, e il valore ottimo & v[3][(3,3)] =8+ 6 = 14.

3. La tabella ha (n +1)(c1 +1)(ca +1) =4 -4 -4 = 64 celle. Una terza dimensione di
capacita c3 = 3 moltiplica questo numero per cs + 1 = 4, e da 256 celle: ogni nuova
dimensione moltiplica il numero di stati.

Esercizio 22.2 — Esercizio 2: problema dello zaino multidimensionale

Consideriamo la seguente istanza del’MDKP, con m = 2 dimensioni, capacita ¢; = 4 e
co = 3, e 3 oggetti con profitti e pesi:

j=1 3j=2 j=3
Dbj 4 7 )
wlj 3 2 1
w2j 1 2 2

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[7][k1][k2] e s[j][k1][k2], e mostrare il calcolo della cella k = c.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima (x1,x2,x3) e riportare il valore
ottimo.

3. Determinare quante celle ha la tabella dell’algoritmo di PD, compresa la riga j = 0,

e quante ne avrebbe con una terza dimensione di capacita cz = 3.
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Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.
1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice ¢’¢ una riga per ogni k; e una

colonna per ogni ko; in caso di pareggio 'oggetto j non viene selezionato.
Oggetto .7 = 17 con p; = 4ew = (37 1) U[l][(47 3)] = maX{U[O][(47 3)]7 D1+
v[0][(1,2)]} = max{0, 4 + 0} = 4; v[1][(3,1)] = max{v[0][(3,1)], pr + v[0][(0,0)]} =
max{0, 4+ 0} = 4.

’U[l][kl][kz] kg =0 kQ = 1l kQ =y kg =3

k1=0 0 0 0 0

by =1 0 0 0 0

ky =2 0 0 0 0

ki = 0 4 4 4

ky = 4 0 4 4 4

8[1][k1][k2] k‘g =0 k2 =1 kg =y kg =3

k1=0 0 0 0 0

ki=1 0 0 0 0

k1 =2 0 0 0 0

k1 =3 0 1 1 1

ki =4 0 1 1 1
Oggetto .7 = 27 con pa = 7Tewy = (272) U[Z][(47 3)] = max{v[l][(4, 3)]7 D2 +
v[1][(2,1)]} = max{4,7+0} = 7, wa = (2,2) £ (3,1), quindi v[2][(3,1)] =
v[1][(3,1)] = 4.

U[2][k1][k2] kQ =0 k2 = 1l k'g =y kg =3

k1=0 0 0 0 0

ki=1 0 0 0 0

ki1 =2 0 0 7 7

ki =3 0 4 7 7

kit=4 0 4 7 7

8[2][k1][k2] kg =0 k2 =1 kg =y kg =3

k1=0 0 0 0 0

ki=1 0 0 0 0

ki =2 0 0 1 1

k1 =3 0 0 1 1

ki =4 0 0 1 1
Oggetto J =3, conpg =5e w3 = (172) 0[3][(47 3)] = max{v[2][(4, 3)]7 p3 +
v[2][(3,1)]} = max{7, 5 +4} =9.

Autore: Fabio Furini
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U[S][k‘l][kg] k‘2 =0 kQ =1 k‘g =% k‘g =3
k1 =0 0 0 0 0
k=1 0 0 ) 5
k1=2 0 0 7 7
ki=3 0 4 7 7
k1= 0 4 7 9
8[3} [kl][k'z] kg =0 kQ =1 kz =2 kz =3
k1 =0 0 0 0 0
k=1 0 0 1 1
k1 =2 0 0 0 0
k1 =3 0 0 0 0
ki1 =4 0 0 0 1
2. Partendo da j =3 e k= (4,3):
Iterazione ‘ J ‘ k ‘ ‘ z[1] =x[2] =«[3] ‘ Azione
_ | - - 0 0 0 |k=(4,3)
1 3143 ] 1 0 0 P 23]« 1, k<« (43) —(1,2) = (3,1)
2 2 13,1 ] o 0 WO 1 | 22«0, k=(3,1)
3 1] 31| 1 M 0 1 |z« 1, k<« (3,1)—(3,1)=(0,0)
11 vettore (1,0,1) & una soluzione ottima: i suoi pesi sono3+1=4<c;el+2=
3 < ¢g, e il valore ottimo ¢ v[3][(4,3)] =4+ 5=09.
3. La tabella ha (n 4+ 1)(c; +1)(ca +1) =4 -5-4 = 80 celle. Una terza dimensione di
capacita c3 = 3 moltiplica questo numero per c3 + 1 = 4, e da 320 celle: ogni nuova
dimensione moltiplica il numero di stati.

Esercizio 22.3 — Esercizio 3: problema dello zaino multidimensionale

Consideriamo la seguente istanza del’lMDKP, con m = 2 dimensioni, capacita ¢; = 3 e
cg = 4, e 3 oggetti con profitti e pesi:

j=1 j=2 j=3
Dj 6 6 9
w1y; 2 1 2
wa; 1 2 3

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[j][k1][k2] e s[j][k1][kz], e mostrare il calcolo della cella k = c.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima (x1,x2,x3) e riportare il valore
ottimo.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 106


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

3. Determinare quante celle ha la tabella dell’algoritmo di PD, compresa la riga j = 0,
e quante ne avrebbe con una terza dimensione di capacita cg = 3.

- J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j =0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice c¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in caso di pareggio 'oggetto j non viene selezionato.

Oggetto 7 = 1, con p1 = 6 e w1 = (2,1): v[1][(3,4)] = max{v[0][(3,4)], p1 +

( :
v[0][(1,3)]} = max{0, 6 + 0} = 6; v[1][(2,2)] = max{v[0][(2,2)], p1 + v[0][(0, 1)]} =
max{0, 6 + 0} = 6.

v[l][/ﬁ][kﬁg] kg =0 kg =1 kz =¥ ]{2 =3 kg =4
k1 =0 0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 0 0
k1 =2 0 6 6 6 6
k1 =3 0 6 6 6 6
S[l][k’l][kg] kz =0 kg =1 kg =¥ kg =% kg =4
k1 =0 0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 0 0
k1 =2 0 1 1 1 1
k1 =3 0 1 1 1 1

Oggetto j = 2, con po = 6 e wy = (1,2): v[2][(3,4)] = max{v[1][(3,4)], p2 +
v[1][(2,2)]} = max{6, 6 + 6} = 12.

U[Q][kl][kgl kg =0 k‘g =1l kg =) ]{?2 =3 k‘g =4
k1=0 0 0 0 0 0
ki=1 0 0 6 6 6
k1 =2 0 6 6 6 6
k1=3 0 6 6 12 12
5[2][k1][k2] kg =0 kg =1 kg =¥ k‘g =3 kg =4
k1 =0 0 0 0 0 0
k=1 0 0 1 1 1
k1 =2 0 0 0 0 0
ki=3 0 0 0 1 1

Oggetto j = 3, con p3 = 9 e wz = (2,3): v[3][(3,4)] = max{v[2][(3,4)], p3 +
0[2)[(1,1)]} = max{12, 9 + 0} = 12.

U[3][k1][l€2] ‘ ]€2 =0 kg Sl k)g =) kg =3 kg =4

k1 =0 0 0 0 0 0

ki=1 0 0 6 6 6

k1= 0 6 6 9 9

ki1=3 0 6 6 12 12
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8[3][1451][]{}2] ‘ kz =0 kg =1 kg =% k‘g =5 kg =4
k1 =0 0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0 0
k=2 0 0 0 1 1
k=3 0 0 0 0 0
2. Partendo da j =3 e k = (3,4):
Iterazione ‘ J ‘ k ‘ s[j][k] ‘ z[1] z[2] «[3] ‘ Azione
- | - - 0 0 0 |k=(34
1 3134 o 0 0 [P0 z[3] <0, k=(34)
2 2| (3,4 | 1 0 B 0 |22 1, k< (3,4)—(1,2) =(2,2)
3 1]@2)| 1 0 1 0 |2l 1Lk« (2,2)—(21)=(0,1)

Il vettore (1,1,0) & una soluzione ottima: i suoi pesisono2+1=3<c el+2=
3 < ¢g, e il valore ottimo & v[3][(3,4)] =6+ 6 = 12.

3. La tabella ha (n+ 1)(c1 + 1)(ca +1) =4-4-5 = 80 celle. Una terza dimensione di
capacita c3 = 3 moltiplica questo numero per cs + 1 = 4, e da 320 celle: ogni nuova
dimensione moltiplica il numero di stati.

Esercizio 22.4 — Esercizio 4: problema dello zaino multidimensionale

Consideriamo la seguente istanza del’MDKP, con m = 2 dimensioni, capacita ¢; = 4 e
co = 3, e 4 oggetti con profitti e pesi:

j=1 j=2 j=3 j=4
Dj 7 3 7 5
W4 2 1 1 2
w24 1 2 1 1

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[j][k1][k2] e s[j][k1][kz], e mostrare il calcolo della cella k = ¢.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima (x1, x2, x3, x4) e riportare il valore
ottimo.

3. Determinare quante celle ha la tabella dell’algoritmo di PD, compresa la riga j = 0,
e quante ne avrebbe con una terza dimensione di capacita c3 = 3.

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.
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max{0, 74+ 0} = 7.

Oggetto j = 1, con p1 = 7 e w;
v[0][(2,2)]} = max{0, 7+ 0} = 7; v[1][(3,2)] = max{v[0][(3,2)], p1 + v[0][(1,1)]} =

1. Lariga j =0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice c¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in caso di pareggio 'oggetto j non viene selezionato.

(2,1):

v[1][(4,3)] = max{v[0][(4,3)], p1 +

U[l][kl][kz] kg =0 kg =1 kz =y kQ =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
k1 =2 0 7 7 7
ki=3 0 7 7 7
ki=4 0 7 7 7
8[1“]{31][/{‘2] ]{32 =0 kg =1 kz =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
ki1 =2 0 1 1 1
k1 =3 0 1 1 1
ki=4 0 1 1 1

v[1][(3,1)]} = max{7, 3+ 7} = 10;
max{7, 3+ 0} = 7.

Oggetto 7 = 2, con pp = 3 e wy = (1

v[2][(3,

,2): v[2][(4,3)] = max{v[1][(4,3)], p2 +
2)] = max{v[1][(3,2)], p2 + [1][(2,0)]} =

v[2[(3,2)]} = max{10, 7 + 7} = 14.

’U[2][/€1Hk2] ]{32 =0 kz =1 kg =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 3 3
ki =2 0 7 7 7
ki1=3 0 7 7 10
ki=4 0 7 7 10
8[2} [k‘l][kig] k‘g =0 k‘z =1 k/’g =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 1 1
ki1 =2 0 0 0 0
k1=3 0 0 0 1
k1 =4 0 0 0 1
Oggetto j = 3, con p3 = 7 e w3 = (1,1): v[3][(4,3)] = max{v[2][(4,3)], p3s +

Autore: Fabio Furini

U[?)][k/’l][kg] ]{32 =0 kg =1 kg =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 7 7 7
ki =2 0 7 7 10
ki1=3 0 7 14 14
ki1=4 0 7 14 14
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8[3“](51][]{2] k‘g =0 kQ =1 k‘2 =2 kg =
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 1 1 1
k1 =2 0 0 0 1
ki=3 0 0 1 1
k1 =4 0 0 1 1

Oggetto 7 = 4, con py = 5 e wy = (2,1): v[4][(4,3)] = max{v[3][(4,3)], psa +
v[3][(2,2)]} = max{14, 5+ 7} = 14.

U[4][/€1Hk2] ]{32 =0 kg =1 kg =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 7 7 7
ki =2 0 7 7 10
ki =3 0 7 14 14
ki =4 0 7 14 14
8[4} [k‘l][kﬁg] k‘g =0 k‘g =1 k’g =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
ki =2 0 0 0 0
ki1=3 0 0 0 0
ki=4 0 0 0 0

2. Partendo da j =4 e k = (4,3):

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ sljllk ‘ z[1] «[2] =z[3] z[4] ‘ Azione
- | - - 0 0 0 0 |k=(43)
1 4)@3)| o 0 0 0 PO 2[4 <0, k=(43)
2 3143 | 1 0 0 W 0 |23« 1k« (43)—(11) =2
3 2132 o0 O WO 1 0 |22« 0 k=(32)
4 1132 1 0 0 1 0 |21k (3,2)—(21) =11

11 vettore (1,0,1,0) ¢ una soluzione ottima: i suoi pesisono2+1=3<c;el+1=
2 < ¢9, e il valore ottimo & v[4][(4,3)] =7+ 7 = 14.

3. La tabella ha (n 4+ 1)(c; +1)(c2 +1) =5-5-4 = 100 celle. Una terza dimensione di
capacita c3 = 3 moltiplica questo numero per c3 + 1 = 4, e da 400 celle: ogni nuova
dimensione moltiplica il numero di stati.

Esercizio 22.5 — Esercizio 5: problema dello zaino multidimensionale

Consideriamo la seguente istanza del’lMDKP, con m = 2 dimensioni, capacita ¢; = 4 e
co = 4, e 4 oggetti con profitti e pesi:
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J=1 =2 j=3 j=4
Dj 6 7 2 8
Wi 2 3 1 1
waj 1 1 3 1

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[j][k1][k2] e s[j][k1][kz], e mostrare il calcolo della cella k = c.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima (x1, x2, 3, x4) € riportare il valore
ottimo.

3. Determinare quante celle ha la tabella dell’algoritmo di PD, compresa la riga j = 0,
e quante ne avrebbe con una terza dimensione di capacita c3 = 3.

. J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice ¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in caso di pareggio 'oggetto j non viene selezionato.

Oggetto j = 1, con py = 6 e wy = (2,1): v[1][(4,4)] = max{v[0][(4,4)], p1 +

v[0][(2,3)]} = max{0,6 4+ 0} = 6; w1 = (2,1) £ (0,2), quindi [1][(0,2)] =

v[0][(0,2)] = 0.
’U[l][kl][kg] kQ =0 kg =1 k2 =¥ kg =3 kQ =4
k1=0 0 0 0 0 0
ki = 0 0 0 0 0
k1 =2 0 6 6 6 6
k= 0 6 6 6 6
k=4 0 6 6 6 6
S[l][kl][k}g] kg =0 kQ =1 k‘g =¥ ]{72 =3 k2 =4
k1=0 0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 0 0
k1 =2 0 1 1 1 1
ki=3 0 1 1 1 1
k=4 0 1 1 1 1

Oggetto j = 2, con p2 = 7 e wy = (37 1): 0[2][(4a4)] = max{v[l][(4,4)],p2 +
v[1][(1,3)]} = max{6, 7 + 0} = 7; v[2][(3,3)] = max{v[1][(3,3)], p2 + v[1][(0,2)]} =
max{6, 74+ 0} = 7.
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Autore: Fabio Furini

U[Q][/ﬁ][kg} k‘Q =0 k‘g =1 ]{12 =% k‘g =5 kg = 4
k1 =0 0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0 0
k1 =2 0 6 6 6 6
ki1=3 0 7 7 7 7
k1 =4 0 7 7 7 7
S[Q][kl][k‘g] kg =0 k‘g =1l kiz =) k‘g =3 k‘g =4
kr1=0 0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 0 0
k1 =2 0 0 0 0 0
k1 =3 0 1 1 1 1
ki=14 0 1 1 1 1
Oggetto j = 3, con p3 = 2 e w3z = (1,3): v[3][(4,4)] = max{v[2][(4,4)], p3s +
v[2][(3, D]} = max{7, 2+ 7} = 9; v[3][(3,3)] = max{v[2][(3,3)], p3 + v[2][(2,0)]} =
max{7, 2+ 0} = 7.
U[3][/€1][k2} k‘g =0 k‘g =1 ]{ig =% k‘g =5 kg =4
k1 =0 0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 2 2
k1 =2 0 6 6 6 6
ki1=3 0 7 7 7 8
ki1 =4 0 7 7 7 9
8[3][]61][1{)2] kg =0 k‘g =1l kiz =) k‘g =3 k‘g =4
k1=0 0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 1 1
k1 =2 0 0 0 0 0
k1 =3 0 0 0 0 1
ki =4 0 0 0 0 1
Oggetto j = 4, con py = 8 e wy = (1,1): v[4][(4,4)] = max{v[3][(4,4)], ps +
v[3][(3,3)]} = max{9, 8 + 7} = 15.
U[4][I€1][k‘2} ki2 =0 k‘Q =1 Ifg =§) k‘g = & k‘g =4
k1 =0 0 0 0 0 0
ki=1 0 8 8 8 8
ki1 =2 0 8 8 8 10
k1=3 0 8 14 14 14
ki1 =4 0 8 15 15 15
8[4][161][]62] kg =0 k‘g =1l kz =) ]{?2 =3 kg =4
k1= 0 0 0 0 0
k=1 0 1 1 1 1
ki =2 0 1 1 1 1
ki =3 0 1 1 1 1
ki =4 0 1 1 1 1
SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

112


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

2. Partendo da j =4 e k = (4,4):

Iterazione ‘ J ‘ k ‘s[j][k} 93

1] =z[2] =[3] =[4] ‘ Azione

)

)

)

N W o
N W W
o~ o~ |

O W W

(4,4)
(3,3)
(3,3)
(0,2)

W N~

)

0
0
0
0
0

0

0 0
0 1
0 1
0 1
0 1

=i O O

k= (4,4)

z[d] 1, k+ (4,4) — (1,1) = (3,3)
3] « 0, k = (3,3)

2]« 1, k+ (3,3) —(3,1) =(0,2)
[1] <0, k= (0,2)

8

X
X

I1 vettore (0,1,0,1) ¢ una soluzione ottima: i suoi pesisono3+1=4<c;el+1=
2 < ¢, e il valore ottimo & v[4][(4,4)] =7+ 8 = 15.

3. La tabella ha (n 4+ 1)(c;1 + 1)(c2 +1) =5-5-5 = 125 celle. Una terza dimensione di
capacita c3 = 3 moltiplica questo numero per c3 + 1 = 4, e da 500 celle: ogni nuova

dimensione moltiplica il numero di stati.

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 23

PD per il problema dello zaino con setup

Ricorrenza usata in questi esercizi

L’algoritmo di PD del capitolo «PD per il problema dello zaino con setup». Gli oggetti sono
numerati classe per classe, #, = {{p—1+1,....ln}, th = | Znl, € j = €1 +i & l'i-esimo
oggetto della classe h:
—00 sei=0ek <sp,
v(h—1,k—sp) — fp sei=0¢ek > sp,
1 > 1w,
w(hyi, k) = u(h,i—1,k) sei>1ew; >k,
max{u(h,i—l,k), sei>1ew; <k,
\
0 se h =0,
v(h, k) =
max {v(h — 1,k), u(h,tp,k)} seh>1.
Il valore ottimo & v(g,c). Le tabelle delle scelte memorizzano s[h][i|[k] = 1 se l’i-esimo
oggetto della classe h é selezionato, e o[h][k] = 1 se la classe h & aperta. La ricostruzione
scorre le classi a partire da h = ¢ e k = ¢: una classe aperta si scorre come nel KP, e poi k
diminuisce di sp,.

. J

Esercizio 23.1 — Esercizio 1: problema dello zaino con setup

Consideriamo la seguente istanza del KPS, con uno zaino di capacita ¢ = 7 e 4 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: #1 = {1,2} con fi =2e sy =1, #o = {3,4} con fo =2e
so = 1. I ricavi e i pesi sono:

| j=1 j=2|j=3 j=4
D 2 9 3 8
wj 2 1 2 1
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&

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up e scrivere la tabella di tutte le righe v[h|[-] e
u[h][#][-], nell’ordine di calcolo.

2. Scrivere le tabelle delle scelte s e o, ricostruire una soluzione ottima (z1, z2, 3, Z4),
dire quali classi sono aperte e riportare il valore ottimo.

J

1. Per ogni classe h l'algoritmo di PD calcola la riga di setup u[h][0][-], le righe degli
oggetti della classe h e la riga v[h][-]. In caso di pareggio 'oggetto non viene selezionato
e la classe resta chiusa. Questa é la tabella dopo I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

uesti sono i calcoli delle celle usate dalla ricostruzione, nell’ordine in cui essa le legge:
) gg

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
V[O][A] o o0 0 0 0 0 0 0
u[1][0][k] (setup) | —oc0 =2 =2 -2 -2 -2 -2 -2
wl)[1][k] G=1)| -0 -2 =2 0 0 0 0 0
ul][2][k] (G =2)| —oc0  —2 7 7 9 9 9 9
W[1][K] o o 7 7T 9 9 9 9
u[2][0][k] (setup) | —oc0 =2 =2 5 5 7 7 7
ul2][1][k] j=3)| —o0 -2 -2 5 5 8 8 10
u22[K] G=4)| —o0 -2 6 6 13 13 16 16
v[2][k] o o 7 7 13 13 16 16

2][7] = max{v[1][7], ©[2][2][7]} = max{9, 16} = 16

2][2][7] = max{u[2][1][7], p4 + u[2][1][6]} = max{10, 16} = 16
2][1][6] = max{u[2][0][6], p3 + u[2][0][4]} = max{7, 8} =8
2[0][4] =v[1][8] - fo=T7—-2=5

1][3] = max{v[0][3], w[1][2][3]} = max{0, 7} =7

1]2][3] = max{u[1][1][3], p2 + w[1][1][2]} = max{0, 7} =7
1][1]2] = max{w[1][0][2], p1 + u[1][0][0]} = max{-2, —oo} = -2
1[0]2] = v[0][1] — f1 =0—-2= -2

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
sk G =1) 0 0 0 1 1 1 1 1
s[1][2][k] (j = 2) 0 0 1 1 1 1 1 1
o[1][k] 0 0 1 1 1 1 1 1
s[2][1][k] (j = 3) 0 0 0 0 0 1 1 1
sl2][2][k] (G = 4) 0 0 1 1 1 1 1 1
o[2][K] 0 0 0 0 1 1 1 1
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Partendoda h=2e k=T:

Iterazione ‘ Stadio ‘ k ‘ Scelta ‘ z[1] z[2] =z[3] =z[4] ‘ Azione

= = = 0 0 0 0 k=17

1 =2 | 7| o2]7=1 0 0 0 0 | classe 2 aperta

2 j=4 | 7|s2@M=1] 0 o0 o PN k—7-1=6

3 j=3 |6 |s2e=1|0 o PN 1 |k<6-2=4

= = 4 = 0 0 1 1 setup: k<4 — s =3
4 h=1 |3 | o[1]3]=1 0 0 1 1 | classe 1 aperta

5 j=2 |3 |s2B=1| o PN 1 1 |k<3-1=2

6 j=1 2 |sl=0o @O 1 1 1 |k=2

— 2 — 0 1 1 1 setup: k< 2—s; =1

Il vettore (0,1,1,1) é una soluzione ottima: entrambe le classi sono aperte, e sono
selezionati gli oggetti {2,3,4}. Il suo peso totale ¢ 1 +2+ 1+ 51 +s50 =6 < ¢, el
valore ottimo & v[2][7] =9+ 3+ 8 — fi — fo = 16.

Esercizio 23.2 — Esercizio 2: problema dello zaino con setup

Consideriamo la seguente istanza del KPS, con uno zaino di capacita ¢ = 7 e 4 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: #; = {1,2} con fi =4 es;1 =2, o ={3,4} con fo =4 e
sg = 1. I ricavi e i pesi sono:

| j=1 j=2|j=3 j=4
bj 7 ) 9 2
w; 3 3 3 3

Domande

1. Eseguire lalgoritmo di PD bottom-up e scrivere la tabella di tutte le righe v[h|[-] e
u[h][i][-], nell’ordine di calcolo.

2. Scrivere le tabelle delle scelte s e o, ricostruire una soluzione ottima (z1, 2,23, 24),
dire quali classi sono aperte e riportare il valore ottimo.

- J

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Per ogni classe h l'algoritmo di PD calcola la riga di setup w[h][0][-], le righe degli
oggetti della classe h e la riga v[h][-]. In caso di pareggio 'oggetto non viene selezionato
e la classe resta chiusa. Questa é la tabella dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:
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Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
V[0][A] 0 0 0 0O 0 0 0
u[1][0][%] (setup) | —c0 —00 -4 -4 -4 -4 -4 -4
w[l)[1][¥] G =1)| -0 -0 -4 -4 -4 3 3 3
ul]2][k] G =2)| -0 —oc0 -4 -4 -4 3 3 3
W[1][K] 0 0 0 0 o 3 3 3
u[2][0][k] (setup) | —c0 -4 -4 -4 -4 -4 -1 -1
ul2][1][k] (7 =3)| -0 -4 -4 -4 5 5 5 5
ul2]2][k] j=4)| -0 -4 -4 -4 5 5 5 7
v[2][K] 0 0 0 0 5 5 5 7

e v[2][7] = max{v[1][7], u[2][2][7]} = max{3, T} =7

o u[2][2][7] = max{u[2][1][7], pa +u[2][1][4]} = max{5, 7} =7
o u[2][1][4] = max{u[2][0][4], ps + u[2][0][1]} = max{—4, 5} =5
o ul2][0][1] =v[1}[0] = fo=0—-4=—4

e v[1][0] = max{v[0][0], »[1][2][0]} = max{0, —cc} =0

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
s[1][1][k] (7 =1) 0 0 0 0 0 1 1 1
s[1][2][k] (7 =2) 0 0 0 0 0 0 0 0
o[1][] 0 0 0 0 0 1 1 1
s[2][1][k] (j = 3) 0 0 0 0 1 1 1 1
s[2][2][k] (j = 4) 0 0 0 0 0 0 0 1
o[2][k] 0 0 0 0 1 1 1 1
Partendoda h=2e k=T7:
Iterazione ‘ Stadio ‘ k ‘ Scelta ‘ z[1]  z[2] «[3] =z[4] ‘ Azione

= = = 0 0 0 0 k=17

1 =2 | 7| o2]7=1 0 0 0 0 | classe 2 aperta

2 j=4 | 7 |s2RIM=1| 0 0o o PN k<7-3=4

3 j=3 |4 s[4 =10 o PN 1 |k<4-3=1

— — 1 — 0 0 1 1 setup: k< 1—55=0

4 h=1 10| o[l]0]=0 0 0 1 1 | classe 1 chiusa

11 vettore (0,0, 1, 1) & una soluzione ottima: solo la classe 2 ¢ aperta, e sono selezionati
Il suo peso totale ¢ 3+ 3 + s9 = 7 < ¢, e il valore ottimo &

gli oggetti {3,4}.
v2][7]=94+2— fa=T.

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 23.3 — Esercizio 3: problema dello zaino con setup

Consideriamo la seguente istanza del KPS, con uno zaino di capacita ¢ = 8 e 5 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: _#1 = {1,2} con fi=1es1 =1, F ={3,4,5} con fo =2e
sg = 2. I ricavi e i pesi sono:

| j=1 j=2]j=3 j=4 j=5
D; 3 9 5 7 9
wj 4 1 1 3 1

Domande

1. Eseguire lalgoritmo di PD bottom-up e scrivere la tabella di tutte le righe v[h][-] e
u[h][i][-], nell’ordine di calcolo.

2. Scrivere le tabelle delle scelte s e o, ricostruire una soluzione ottima (1, x2, 3, 24, 5),
dire quali classi sono aperte e riportare il valore ottimo.

AN J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Per ogni classe h l'algoritmo di PD calcola la riga di setup u[h][0][-], le righe degli
oggetti della classe h e lariga v[h|[-]. In caso di pareggio 'oggetto non viene selezionato
e la classe resta chiusa. Questa é la tabella dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
[0][A] o 0 0 0 0 0 0 0 0
u[1][0][k] (setup) | —oc0  —1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
wk G=1)| -0 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
w2k G=2)| —c0 -1 8 8 8 8§ 11 11 11
v[1][K] 0 0 8 8 8 8§ 11 11 11
u[2][0][k] (setup) | —oc0 —o0 =2 -2 6 6 6 6 9
uI)k] G=3)| —00 —oco -2 3 6 11 11 11 11
w21k G=4)| -0 —oc0 -2 3 6 11 11 13 18
uRlBlK G=5)| —c0 —oc0 -2 7 12 15 2 20 22
v[2][K] 0 0 8 8§ 12 15 20 20 22

e v[2][8] = max{v[1][8], u[2][3][8]} = max{1l1, 22} = 22

o u[2][3][8] = max{u[2][2][8], p5 + u[2][2][7]} = max{18, 22} = 22
o u[2][2][7] = max{u[2][1][7], pa + u[2][1][4]} = max{11, 13} =13
o w[2[1][4] = max{ul2][0][4], ps + u[2][0]8]} = max{6, 3} = 6

o ul2][0][4] = v[1][2] -~ fo=8-2=6

e v[1][2] = max{v[0][2], u[1][2][2]} = max{0, 8} =8
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e u[1][1][1] = w[1][0][1] = —1, perché w; > 1
e uf1][0)[1] = v[0][0] — f =0 —1=—1

[1][2][2] = max{u[1][1][2], p2 + u[1][1][1]} = max{-1, 8} =8

2. Queste sono le tabelle delle scelte calcolate dall’algoritmo di PD:

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
s[1][1][k] (7 =1) 0 0 0 0 0 1 1 1 1
s[1)[2][k] (G =2) 0 0 1 1 1 1 1 1 1
o[1][K] 0 0 1 1 1 1 1 1 1
s[2)[1][k] (7 =3) 0 0 0 1 0 1 1 1 1
s[2][2][k] (7 =4) 0 0 0 0 0 0 0 1 1
s[2][3][k] (5 =5) 0 0 0 1 1 1 1 1 1
o[2][K] 0 0 0 0 1 1 1 1 1

Partendoda h =2 e k =8:

Iterazione ‘ Stadio ‘ k Scelta ‘ z[1] z[2] =z[3] =z[4] =z[5] ‘ Azione

= = = 0 0 0 0 0 | k=8
1 2| 8| o2]8 =1 0 0 0 0 0 | classe 2 aperta
2 j=5 |8 |s2@ =10 0o 0o o PN L—s-—1=7
3 j=4 |7 |s2@M=1] 0 o o PP 1 |k7-3=4
4 j=3 |4 |s24=0] 0o o PO 1 1 |k=4
— 4 — 0 0 0 1 1 setup: k<4 — s =2
5 h=1|2]| ol2]=1 0 0 0 1 1 | classe 1 aperta
6 j=2 |2 |sU22=1| 0 B o 1 1 |k«2-1=1
7 j=1 |1 |sY=0@@® 1 o 1 1 |k=1
— 1 — 0 1 0 1 1 setup: k< 1—5;,=0

11 vettore (0,1,0,1,1) é una soluzione ottima: entrambe le classi sono aperte, e sono
selezionati gli oggetti {2,4,5}. Il suo peso totale ¢ 1 +3+ 1+ 51 +s50 =8 < ¢, el

valore ottimo ¢ v[2][8] =9+ 7+ 9 — f1 — fa = 22.

(& J

Esercizio 23.4 — Esercizio 4: problema dello zaino con setup

Consideriamo la seguente istanza del KPS, con uno zaino di capacita ¢ = 8 e 5 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: _#; = {1,2,3} con fi =2e sy =1, #r={4,5}con fa=1e
so = 1. I ricavi e i pesi sono:

o
— © | N
= o | w
[GUEN I I
B ot | o

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up e scrivere la tabella di tutte le righe v[h][-] e
u[h][i][-], nell’ordine di calcolo.
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N\

2. Scrivere le tabelle delle scelte s e o, ricostruire una soluzione ottima (z1, 2, 3, T4, Z5),
dire quali classi sono aperte e riportare il valore ottimo.

J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Per ogni classe h 'algoritmo di PD calcola la riga di setup u[h][0][-], le righe degli
oggetti della classe h e la riga v[h][-]. In caso di pareggio 'oggetto non viene selezionato
e la classe resta chiusa. Questa é la tabella dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
O] K] 0 o 0 0 0 0 0 0
u[1][0][k] (setup) | —oo =2 =2 =2 =2 -2 -2 -2 -2
u[l)[1][k] G =1)| —oco  —2 4 4 4 4 4 4 4
w1]2[K] G=2)| —o0 -2 7 13 13 13 13 13 13
W8]k G=3)| -0 -2 7 13 13 13 16 22 22
v[1][K] 0 0 7 13 13 13 16 22 22
u[2][0][k] (setup) | —oc0  —1 -1 6 12 12 12 15 21
u2I[k] G=4)| -0 -1 -1 6 12 12 13 19 21
w2l G=5)| -0 -1 -1 6 12 12 13 19 21
v[2][K] 0 0 7 13 13 13 16 22 22

[
[
[
[
[

] 1 ]
1][8] = max{v[0][8], »[1][3][8]} = max{0, 22} = 22
8], p3 + u[1][2][4]} = max{13, 22} = 22
]
]

= max{u[1][1][4], p2 + u[1][1][3]} = max{4, 13} =13
= max{u[1][0][3], p1 + ©[1][0][2]} = max{—2, 4} =4
1[o)[2] = v[0][1] = f1=0—-2= -2

2. Queste sono le tabelle delle scelte calcolate dall’algoritmo di PD:

Autore: Fabio Furini

UNIVERSITA DI ROMA

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
s[1)[1][k] (7 =1) 0 0 1 1 1 1 1 1 1
s[1][2][k] (G = 2) 0 0 1 1 1 1 1 1 1
s[1][3][k] ( = 3) 0 0 0 0 0 0 1 1 1
o[1][k] 0 0 1 1 1 1 1 1 1
s[2I[][k] (5 = 4) 0 0 0 0 0 0 1 1 0
s[2][2][k] (5 = 5) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o[2][K] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Partendoda h=2¢ k =8:
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Iterazione | Stadio ‘ k ‘ Scelta ‘ z[1] =z[2] z[3] «[4] =«[5] ‘ Azione

= = = 0 0 0 0 0 k=28

1 h=2 | 8| of2][8§ =0 0 0 0 0 0 | classe 2 chiusa

2 h=1 |8 | o[l]8]=1 0 0 0 0 0 | classe 1 aperta

3 j=3 |8 |sUBl=1] 0 o P 0 0 |kes—d4=4

4 j=2 |4 |s2M=1] 0 B 1 o0 0 |kcd4-1=3

5 j=1 |3 |sus=1@ 1 1 0 0 |k<3-1=2

— 2 — 1 1 1 0 0 setup: k2 —5s51 =1

Il vettore (1,1,1,0,0) ¢ una soluzione ottima: solo la classe 1 ¢ aperta, e sono selezio-
nati gli oggetti {1,2,3}. Il suo peso totale ¢ 1 + 144+ s; =7 < ¢, e il valore ottimo
ev[2][8] =64+9+9— f1 =22

Esercizio 23.5 — Esercizio 5: problema dello zaino con setup

Consideriamo la seguente istanza del KPS, con uno zaino di capacita ¢ = 9 e 5 oggetti
partizionati in ¢ = 2 classi: _#1 = {1,2} con fi =3 es1 =2, F ={3,4,5}con fo =2e
sg = 2. I ricavi e i pesi sono:

| j=1 j=2|j=3 j=4 j=5
D 6 5 8 6 5
wj 3 1 1 4 3

Domande

1. Eseguire lalgoritmo di PD bottom-up e scrivere la tabella di tutte le righe v[h|[-] e
u[h][i][-], nell’ordine di calcolo.

2. Scrivere le tabelle delle scelte s e o, ricostruire una soluzione ottima (z1, 2, 3, T4, Z5),
dire quali classi sono aperte e riportare il valore ottimo.

N\ /

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Per ogni classe h 'algoritmo di PD calcola la riga di setup u[h][0][-], le righe degli
oggetti della classe h e la riga v[h][-]. In caso di pareggio 'oggetto non viene selezionato
e la classe resta chiusa. Questa é la tabella dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:
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Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
V[O][A] o o0 o0 0 0 0 0 0 0 0
u[1][0][%] (setup) | —oc0 —o0 -3 =3 -3 -3 -3 -3 -3 -3
WUk G=1)| —00 - -3 -3 -3 3 3 3 3 3
ull][2][k] =2)| —c© —oc0 -3 2 2 3 8 8 8 8
v[1][k] o o o 2 2 3 8 8 8 8
u[2][0][K] (setup) | —oc0 —o0 =2 = =2 -2 0 0 1 6 6
u2k] G=3)| —00 -0 -2 6 6 6 8 8 9 14
u22K] G=4)| —00 -0 -2 6 6 6 8§ 12 12 14
w28l G=5)| —c0 —c0 -2 6 6 6 11 12 12 14
v[2][k] 0 0 0 6 6 6 11 12 12 14

Questi sono i calcoli delle celle usate dalla ricostruzione, nell’ordine in cui essa le legge:

e v[2][9] = max{v[1][9], u[2][3][9]} = max{8, 14} = 14
o u[2][3][9] = max{u[2][2][9], p5 + u[2][2][6]} = max{14, 13} = 14
e u[2][2][9] = max{u[2][1][9], ps + u[2][1][5]} = max{14, 12} = 14
o u[2][1][9] = max{u[2][0][9], ps + u[2][0][8]} = max{6, 14} = 14
o u[2][0][8] = v[1][6] — fo=8-2=6
e v[1][6] = max{v[0][6], u[1][2][6]} = max{0, 8} =8

o u[1][2][6] = max{u[1][1][6], po + u[1][1][5]} = max{3, 8} =8

o u[1][1][5] = max{u[1][0][5], p1 + u[1][0][2]} = max{-3, 3} =3
o u[1][0][2] =v[0}[0] = fi=0-3=-3

2. Queste sono le tabelle delle scelte calcolate dall’algoritmo di PD:

Autore: Fabio Furini

UNIVERSITA DI ROMA

Riga k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9
s[1][1][k] (G =1) 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
s[1][2][k] (5 =2) 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
o[1][k] 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
s[2][1][k] (7 = 3) 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
s[2][2][k] (5 =4) 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
s[2][3][k] (7 =5) 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
o[2][k] 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
Partendoda h=2e k=09:

Iterazione ‘ Stadio ‘ k ‘ Scelta ‘ z[1] =z[2] z[3] «z[4] =«[5] ‘ Azione

= = = = 0 0 0 0 0 k=9

1 h=2 19| o2]9=1 0 0 0 0 0 | classe 2 aperta

2 j=5 |9 |s2@o=0] 0 0 0o o POW L=9

3 j=4 |9 |s22@=0] 0 o0 o OW o0 |k=9

4 j=3 |9 |s2mo=1] 0 o PN 0 0 |k<9-1=8

— — 8 — 0 0 1 0 0 setup: k< 8 —s5 =6

5 h=1 16| o[l]6]=1 0 0 1 0 0 | classe 1 aperta

6 j=2 |6 |s2el=1] o P 1 0 0 |k<6-1=5

7 j=1 |5 |sup=1 0 1 1 0 0 |k<5-3=2

- 2 — 1 1 1 0 0 setup: k+2—51=0
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11 vettore (1,1,1,0,0) & una soluzione ottima: entrambe le classi sono aperte, e sono
selezionati gli oggetti {1,2,3}. Il suo peso totale ¢ 34+ 1+ 1+ s +s50 =9 < ¢, el
valore ottimo € v[2][9] =6 + 5+ 8 — f1 — fo = 14.
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Capitolo 24

PD per il problema degli zaini multipli

Ricorrenza usata in questi esercizi

L’algoritmo di PD del capitolo «PD per il problema degli zaini multipli», con m zaini, il
vettore k = (ki,. .., ky) delle loro capacita residue e i vettori unitari e;:

0 se j =0,

v(j —1,k) sej>1le

v(j, k) = w; > k; per ogni i,
max {v(j — 1, k), sej>1le
pj+ max v(j—1,k— wjei)} wj < k; per qualche i.
1w;<k;

Il valore ottimo ¢ v(n,c). Le tabelle s memorizzano s[j][k] = i se l'oggetto j ¢ inserito
nello zaino ¢, e 0 se & escluso; una soluzione ottima si ricostruisce da 7 = n e k = ¢ con
aj < sljllk] e, se aj =i >1, k + k —wje;.

- J

Esercizio 24.1 — Esercizio 1: problema degli zaini multipli

Consideriamo la seguente istanza del’MKP, con m = 2 zaini di capacita ¢; =3 e cy =2, e
3 oggetti con profitti e pesi:

‘]:1 7=2 53=3
Dj 8 7 6
wj 2 3 3

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[j][k1][k2] e s[j][k1][kz], e mostrare il calcolo della cella k = c.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima come vettore (aj,as,as) degli
zaini, e riportare il valore ottimo.

3. Risolvere per enumerazione il KP con gli stessi oggetti e capacita ¢; + ¢ = 5, e

confrontarne il valore ottimo con il valore ottimo del’ MKP.
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Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice ¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in s, 0 indica che 'oggetto j € escluso, e 1 o0 2 lo zaino in cui é
inserito. In caso di pareggio si conserva la prima opzione: oggetto j escluso, poi zaino
1.

Oggetto 5 = 1, con p1 = 8 e w1 = 2: v[1][(3,2)] = max{v[0][(3,2)], p1 +
v[0][(1,2)], p1 + ©[0)(3,0)]} = max{0,8 + 0,8 + 0} = & o[][(0,2)] =
max{v[0][(0,2)], p1 + v[0][(0,0)]} = max{0, 8 + 0} = 8.

o[1[k][ko] | ko =0 ko=1 ky=2
k1 =0 0 0 8
ki=1 0 0 8
ky =2 8 8 8
ki =3 8 8 8
s[1][k1][k2] | ko =0 ko=1 ko =2
k1=0 0 0 2
k=1 0 0 2
k1 =2 1 1 1
ki=3 1 1 1

Oggetto j = 2, con py = 7 e wa = 3: v[2][(3,2)] = max{v[1][(3,2)], p2 +v[1][(0,2)]} =
max{8, 7+ 8} = 15.

v[2|[k1][k2] | ke =0 ko=1 ko=2
k1 =0 0 0 8
ki=1 0 0 8
ky =2 8 8 8
ki =3 8 8 15
s[2][k1][k2] | ke =0 ko=1 ko=2
k1 =0 0 0 0
k=1 0 0 0
ky =2 0 0 0
k1 =3 0 0 1

Oggetto j = 3, con p3 = 6 e w3 = 3: v[3][(3,2)] = max{v[2][(3,2)], ps +v[2][(0,2)]} =
max{15, 6 + 8} = 15.

1)[3] [kl][k‘z] ‘ kg =0 k)g =1 kg =2
k1=0 0 0 8
ki=1 0 0 8
k1 =2 8 8 8
k=3 8 8 15
SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 125


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

5[3] [k‘l][k‘Q] ‘ kg =0 kg =1 k‘g =2
k1=0 0 0 0
ki=1 0 0 0
k1 =2 0 0 0
ki =3 0 0 0

2. Partendo da j =3 e k = (3,2):

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ all] al2] a3 ‘ Azione
- - - 0 0 0 |k=(32)
1 3 ( 0 0 0 O af3] <0, k=(3,2)
2 2 | (3, 1 0 P 0 | a2« 1, k< (0,2
3 1 (o, 2 90 1 0 |afl] <2 k< (0,0)

Il vettore (2,1,0) & una soluzione ottima: lo zaino 1 contiene gli oggetti {2}, di peso
totale 3 < ¢, e lo zaino 2 gli oggetti {1}, di peso totale 2 < ¢o. Il valore ottimo ¢é
v[3][(3,2)] = 7+ 8 = 15.

3. I KP con capacita 5 ha valore ottimo 15, uguale al valore ottimo del’MKP: qui
I'upper bound dato dalla capacita totale & stretto.

Esercizio 24.2 — Esercizio 2: problema degli zaini multipli

Consideriamo la seguente istanza del’MKP, con m = 2 zaini di capacita ¢; =4 e co =3, e
3 oggetti con profitti e pesi:

<.
Il

.
Il

<.
Il

)
RSP O
W W | N
wW oo | W

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[j][k1][k2] e s[j][k1][ke], e mostrare il calcolo della cella k = ¢.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima come vettore (a1, ag,as) degli
zaini, e riportare il valore ottimo.

3. Risolvere per enumerazione il KP con gli stessi oggetti e capacitd ¢; +c3 = 7, e
confrontarne il valore ottimo con il valore ottimo dell’MKP.

N\ J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j =0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice c¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in s, 0 indica che 'oggetto j ¢ escluso, e 1 o 2 lo zaino in cui ¢
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inserito. In caso di pareggio si conserva la prima opzione: oggetto j escluso, poi zaino
1.

Oggetto j = 1, con p1 = 7 e wy = 4: v[1][(4,3)] = max{v[0][(4,3)], p1 +v[0][(0,3)]} =
max{0, 7+ 0} = 7; v[1][(4, 0)] = max{v[0][(4, 0)], p1 +v[0][(0, 0)]} = max{0, 7+0} =
7.

’U[l][lﬂl][kz] ]CQ =0 kQ = 1 k’g =y k2 =3
k1 =0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
k1 =2 0 0 0 0
ki=3 0 0 0 0
ki=4 7 7 7 7
S[l“]ﬂl][kg] ]ﬂg =0 k2 =1 ]€2 =y) kg =3
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
k1 =2 0 0 0 0
k1 =3 0 0 0 0
k=4 1 1 1 1

Oggetto j = 2, con po = 3 e wp = 3: v[2][(4,3)] = max{v[1][(4,3)], p2 +
p2 + v[1[(4,0)]} = max{7, 3+o,3 o= 100 02]{(4,0)] =

Autore: Fabio Furini

o[1][(1, 3)],

max{v[1][(4,0)], p2 + v[l][(l 0)]} = max{7, 3+ 0} =
U[?][kl][kg] kz =0 kg =1 kg =y kz =3
k1=0 0 0 0 3
ki=1 0 0 0 3
k1 =2 0 0 0 3
k1 =3 3 3 3 3
ki=4 7 7 7 10
8[2} [k‘l][kig] k‘g =0 k‘z =1 k/’g =5 k‘g =3
k1=0 0 0 0 2
ki=1 0 0 0 2
ki =2 0 0 0 2
k1=3 1 1 1 1
ki1=4 0 0 0 2

Oggetto j = 3, con p3 = 8 e wy = 3: w[3][(4,3)] = max{v[2][(4,3)], ps +

v[2][(1,3)], ps + v[2][(4,0)]} = max{10, 8 + 3, 8 + 7} = 15.
U[?)][k/’l][kg] ]{32 =0 kg =1 kg =) k‘g =3
k1=0 0 0 0 8
ki=1 0 0 0 8
ki =2 0 0 0 8
ki1=3 8 8 8 11
ki1=4 8 8 8 15
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S[S][kl][kz] k‘g =0 kg =1 k2 =2 k‘Q =
ki1 =0 0 0 0 2
k=1 0 0 0 2
k1=2 0 0 0 2
k1=3 1 1 1 1
k= 1 1 1 2
2. Partendo da j =3 e k = (4,3):
Iterazione ‘ J ‘ k ‘ all] al2] a[3] ‘ Azione
- - - 0 0 0 |k=(43)
1 3 ( 2 0 0 BB a3] 2 k< (4,0)
2 2 | (4, 0 0 PO 2 | a2« 0, k=(4,0)
3 1| (4, 1 T 0 2 |a[l]< 1, k< (0,0)
Il vettore (1,0,2) & una soluzione ottima: lo zaino 1 contiene gli oggetti {1}, di peso
totale 4 < ¢, e lo zaino 2 gli oggetti {3}, di peso totale 3 < co. Il valore ottimo ¢
v[3][(4,3)] =7+ 8 = 15.
3. Il KP con capacita 7 ha valore ottimo 15, uguale al valore ottimo dellMKP: qui
I'upper bound dato dalla capacita totale é stretto.

Esercizio 24.3 — Esercizio 3: problema degli zaini multipli

Consideriamo la seguente istanza del’MKP, con m = 2 zaini di capacita ¢c; =5 e co =2, ¢
3 oggetti con profitti e pesi:

|j=1 j=2 j=3
Dj 2 ) 9
’LUj 2 3 4

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[j][k1][k2] e s[j][k1][kz], e mostrare il calcolo della cella k = c.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima come vettore (aj,as,as) degli
zaini, e riportare il valore ottimo.

3. Risolvere per enumerazione il KP con gli stessi oggetti e capacita ¢ + ¢ = 7, e
confrontarne il valore ottimo con il valore ottimo del’ MKP.

A J

Soluzione

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice c’¢ una riga per ogni k; e una
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colonna per ogni kg; in s, 0 indica che l'oggetto j & escluso, e 1 o 2 lo zaino in cui &
inserito. In caso di pareggio si conserva la prima opzione: oggetto j escluso, poi zaino
1.

Oggetto 7 = 1, con p1 = 2 e w; = 2: v[1][(5,2)] = max{v[0][(5,2)], p1 +
v[0l[(3,2)], pr + ©[0][(5,0)]} = max{0,2 + 0,2 + 0} = 2 o{][(1,2)] =
max{v[0][(1,2)], p1 + v[0][(1,0)]} = max{0, 2+ 0} = 2.

v[1][k][ko] | ko =0 ka=1 ky=2
ki=0 0 0 2
k=1 0 0 2
k1 =2 2 2 2
ki =3 2 2 2
k=4 2 2 2
ki=5 2 2 2
s[1][k1][k2] | ko =0 ko=1 ko=2
k1=0 0 0 2
k=1 0 0 2
k=2 1 1 1
ki =3 1 1 1
ki =4 1 1 1
k1=5 1 1 1

Oggetto j =2, conps =5 e wy = 3: ’U[2H(5, 2)] = max{v[l][(S, 2)]7 p2+v 1”(2> 2)]} =
max{2, 5+2} = 7; wa = 3 non entra in alcuno zaino, quindi v[2][(1, 2)] = v[1][(1,2)] =
2.

’U[Q} [k‘l][kg] k‘Q =0 kQ =1 kg =5

k1=0 0 0 2

ki=1 0 0 2

ki =2 2 2 2

ki1 =3 5 5 7

ki=4 5 ) 7

ki=5 7 7 7

5[2] [kl][kg] kg =0 k’g =1 kg =)))

ki=0 0 0 0

k=1 0 0 0

k=2 0 0 0

ki=3 1 1 1

ki=4 1 1 1

ki=5 1 1 1

Oggetto j = 3, con p3 = 9 e wy = 4: v[3][(5,2)] = max{v[2][(5,2)], ps +v[2][(1,2)]} =
max{7, 9+ 2} = 11.

Autore: Fabio Furini
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’U[3} [k‘1][/€2] k‘g =0 ]{12 =1 k‘g =2
ki =0 0 0 2
ky =1 0 0 2
ky =2 2 2 2
ky =3 5 5 7
ki =4 9 9 11
k1 =5 9 9 11
8[3] [kl][kg] kg =0 kQ =1 k‘Q =)
k1=0 0 0 0
ki=1 0 0 0
ki =2 0 0 0
ki =3 0 0 0
kit=14 1 1 1
ki =5 1 1 1
2. Partendo da j =3 e k = (5,2):
Iterazione ‘ J ‘ k ‘ all] al2] a3 ‘ Azione
- - - 0 0 0 |k=(52)
1 3 5,2 1 0 0 [ e« 1, k<« (1,2)
2 2 1(1,2)| o0 0 0N 1 |a2]«0, k=(1,2)
3 1] (1,2 2 20 0 1 |a[l]«2 k<« (1,0)
Il vettore (2,0,1) & una soluzione ottima: lo zaino 1 contiene gli oggetti {3}, di peso
totale 4 < ¢, e lo zaino 2 gli oggetti {1}, di peso totale 2 < co. Il valore ottimo ¢é
v[3][(5,2)] =9 +2=11.
3. Il KP con capacita 7 ha valore ottimo 14 > 11, con gli oggetti {2,3} di peso totale
7 < 7. Questi oggetti non si possono dividere fra i due zaini di capacita 5 e 2: il KP
con la capacita totale da solo un upper bound sul valore ottimo del’MKP.

Esercizio 24.4 — Esercizio 4: problema degli zaini multipli

Consideriamo la seguente istanza del’MKP, con m = 2 zaini di capacita ¢; =4 e co =3, e
4 oggetti con profitti e pesi:

N O | W
= O |

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[7][k1][k2] e s[j][k1][k2], e mostrare il calcolo della cella k = c.
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2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima come vettore (ay, as, as, a4) degli
zaini, e riportare il valore ottimo.

3. Risolvere per enumerazione il KP con gli stessi oggetti e capacita ¢ +c3 = 7, e
confrontarne il valore ottimo con il valore ottimo dell’MKP.

La ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.

1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice ¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ko; in s, 0 indica che I'oggetto j & escluso, e 1 o 2 lo zaino in cui é
inserito. In caso di pareggio si conserva la prima opzione: oggetto j escluso, poi zaino
1.

Oggetto j = 1, con p1 = 5 e w1 = 2: v[1][(4,3)] = max{v[0][(4,3)], p1 +
v[0][(2,3)], p1 + v[0][(4,1)]} = max{0, 5+ 0,5+ 0} = 5; w; = 2 non entra in alcuno
zaino, quindi v[1][(0,0)] = v[0][(0,0)] = 0.

U[l][kl][kz] kg =0 k2 = 1 kg =y ]{72 =3

k1=0 0 0 ) 5

ki=1 0 0 5 5

ki1 =2 5 5 5 5

ki =3 5 5 ) 5

ki1 =4 5 ) ) 5

S[l][k‘l][k}z] ]{?2 =0 k‘g =1 kg =) k‘g =3

k1=0 0 0 2 2

k=1 0 0 2 2

k1 =2 1 1 1 1

k=3 1 1 1 1

k1 =4 1 1 1 1
Oggetto 7 = 2, con pa = 2 e wy = 1: v[2][(4,3)] = max{v[1][(4,3)], p2 +
o[1][(3,3)], p2 + 0[1][(4,2)]} = max{5,2 + 5,2 + 5} = 7 o2][(0,1)] =
max{v[1][(0,1)], p2 + v[1][(0,0)]} = max{0, 2+ 0} = 2.

’()[2][]€1][]€2] kg =0 kg =1 k‘z =% kg =3

k1 =0 0 2 ) 7

k=1 2 2 7 7

k1 =2 5 7 7 7

ki =3 7 7 7 7

k1 =4 7 7 7 7

8[2][/€1][k2] kz =0 kg =1 ]€2 =2 kz =3

k1 =0 0 2 0 2

k= 1 1 1 1

k1 =2 0 2 1 1

ki =3 1 1 1 1

k= 1 1 1 1
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Oggetto 7 = 3, con p3 = 6 e wy = 2: v[3][(4,3)] = max{v[2][(4,3)], p3 +
v[2][(2,3)], p3 + v[2][(4,1)]} = max{7,6 + 7,6 + 7} = 13; v[3][(0,3)] =
max{v[2][(0,3)], p3 + v[2][(0,1)]} = max{7, 6 + 2} = 8.

U[?)][/fl][kz] kg =0 kz =1 kz =y kQ =3

ki =0 0 2 6 8

k=1 2 2 8 8

ki1=2 6 8 11 13

k1 =3 8 8 13 13

ki =4 11 13 13 13

8[3} [kl][kg] kQ =0 k2 =1 Ifg =y ]{)2 =g

k1 =0 0 0 2 2

ki=1 0 0 2 2

k1 =2 1 1 1 1

ki=3 1 1 1 1

k=4 1 1 1 1

Oggetto j =4, con py = 6 e wy = 4: v[4][(4,3)] = max{v[3][(4,3)], p4 + v[3][(0,3)]} =
max{13, 6 + 8} = 14.

U[4][/€1Hk2] 1{32 =0 kg =1 kg =) k‘g =3
k1=0 0 2 6 8
k=1 2 2 8 8
k1 =2 6 8 11 13
ki =3 8 8 13 13
ki=4 11 13 13 14
3[4} [kl][k‘g] kQ =0 kg =1 kz =) k‘g =3
ki=0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 0
k1 =2 0 0 0 0
ki =3 0 0 0 0
ki =4 0 0 0 1
2. Partendo da j =4 e k= (4,3):
Iterazione ‘ j ‘ k ‘ ‘ all] al2] al3] al4] ‘ Azione
— — — 0 0 0 0 k=(4,3)
1 4 (4,3) 1 0 0 0 1 ald] + 1, k + (0,3)
2 3 1(0,3) 2 0 0 2 1 al3] + 2, k + (0,1)
3 2 | (0,1) 2 0 2 2 1 al2] + 2, k + (0,0)
4 1 1 (0,0) 0 0 2 2 1 a[l] < 0, k = (0,0)

11 vettore (0,2,2,1) & una soluzione ottima: lo zaino 1 contiene gli oggetti {4}, di peso
totale 4 < ¢;, e lo zaino 2 gli oggetti {2,3}, di peso totale 1 +2 = 3 < ¢o. Il valore
ottimo ¢ v[4][(4,3)] =6 +2+6 = 14.

3. Il KP con capacita 7 ha valore ottimo 14, uguale al valore ottimo dellMKP: qui
I'upper bound dato dalla capacita totale é stretto.
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-

Esercizio 24.5 — Esercizio 5: problema degli zaini multipli

Consideriamo la seguente istanza del’MKP, con m = 2 zaini di capacita ¢; =5 e cy =3, e
4 oggetti con profitti e pesi:

[ j=1 j=2 j=3 j=4
Dj 5 3 7 2
w; 4 4 2 2

Domande

1. Eseguire l'algoritmo di PD bottom-up: per ogni oggetto j, scrivere le matrici
v[7][k1][k2] e s[j][k1][ke], e mostrare il calcolo della cella k = c.

2. Usando le tabelle s, ricostruire una soluzione ottima come vettore (ay, as, as, a4) degli
zaini, e riportare il valore ottimo.

3. Risolvere per enumerazione il KP con gli stessi oggetti e capacita ¢; +c3 = 8, e
confrontarne il valore ottimo con il valore ottimo dell’MKP.

J

Soluzione

a ricorrenza e le convenzioni sono quelle del box all’inizio di questi esercizi.
L | lle del b 11’ d t

1. Lariga j = 0 ¢ v[0][k] = 0 per ogni k. In ogni matrice ¢’¢ una riga per ogni k; e una
colonna per ogni ks; in s, 0 indica che 'oggetto j ¢ escluso, e 1 o 2 lo zaino in cui é
inserito. In caso di pareggio si conserva la prima opzione: oggetto j escluso, poi zaino
1.

Oggetto j =1, con p; =5 e wy = 4: v[1][(5,3)] = max{v[0][(5,3)], p1 +v[0][(1,3)]} =
max{0, 5+ 0} = 5; v[1][(5,1)] = max{v[0][(5,1)], p1 +v[0][(1,1)]} = max{0, 5+ 0} =
5.

’U[l][kl][kg] kg =0 k’g = 1l k‘z =y) k?g =g

ki =0 0 0 0 0

ky =1 0 0 0 0

ki =2 0 0 0 0

ki =3 0 0 0 0

k1 = 5 5 5 5

ki=5 5 5 5 5

8[1][/€1][k2] kQ =0 k2 =1 kg =y kQ =3

ki=0 0 0 0 0

k=1 0 0 0 0

ki =2 0 0 0 0

ki=3 0 0 0 0

ki=4 1 1 1 1

ki =5 1 1 1 1
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Oggetto j = 2, con p2 = 3 e wy = 4: v[2][(5,3)] = max{v[1][(5,3)], p2 +v[1][(1,3)]} =
max{5, 3+ 0} = 5; v[2][(5,1)] = max{v[1][(5,1)], p2 +v[1][(1,1)]} = max{5, 3+0} =
5
U[Q][/ﬁ:l][kg] kQ =0 kQ =1 kg =y kg =3
ki=0 0 0 0 0
k=1 0 0 0 0
ki =2 0 0 0 0
k=3 0 0 0 0
k=4 5 5 5 5
ki =5 5 5 5 5
8[2} [k’l][kg] ]{?2 =0 kz =1 1{32 =) k‘g =3
ki=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
k=2 0 0 0 0
ki =3 0 0 0 0
ki=4 0 0 0 0
ki =5 0 0 0 0
Oggetto 7 = 3, con p3 = 7 e wy = 2: v[3][(5,3)] = max{v[2][(5,3)], ps +
v[2][(3,3)], p3 + v[2][(5,1)]} = max{5, 7+0, 7+ 5} = 12.
’U[3][/€1Hk‘2] kQ = 0 kz =1 kg =2 kQ = 3
ki=0 0 0 7 7
k=1 0 0 7 7
ki =2 7 7 7 7
k=3 7 7 7 7
k1 = 7 7 12 12
ki =5 7 7 12 12
8[3} [k‘l][kg] k‘g =0 k‘g =1 k/’g =) k‘g =3
ki=0 0 0 2 2
ki=1 0 0 2 2
ki=2 1 1 1 1
ki =3 1 1 1 1
ki =4 1 1 2 2
ki=5 1 1 2 2
Oggetto j = 4, con py = 2 e wy = 2: v[4][(5,3)] = max{v[3][(5,3)], p4a +
v[3][(3,3)], pa +v[3][(5,1)]} = max{12, 2+ 7, 2+ 7} = 12.
U[4][]€1Hk2] kg =0 kz =1 kz =y kQ =3
ki=0 0 0 7 7
ki=1 0 0 7 7
ki =2 7 7 9 9
ki=3 7 7 9 9
ki =4 9 9 12 12
ki =5 9 9 12 12
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8[4“]6‘1][]{2] k‘g =0 kQ =1 k‘2 =2 kg =
k1=0 0 0 0 0
ki=1 0 0 0 0
k1 =2 0 0 1 1
ki=3 0 0 1 1
k1 =4 1 1 0 0
ki=5 1 1 0 0

2. Partendoda j =4 e k = (5,3):

Iterazione ‘ J ‘ k ‘ ‘ all] al2] al3] al4] ‘ Azione
- ] - ~ o 0 0 0 |k=(03)
1 46,3 ] o 0 0 0 WO a0, k=(53)
2 3((,3) | 2 0 0 BB 0 |a3 2 ke (51)
3 2| (,1)| 0 0 WO 2 0 |af2«0,k=(51)
4 1] (61| 1 0 2 0 |al]«1,ke(1,1)

Il vettore (1,0, 2,0) ¢ una soluzione ottima: lo zaino 1 contiene gli oggetti {1}, di peso
totale 4 < ¢1, e lo zaino 2 gli oggetti {3}, di peso totale 2 < ¢y. Il valore ottimo &
v[4][(5,3)] =5+ 7 =12.

3. I1 KP con capacita 8 ha valore ottimo 14 > 12, con gli oggetti {1, 3,4} di peso totale
8 < 8. Questi oggetti non si possono dividere fra i due zaini di capacita 5 e 3: il KP
con la capacita totale da solo un upper bound sul valore ottimo del’MKP.
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Capitolo 25

PD per il problema del lot sizing senza
capacita

Esercizio 25.1

Consideriamo la seguente istanza dell’'ULS con m = 4 periodi, in cui le domande, i costi di
setup, i costi variabili di produzione e i costi di mantenimento a scorta sono:

t 1 2 3 4

dy 30 10 40 10
sce | 50 80 70 60
Vet 2 3 1 2
hey 1 2 2 1

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori della matrice ¢, del vettore v e del vettore r.

2. Usando il vettore r, ricostruire una soluzione ottima (z1,z2,...,Ty,) e riportare il
valore ottimo.

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up
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Per prima cosa si calcola la matrice ¢. Per ogni passo, la tabella riporta i valori di
j e t, il valore corrente di u, la cella c[j][t] e 'operazione eseguita; la cella c[j][t] ¢
evidenziata in - quando viene assegnata.
j ot | U | cljllt] | Azione
1 112 u + ve[l] = 2, g < sc[l]4wvc[l] - d[1] = 50+2 - 30 = 110,
c[1][1] + 110
1 2|3 U uthe[l] = 241 =3, g < g+u-d[2] = 110+3-10 = 140,
c[1][2] « 140
1 3|5 w4 uthe2] =3+2 =5, g « g+u-d[3] = 140+5- 40 = 340,
c[1][3] + 340
1 4|7 u 4 uthe[3] = 542 =7, g < g+u-d[4] = 340+7-10 = 410,
c[1][4] «+ 410
2 213 u  vc[2] = 3, g « sc[2]+vc[2] - d[2] = 80+3 - 10 = 110,
c[2][2] + 110
2 3|5 u < u+the[2] =342 =15, g < g+u-d[3] = 110+5-40 = 310,
c[2][3] + 310
2 4|7 u 4 utheld] =542 =7, g ¢ g+u-d[4] = 310+7-10 = 380,
c[2][4] + 380
3 3|1 u + vef3] = 1, g < sc[3]4wvc[3] - d[3] = 70+1 - 40 = 110,
c[3][3] + 110
3 4|3 u  u+hc[3] =142 =3, g < g+u-d[4] = 110+3-10 = 140,
c[3][4] + 140
4 4 u vc[4 = 2, g « sc[d]+vc[4] - d[4] = 60+2 - 10 = 80,
I

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 138


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Questa € la matrice c:

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di t e j, le celle v[t] e
r[t], il valore corrente di b e il valore corrente di a. La cella di b & evidenziata in [r08s0
quando viene aggiornata; la cella di a é evidenziata in [blu| quando viene aggiornata;

cilit] | t=1 t=2 t=3 t=4
j=1] 110 140 340 410
j=2 — 110 310 380
j=3 — — 110 140
j=4 — - - 80

le celle di v[t] e r[t] sono evidenziate in [blu quando vengono assegnate.

t J ‘ v[t] ‘ r[t] ‘ b ‘ a ‘ Azione
- - - | - |- |v0]«o0
=| = — | +00 | 0| b4 400, a<+0
1 1| — | — 20 v[0]+c[1][1] = 0+110 = 110 < +00: b+ 110, a + 1
— 1110 | 1 | 110 | 1 | v[l] b =110,r[1] ¢ a=1
= | = — | 400 | 0 | b<+00,a<+0
2 1| — | — (VIO v[0]+c[1][2] = 0+140 = 140 < +o0: b+ 140, a « 1
— | — | 140 | 1 | v[1]4+c¢[2][2] = 1104110 = 220 > 140: nessun aggiorna-
mento
— [PEONE 140 | 1 | v[2] < b =140, r[2] < a =1
=| = — | 400 | 0 | b<+00,a<+0
3 1| — | — |"3407 M v[0]+c[1][3] = 0+340 = 340 < +o00: b+ 340, a « 1
2| — — | 340 | 1 | v[1]+¢[2][3] = 1104310 = 420 > 340: nessun aggiorna-
mento
3| — | — | 250 | 3 | v[2]+¢[3][3] = 140+110 = 250 < 340: b < 250, a < 3
— P2EORBI 250 | 3 | v[3] < b =250, r[3] < a=3
= = — | 400 | 0 | b+ +00,a+0
4 1| — | — |40 B v[0]+c[1][4] = 0+410 = 410 < +oo: b« 410, a « 1
2| - — | 410 | 1 | v[1]+c[2][4] = 1104380 = 490 > 410: nessun aggiorna-
mento
3| — | — [7280 [W8W v[2]+c[3][4] = 140+140 = 280 < 410: b < 280, a + 3
4 | — | — | 280 | 3 | v[3]+c[4][4] = 250+80 = 330 > 280: nessun aggiorna-
mento
— 1280 | 3 | 280 | 3 | v[4]«+ b=280,7[4] ¢ a=3
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Questo ¢ il vettore v dopo 'esecuzione dell’algoritmo di PD:

= =| = 0 0 0 0 t=4
1 41 3 0 0 50 0 |[t=3-1=2
2 211 | 40 0 50 0 |[t=1-1=0

e t =4, r[4] = 3: l'ultimo lotto di produzione dei periodi 1,...,4 ¢é nel periodo 3
e copre le domande dei periodi 3, ...,4, quindi z[3] < d3 + d4y = 40 + 10 = 50

e t =2, r[2] = 1: l'ultimo lotto di produzione dei periodi 1,...,2 & nel periodo 1
e copre le domande dei periodi 1,...,2, quindi z[1] < d; + d2 = 30 + 10 = 40

Quindi il vettore

(40,0, 50, 0)

¢ una soluzione ottima. I setup sono nei periodi 1, 3, le scorte sono (s, ..., s4) = (10,
0,10,0), e il costo totale &

90+70+2-40+3-0+1-50+2-0
~—— ~~

setup produzione
+1-104+2-0+2-104+1-0= 120+ 130 + 30 = 280.
mante;?mento

I1 valore ottimo &

v[4] = 280.
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Esercizio 25.2

Consideriamo la seguente istanza dell’'ULS con m = 4 periodi, in cui le domande, i costi di
setup, i costi variabili di produzione e i costi di mantenimento a scorta sono:

t 1 2 3 4

dy 30 40 10 20
scg | B0 80 80 50
Vet 1 3 2 1
hey 1 1 1 2

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori della matrice ¢, del vettore v e del vettore r.

2. Usando il vettore r, ricostruire una soluzione ottima (z1,z2,...,Ty,) e riportare il

valore ottimo.
\\§ J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per prima cosa si calcola la matrice c. Per ogni passo, la tabella riporta i valori di
j e t, il valore corrente di u, la cella c[j][t] e 'operazione eseguita; la cella c[j][t] ¢
evidenziata in [blu quando viene assegnata.

j ot ‘ u ‘ clj1t] ‘ Azione

1 11} 80 | u <« vc[l] =1, g < sc[l]4+vc[l] - d[1] = 50+1 - 30 = 80,
c[1][1] < 80

1 2|2 P60 u uthel] = 141 =2, g « g+u-d[2] = 80+2 - 40 = 160,
c[1][2] « 160

1 3|3 0100 | u uthe[2] =2+1=3, g « g+u-d[3] = 160+3-10 = 190,
c[1][3] < 190

1 4|4 POI0N u « uthe[3] =3+1 =4, g < g+u-d[4] = 190-+4-20 = 270,
c[1][4] + 270
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2 2|3 u <+ vef2] = 3, g < sc[2]4wvc[2] - d[2] = 80+3 - 40 = 200,
c[2][2] + 200

2 3|4 u 4 u+the[2] = 341 =4, g < g+u-d[3] = 200+4 - 10 = 240,
c[2][3] «+ 240

2 4|5 u  uthe[d] = 4+1 =5, g ¢ g+u-d[4] = 240+5-20 = 340,
c[2][4] + 340

u + vef3] = 2, g < sc[3]4wvc[3] - d[3] = 80+2 - 10 = 100,
¢[3][3] « 100
U uthe[3] = 241 =3, g ¢ g+u-d4] = 100+3-20 = 160,
c[3][4] + 160

u < vc[d] = 1, g < sc[4]+vc[4] - d[4] = 50+1-20 = 70,
c[4][4] « 70
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Questa € la matrice c:

cilit] | t=1 t=2 t=3 t=4
j=1 80 160 190 270
j=2 — 200 240 340
j=3 — — 100 160
j=4 — - - 70

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di t e j, le celle v[t] e
r[t], il valore corrente di b e il valore corrente di a. La cella di b & evidenziata in [r08s0
quando viene aggiornata; la cella di a é evidenziata in [blu| quando viene aggiornata;
le celle di v[t] e r[t] sono evidenziate in [blu quando vengono assegnate.

t J ‘ v[t] ‘ r[t] ‘ b ‘ a ‘ Azione
- - - | - |- |v0]«o0
=| = — | +00 | 0| b4 400, a<+0
1 1| — | — [ 80 | 1 | v[0]+c[1][1] =0+80 =80 < 4o00: b+ 80, a + 1
_pE so | 1| o[« b=80,rl] < a=1
= | = — | 400 | 0 | b<+00,a<+0
2 1| — | — [F160° B8 v[0]+c[1][2] = 0+160 = 160 < +o00: b« 160, a « 1
— | — | 160 | 1 | v[1]+¢[2][2] = 804200 = 280 > 160: nessun aggiorna-
mento
— EEORII 160 | 1 | v[2] « b =160, r[2] « a =1
=| = — | 400 | 0 | b<+00,a<+0
3 1| — | — [FI90 N v[0]+c[1][3] = 0+190 = 190 < +o0: b « 190, a « 1
2| — | — | 190 | 1 | v[1]+¢[2][3] = 804240 = 320 > 190: nessun aggiorna-
mento
3| — | — | 190 | 1 | v[2]+¢[3][3] = 160+100 = 260 > 190: nessun aggiorna-
mento
— DEOORI 190 | 1 | o[3] « b =190, r[3] < a =1
= | = — | 400 | 0 | b< +00,a+0
4 1| — | — [porouml v[o]-+c[1][4] = 0+270 = 270 < +o0: b ¢ 270, a + 1
2| — | — | 270 | 1 | v[1]4+¢c[2][4] = 804340 = 420 > 270: nessun aggiorna-
mento
3| — | — | 270 | 1 | v[2]+¢[3][4] = 160+160 = 320 > 270: nessun aggiorna-
mento
4 — | — [DoG0NmEN o[3]4-c[4][4] = 190+70 = 260 < 270: b + 260, a 4
— DBEORIE 260 | 4 | v[4] « b =260, r[4] « a =4

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

143


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Questo ¢ il vettore v dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

Possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

Iterazione ‘ t ‘ r[t] ‘ xz[1] z[2] z[3] =[4] ‘ t+r[t]—1

= =| = 0 0 0 0 t=4
1 41 4 0 0 0 20 [t=4—-1=3
2 31 1 | 80 0 0 20 |[t=1-1=0

e t =4, r[4] = 4: il periodo 4 produce solo la propria domanda, quindi x[4] <«

dy =20

e t =3, r[3] = 1: 'ultimo lotto di produzione dei periodi 1, ...,3 & nel periodo 1 e
copre le domande dei periodi 1, ..., 3, quindi z[1] - dy +da2+d3s = 30+40+10 =
80

Quindi il vettore
(80,0,0,20)

¢ una soluzione ottima. I setup sono nei periodi 1, 4, le scorte sono (s1, ..., s4) = (50,
10,0,0), e il costo totale ¢

50 +50+1-80+3-0+2-0+1-20
~—

setup produzione
+1-504+1-104+1-04+2-0= 100+ 100 4 60 = 260.

mantenimento

I1 valore ottimo &
v[4] = 260.
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Esercizio 25.3

Consideriamo la seguente istanza dell’'ULS con m = 5 periodi, in cui le domande, i costi di
setup, i costi variabili di produzione e i costi di mantenimento a scorta sono:

t 1 2 3 4 5

dy 10 30 40 30 40
sc, | 70 80 50 80 50
e 1 1 1 1 2
hey 1 1 2 1 2

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori della matrice ¢, del vettore v e del vettore r.

2. Usando il vettore r, ricostruire una soluzione ottima (z1,z2,...,Ty,) e riportare il

valore ottimo.
\\§ J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per prima cosa si calcola la matrice c. Per ogni passo, la tabella riporta i valori di
j e t, il valore corrente di u, la cella c[j][t] e 'operazione eseguita; la cella c[j][t] ¢
evidenziata in [blu quando viene assegnata.

j ot ‘ u ‘ cljllt] ‘ Azione

1 11} 80 | u < vc[l] =1, g < sc[l]4+vc[l] - d[1l] = 70+1 - 10 = 80,
c[1][1] < 80

1 2|2 140 | u« uthell] = 1+1 =2, g + g+u-d[2] = 80+2 - 30 = 140,
c[1]]2] + 140

1 3|30 260 | u< uthel2] =2+1=3, g+ g+u-d[3] = 140+3- 40 = 260,
c[1][3] + 260

1 4|5 410 | u < uthc3] =3+2=25, g < g+u-d[4] = 260+5-30 = 410,
c[1][4] « 410
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1 5|6 u <— uthe[d] = 541 =6, g ¢ g-+u-d[5] = 410+6 - 40 = 650,
1[5] < 650

2 2|1 u < vef2] = 1, g « sc[2]4wvc[2] - d[2] = 80+1 - 30 = 110,
c[2][2] + 110

2 3|2 u 4 uthe2] =141 =2, g < g+u-d[3] = 110+2-40 = 190,
c[2][3] + 190

2 4|4 u 4 u+the[3] =242 =4, g < g+u-d[4] = 190+4 - 30 = 310,
c[2][4] «+ 310

2 5|5 u < ut+he[d] = 4+1 =5, g + g+u-d[5] = 310+5- 40 = 510,
c[2][5] + 510

3 3|1 u < vc[3] =1, g < sc[3]+vc[3] - d[3] = 50+1-40 = 90,
cf83] « 90

3 4|3 u < utheld] = 142 = 3, g < g+u - d[4] = 90+3 - 30 = 180,
c[3][4] + 180

3 5|4 u  utheld] = 341 = 4, g « g+u-d[5] = 180-+4-40 = 340,
c[3][5] + 340

4 4|1 u < vcd] = 1, g <+ sc[d]+vc[4] - d[4] = 80+1 - 30 = 110,
c[4][4] «+ 110

4 52 U uthe[d] = 141 =2, g ¢ g+u-d[5] = 110+2- 40 = 190,
c[4][5] + 190

5 5|2 u — vel5] = 2, g « scl5|+uc5] - d[5] = 50+2 - 40 = 130,
- 5][5] « 130
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Questa € la matrice c:

dild | =1 =2 s=8 #=4 =5
j=1 80 140 260 410 650
j=2 — 110 190 310 510
j=3 — — 90 180 340
j=4 — - — 110 190
j=5 — — - - 130

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di t e j, le celle v[t] e
r[t], il valore corrente di b e il valore corrente di a. La cella di b & evidenziata in [r08s0
quando viene aggiornata; la cella di a ¢ evidenziata in 'blu quando viene aggiornata;
le celle di v[t] e r[t] sono evidenziate in [blu quando vengono assegnate.

t J ‘ v[t] ‘ r[t] ‘ b ‘ a ‘ Azione
- - pom - | | — | v[o] « 0
= = — | 400 | 0 | b+ +00,a+0
1 1| — | — [ 80 | 1 | v[0]+c[1][1] =0+80 =80 < 4o00: b+ 80, a + 1
— | 80 1 80 | 1 | w[l]+b=80,r[l]+ a=1
=| = — | 400 | 0 | b<+00,a<+0
2 1| — | — (7140 W v[0]+c[1][2] = 0+140 = 140 < +o0: b + 140, a + 1
2| — | — | 140 | 1 | v[1]4+¢[2][2] = 804110 = 190 > 140: nessun aggiorna-
mento
— DO 140 | 1| v[2] « b =140, 7[2] < a =1
- | = — | 400 | 0 | b+ +00,a+0
3 1| — | — | 260 [ 1 | v[0]4+¢[1][3] = 04260 = 260 < +00: b+ 260, a « 1
2| — | — |260 | 1| v[1]+c[2][3] = 80+190 = 270 > 260: nessun aggiorna-
mento
3 — | — | 230 | 3 | v[2]+¢[3][3] = 140490 = 230 < 260: b + 230, a < 3
— 230N 230 | 3 | v[3] < b=230,r[3| < a=3
=| = — | 400 | 0| b4 +00,a<+0
4 1| — | — [M410" W v[0]+c[1][4] = 0+410 = 410 < +o00: b+ 410, a « 1
2 — | — | 390 | 2| v[1]4+¢[2][4] = 80+310 = 390 < 410: b + 390, a < 2
3| — | — | 320 | 8| v[2]+c[3][4] = 140+180 = 320 < 390: b < 320, a + 3
4| — — | 320 | 3 | v[3]+c[4][4] = 230+110 = 340 > 320: nessun aggiorna-
mento
— 1320 | 3 | 320 | 3 | v[4] <+ b=320,7[4] ¢ a=3
=| = — | +00 | 0| b4 +400,a<+0
5 1| — | = [650 | 1 | v[0]+c[1][5] = 04650 = 650 < +o00: b < 650, a + 1
2 — | — | 890 | 2| v[1]4+¢[2][5] = 80+510 = 590 < 650: b < 590, a < 2
3| — | — | 480 | 3 | v[2]+¢[3][5] = 1404340 = 480 < 590: b < 480, a < 3
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4] — | — [A300EN v[3)-+c[4][5] = 2304190 = 420 < 480: b « 420, a + 4
5 — | — | 420 | 4 | v[4]4+¢[5][5] = 320+130 = 450 > 420: nessun aggiorna-
mento

— [MEBONEN 420 | 4 | w[5] « b =420, r[5] < a =4
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

Possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

2] z[3] x[4] z[5]| trt]-1

Iterazione ‘ t ‘ r[t] ‘ z[1] =

= =| = 0 0 0 0 0 t=5

1 51 4 0 0 0 70 0 [t=4—-1=
2 31 3 0 0 40 70 0 |t=3-1=
3 211 | 40 0 40 70 0 |[t=1-1=

e ¢t =5, r[5] = 4: 'ultimo lotto di produzione dei periodi 1,...,5 ¢ nel periodo 4
e copre le domande dei periodi 4, ...,5, quindi x[4] < d4 + d5 = 30 + 40 = 70

e t = 3, r[3] = 3: il periodo 3 produce solo la propria domanda, quindi x[3] <+
ds = 40

e t =2, r[2] = 1: l'ultimo lotto di produzione dei periodi 1,...,2 & nel periodo 1
e copre le domande dei periodi 1,...,2, quindi z[1] < d; + d2 = 10 + 30 = 40

Quindi il vettore

(40,0, 40, 70, 0)

¢ una soluzione ottima. I setup sono nei periodi 1, 3, 4, le scorte sono (si,...,85) =
(30,0,0,40,0), e il costo totale ¢

70+50+80+4+1-404+1-04+1-40+1-704+2-0

setup produzione
+1-30+1-0+2-0+1-40+2-0 =200+ 150 + 70 = 420.

mantenimento

I1 valore ottimo &

v[5] = 420.
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Capitolo 26

PD per il problema del lot sizing capacitato

Esercizio 26.1

Consideriamo la seguente istanza del CLS con m = 3 periodi, in cui le domande, i costi di
setup, i costi variabili di produzione, i costi di mantenimento a scorta e le capacita sono:

t 1 2 3
dy 1 2 3
sct 10 5 8
V¢t 1 1 2
hey 1 1 2
capy 2 4 4

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e 7.

2. Usando la matrice r, ricostruire una soluzione ottima (z1,z2,...,Zy), € riportare il

valore ottimo.
\\ J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up
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Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e k, le celle v[t][k]
e r[t][k] e 'operazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di t e, per
ogni valore fissato di ¢, per valori crescenti di k € {0,1,..., D¢y1,m,}. Ricordiamo che
ft(0) =0e fi(z) = sc; + vegx per x > 1.

t k ‘ v[t][k] ‘ r[t][k] ‘ Azione

00 0 0 v[0][0] < 0, [0][0] +- O

0 1| 4 0 v[0][1] = +o0, T[0][1]

0 2| 40 0 v[0][2] = 400, 7[0][2]

0 3| 4+ 0 v[0][3] + +o0, r[0][3] +

0 4| 40 0 | v[0][4] < +oo, 7[0][4]

0 5| 40 0 v[0][5] = +o0, r[0][5] +

0 6| +o0 0 v[0][6] <= +o0, r[0][6]

1 0 11 1 min{v[0][1]+ f1(0), v[0][0]+ f1(1)}+hec1 - 0 = min{+oc0,0+11}+1 -0 = 11;
primo minimo in z =1

1 1] 13 2 min{v[0][2]+ f1(0), v[0][1]+ f1(1), v[0][0]+ f1(2) }+hec1 - 1 = min{+oo, 00,
0+12}+1 -1 = 13; primo minimo in z = 2

1 2| 40 0 i candidati usano le celle v[0][1], . .., v[0][3], che valgono tutte +oo: v[1][2]
+0o0

1 3| 400 0 i candidati usano le celle v[0][2], . .., v[0][4], che valgono tutte +oo: v[1][3] «
+o0

1 4| +o0 0 i candidati usano le celle v[0][3], . .., v[0][5], che valgono tutte +oo: v[1][4] +
+00

1 5| +o0 0 i candidati usano le celle v[0][4], . .., v[0][6], che valgono tutte +o0: v[1][5] +
+00

2 0 18 2 min{wv[1][2]4 f2(0), v[1][1]4+f2(1), v[1][0]+ f2(2) }+hce - 0 = min{+oo, 1346,
1147}41 - 0 = 18; primo minimo in z = 2

2 1] 20 | 3 | minfelUBHA0), U2+ A0, s+ A, o0+ @) +he - 1 =
min{+o00, +00,1347,1148}+1 - 1 = 20; primo minimo in z = 3

2 2| 22 4 | min{o[1][4]+£2(0), v[1][3]+f2(1), v[1][2]+f2(2), v[1][1]+f2(3),
v[1][0]4f2(4) }+hee - 2 = min{+o0, 400,400, 134+8,11+9}+1 - 2 = 22;
primo minimo in x =4

2 3| 25 4 | min{v[1][5]+f2(0), v[1][4]+f2(1), v[1][3]+f2(2), v[1][2]+f2(3),
v[1])[1]4+f2(4) }+hee - 3 = min{+o0, 400, +00, +00,134+9}+1 - 3 = 25;
primo minimo in z =4

301 25 0 | min{v[2][3]+/3(0), v[2][2]+f3(1), v[2][1]+f3(2), v[2][0]+ f3(3) }+hes - O =
min{25+0, 22+10, 20412, 184+14}+42 - 0 = 25; primo minimo in z = 0
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Queste sono le matrici v e r ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD (un
punto indica una coppia (t, k) con k > Dy, che non & uno stato):

o]k} 0 1 2 3 4 5 6

t=0]| 0 400 +00 +00 +00 +00 400
t=11[11 13 400 +00 +0oo +00
t=21(18 20 22 25

t=3 1|25 . . .

rt][k][0 123456

t=0/0000000

=1(120000 -
t=21(2344 - - -
t=310 ... ...

11 valore ottimo dell’istanza del CLS ¢ v[3][0] = 25.

2. Usando la matrice r, possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

Iterazione ‘ t ‘ k ‘ r[t][k] ‘ z[1] z[2] =z[3] ‘ k<« k+d[t] — z[t]

- — =] - 0 0 0 |t=3k=0
1 310 0 0 0 0 |[k=0+3-0=3
2 213 4 0 4 0 |[k=3+2-4=1
3 111 2 2 4 0 |[k=14+1-2=0
Quindi, il vettore
(2,4,0)
¢ una soluzione ottima. I setup sono nei periodi 1, 2, le scorte sono (si,...,s3) = (1,

3,0), e il costo totale &

10+5+1-2+1-4+2-0
~—

setup produzione
+1:-1+1-3+2-0=15+6-+4=25.
mante;lrimento
Il valore ottimo ¢é
v[3][0] = 25.
\ J
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Esercizio 26.2

Consideriamo la seguente istanza del CLS con m = 4 periodi, in cui le domande, i costi di
setup, i costi variabili di produzione, i costi di mantenimento a scorta e le capacita sono:

t 1 2 3 4
dy 3 1 1 2
scy 5 6 10 10
Vet 2 1 1 1
he; |1 1 2 2
cap; |4 3 3 2

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori delle matrici v e 7.

2. Usando la matrice r, ricostruire una soluzione ottima (z1,z2,...,Zy), € riportare il

valore ottimo.
. J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e k, le celle v][t][k]

r[t][k] e I'operazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di ¢ e, per
ogni valore fissato di ¢, per valori crescenti di k € {0,1,..., Diy1,m}. Ricordiamo che
ft(0) =0e fi(z) = sct + veg x per x > 1.

t k ‘ vl[t][¥] ‘ [t][%] ‘ Azione

00 0 0 v[0][0] < 0, 7[0][0] +~ O
0 1| 40 0 v[0][1] = 400, r[0][1]
0 2| 4+ 0 v[0][2] = +o0, r[0][2]
0 3| 4+ 0 v[0][3] = 400, r[0][3]
0 4| 40 0 v[0][4] ¢ 400, r[0][4]
0 5| 4+ 0 v[0][5] «— 400, r[0][5]
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v[0][6] +— +o0, r[0][6] + O
v[0][7] = o0, T[0][7] + O

1 0 11 3

1 1 14 4

min{v[0][3]+/1(0), v[0][2]+/1 (1), v[0][1]+/1(2), v[O][0]+ f1 (B) }+her - O =
min{+o00, 400, +00,0+11}+1 -0 = 11; primo minimo in = 3
min{v[0][4]+ f1(0), v[0][3]+ f1(1), v[0][2]+ f1(2), v[0][1]+ f1(3),
v[0][0]4+f1(4)}+her - 1 = min{+o0, 400, +00, +00,0+13}+1 - 1 = 14;
primo minimo in x =4

1 2| +o0 0 i candidati usano le celle v[0][1], . .., v[0][5], che valgono tutte +o0: v[1][2] +
+o00

1 3| +o0 0 i candidati usano le celle v[0][2], . . ., v[0][6], che valgono tutte +oo: v[1][3] +
+o0

1 4] 40 0 i candidati usano le celle v[0][3], . .., v[0][7], che valgono tutte +oo: v[1][4]
+0o0

2 0| 14 0 | min{v[1][1]4f2(0), v[1][0]+ f2(1) }+hcz - 0 = min{1440, 114+7}+1 -0 = 14;
primo minimo in x =0

2 1 20 2 min{v[1][2]+ f2(0), v[1][1]+ f2(1), v[1][0]+ f2(2) }+hce - 1 = min{+oo, 1447,
1148}+1 - 1 = 20; primo minimo in = 2

2 2| 22 3 min{v[1][3]+ f2(0), v[1][2]+ f2(1), v[1][1]+ f2(2), v[1][0]+ f2(3) }+hece - 2 =
min{+o0, 00,1448, 11+9}+1 - 2 = 22; primo minimo in z = 3

2 3| 26 3 | min{v[1][4]+/2(0), v[1][3]+f2(1), v[][2]+f2(2), v[1][1]+f2(3) }+he2 - 3 =
min{+o00, +00, 400, 144+9}+1 - 3 = 26; primo minimo in z = 3

3 0| 20 0 | min{v[2][1]+£3(0), v[2][0]+ f3(1)}+hes - 0 = min{20+0, 14+11}+2 - 0 = 20;
primo minimo in x =0

3 1| 24 0 min{v[2][2]+ f3(0), v[2][1]+ f3(1), v[2][0]+ f3(2) }+hcs - 1 = min{22+40,
20+11,14412}+2 - 1 = 24; primo minimo in z =0

3.2 30 0 | min{o[2][3]+f3(0), v[2][2)+f3(1), v[2][1]+f3(2), v[2][0]+ f3(3) }+-hes - 2 =

min{26+40, 22+11, 20+12,144+13}+2 - 2 = 30; primo minimo in x = 0

min{o[3][2]+/2(0), v[3][1]+fa(1), v[3][0]+ fa(2)}+hes - 0 = min{30+0,
24+11,20412}+42 - 0 = 30; primo minimo in z =0
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Queste sono le matrici v e r ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD (un
punto indica una coppia (t, k) con k > Dy, che non & uno stato):

o) 0 1 2 3 4 5 6 7

t=0]| 0 400 +00 +00 +00 +00 +00 400
t=11[11 14 +oc0 +c0 +0o0o .
t=2114 20 22 26

t=3 120 24 30

t=4 |30 . .

rt][k]|0 1234567

t=0{00000000
t=1(34000 - - -

t=2/0233 - - - -
t=31000 - . - ..
t=410 - . ...

Il valore ottimo dell’istanza del CLS & v[4][0] = 30.

2. Usando la matrice r, possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

Tterazione ‘ t ‘ k ‘ r[t][k] ‘ z[1] z[2] z[3] =z[4] ‘ k<« k+d[t] — z[t]

- —|=] = ] 0o 0 0 0 |t=4k=0

1 410 0 0 0 0 0 |k=0+2-0=2

2 3|2 0 0 0 0 0 |[E=24+1-0=3

3 23 3 0 3 0 0 |[k=3+1-3=1

4 171 4 4 3 0 0 |[k=14+3—-4=0
Quindi, il vettore

(47 37 07 0)

¢ una soluzione ottima. I setup sono nei periodi 1, 2, le scorte sono (si,...,s4) = (1,

3,2,0), e il costo totale &

5+6+2-4+1-34+1-0+1-0
~——

setup produzione
+1-14+1-34+42-24+2-0=11+11+8 = 30.
mante;lrimento
Il valore ottimo &
v[4][0] = 30.
& J
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Problemi misti
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Capitolo 27

PD per il problema del cambio monete

Esercizio 27.1

Consideriamo la seguente istanza del CCP, in cui il resto da restituire ¢ ¢ = 6 e i tagli sono

w = (1,4).

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori dell’array v e dell’array s.

2. Usando l'array s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (x1,x2) e
riportare il valore ottimo.

AN J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta il resto k, le celle v[k] e s[k]
e loperazione eseguita; s[k| & l'indice j del taglio della moneta usata. In caso di
pareggio si tiene 'indice minimo, perché m viene aggiornato solo quando il valore &
strettamente minore.

| | s[k] | Azione
| 0 | 0 |v[0]«0,s[0]«0
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D T W N =
W N = W N =

== N ==

min{1l +v[0]} = min{l} =1
min{1 + v[1]} = min{2} = 2
min{1 + v[2]} = min{3} = 3
min{1 + v[3], 1 + v[0]} = min{4,1} =1
min{1l + v[4], 1 + v[1]} = min{2,2} = 2
min{1l + v[5], 1 +v[2]} = min{3,3} =3

Autore: Fabio Furini
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Questo & I’array v dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

k|01 23 456
o[k] |0 1 2 3 1 2 3

Questo & I'array s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

-
=
—
[N}
w
W~
ot
(@)

slk] | 0

—
—_
—_
[\
[
—

2. Abbiamo il seguente array s:

™
=
—
[N}
w
W~
ot
(=)

—
—_
—_
N
—
—

s[k] ‘ 0

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da k = 6 come segue:

Tterazione ‘ k ‘ slk] | z[1] x[2] ‘ k< k —wyp

- -l -0 o k=6
1 6 1 1 0 |[k=6—-1=5
2 5 1 2 0 |[k=b—-1=4
3 4 2 2 1 k=4—-4=0
Quindi il vettore
(2,1)

¢ una soluzione ottima: il suo valore totale ¢ 2-1+1-4 =6 = c. Il valore ottimo &

v[6] = 3.

(& J

Esercizio 27.2

Consideriamo la seguente istanza del CCP, in cui il resto da restituire é ¢ = 11 e i tagli sono

w = (3,5).
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-

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori dell’array v e dell’array s.

2. Usando l'array s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (xi,x2) e
riportare il valore ottimo.

J

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta il resto k, le celle v[k] e s[k]
e Poperazione eseguita; s[k] ¢ l'indice j del taglio della moneta usata. In caso di
pareggio si tiene 'indice minimo, perché m viene aggiornato solo quando il valore é
strettamente minore. Il valore 400 indica un resto che non si puo restituire, per il

Soluzione

quale s[k] = 0.
k ‘ v[k] ‘ s[k] ‘ Azione
0 0 0 | v[0] + 0, s[0] « 0
1 | 400 | 0 | nessun taglio w; < 1: v[1] ¢ o0
2 | 400 | 0 | nessun taglio w; < 2: v[2] + +o0
3 1 1 | min{l+v[0]} = min{1} =1
4 | oo | 0 | min{l +v[1]} = min{+oo} = +c0
5 1 2 | min{1+[2], 1 +v[0]} = min{4o00,1} =1
6 2 1 | min{l 4 v[3], 1 + v[1]} = min{2, +o0} =2
7 | oo | 0 | min{l+v[4], 1 +v[2]} = min{+oo,+00} = 0
8 2 1 | min{l+v[5], 1 +v[3]} = min{2,2} =2
9 3 1 | min{l 4 v[6], 1 + v[4]} = min{3, +oo} =3
10| 2 2 | min{1 +v[7], 1 + v[5]} = min{+o00,2} =2
11| 3 1 | min{1+v[8], 1 +v[6]} = min{3,3} =3

Autore: Fabio Furini
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Questo & I’array v dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

k |J]o 1 23 456 7891011
v[k] |0 +00 400 1 400 1 2 +o0 2 3 2 3

Questo & I'array s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

k ‘01234567891011

sk][0 001021011 2 1
2. Abbiamo il seguente array s:

k |01 23456789 10 11

sk]|[0 001021011 2 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da k = 11 come segue:

Tterazione ‘ k ‘ slk] | z[1] 2] ‘ k <k — wgp

= = | = 0 0 k=11
1 11 1 1 0 |k=11-3=8
2 8 1 2 0 k=8-3=5
3 5 2 2 1 k=5—-5=0
Quindi il vettore
(2,1)

¢ una soluzione ottima: il suo valore totale ¢ 2-3+1-5 =11 = ¢. Il valore ottimo &

o[11] = 3.

(& J

Esercizio 27.3

Consideriamo la seguente istanza del CCP, in cui il resto da restituire ¢ ¢ = 7 e i tagli sono

w = (2,4).
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Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori dell’array v e dell’array s.

2. Usando l'array s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (z1, z3), oppure
spiegare perché l'istanza ¢ inammissibile, e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta il resto k, le celle v[k] e s[k]
e Poperazione eseguita; s[k] ¢ l'indice j del taglio della moneta usata. In caso di
pareggio si tiene 'indice minimo, perché m viene aggiornato solo quando il valore é
strettamente minore. Il valore 400 indica un resto che non si puo restituire, per il
quale s[k] = 0.

[k] ‘ s[k] ‘ Azione

0 | v[0] + 0, s[0] « 0O

0 | nessun taglio w; < 1: v[1] < 400
1 | min{l 4+ v[0]} = min{1} =1

0 | min{l + v[1]} = min{+oo} = 400

2 | min{l +v[2], 1 +[0]} =min{2,1} =1
0 | min{l+ v[3]

1 o

0 [5]

S

: 1+ v[1]} = min{+o0, 400} = 400
, 1 +[2]} = min{2,2} =2
, 1 +v[3]} = min{+o0, +o0} = +00

min{1 + v[4
min{1 + v[5

N O U W= O
;
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Questo & I’array v dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

k Jo 12 34 56 7

UUC]‘O +o0o 1 400 1 400 2 400

Questo & I'array s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

k|01 234567
sk] [0 0 1 0 20 1 0

2. Poiché v[7] = 400, l'istanza ¢ inammissibile: nessuna combinazione di monete dei
tagli w = (2,4) restituisce un resto esattamente uguale a ¢ = 7. Infatti ogni taglio &
pari, quindi ogni resto che si puo restituire € pari, mentre ¢ = 7 é dispari.

Poiché s[7] = 0, non c¢’¢ alcuna soluzione da ricostruire. Il valore ottimo ¢

(& J

Esercizio 27.4

Consideriamo la seguente istanza del CCP, in cui il resto da restituire é ¢ = 12 e i tagli sono

w = (3,7).

Domande

1. Mostrare 'esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori dell’array v e dell’array s.

2. Usando larray s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (xi,x2) e
riportare il valore ottimo.
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Soluzione

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta il resto k, le celle v[k] e s[k]
e l'operazione eseguita; s[k| ¢ l'indice j del taglio della moneta usata. In caso di
pareggio si tiene l'indice minimo, perché m viene aggiornato solo quando il valore é
strettamente minore. Il valore 400 indica un resto che non si puo restituire, per il
quale s[k] = 0.
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‘ v[k] ‘ s[k] ‘ Azione

= = R O N N =

—
)
W~

— O MEHONMFEOOROOO

v[0] - 0, s[0] <0

nessun taglio w; < 1: v[1] < +o0

nessun taglio w; < 2: v[2] < +o0

min{1 + v[0]} = min{1} =1

min{1 + v[1]} = min{4o00} = +o0

min{1l + v[2]} = min{4o00} = +o0

min{l + v[3]} = min{2} =2

min{1 + v[4], 1 + v[0]} = min{4o00,1} =1

min{1 + v[5]
(6]
[7]
(8]
[9]

5], 1+ v[1]} = min{+o0, 400} = +00
min{1 + v[6], 1 + v[2]} = min{3, +00} =3
min{1 + v[7

min{1l + v[8], 1 4+ v[4]} = min{+oo, 00} = +c0

; 1]
: 2]
,1+2[3]} = min{2,2} =2
; [4]
min{1 + v[9], 1 + v[5]} = min{4, +oc0} =4

Autore: Fabio Furini
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Questo & I’array v dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

ko 1 23 4 567 8910 11 12

v[k:HO—I—oo—l—ool—&—oo—l—ole—i—oo?, 2 +oo 4

Questo & I'array s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

k |0123456789 10 11 12

sk][0 001001201 1 0 1
2. Abbiamo il seguente array s:

k |01 2345678910 11 12

sk][0 001001201 1 0 1

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da k = 12 come segue:

Tterazione ‘ k ‘ slk] | z[1] 2] ‘ k <k — wgp

|
= = | = 0 0 k=12
1 12 1 1 0 [k=12—-3=9
2 9 1 2 0 k=9—-3=6
3 6 1 3 0 k=6-3=3
4 3 1 4 0 k=3-3=0

Quindi il vettore
(4,0)

¢ una soluzione ottima: il suo valore totale ¢ 4 -3 = 12 = ¢. Il valore ottimo &

v[12] = 4.
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Esercizio 27.5

AN

Consideriamo la seguente istanza del CCP, in cui il resto da restituire ¢ ¢ = 9 e i tagli sono

Domande

1. Mostrare ’esecuzione dell’algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni iterazione,
i valori dell’array v e dell’array s.

2. Usando l'array s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera (xi,z2,x3) e
riportare il valore ottimo.

w=(2,3,7).

J/

1. Esecuzione passo per passo dell’algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta il resto k, le celle v[k] e s[k]
e l'operazione eseguita; s[k| & l'indice j del taglio della moneta usata. In caso di
pareggio si tiene 'indice minimo, perché m viene aggiornato solo quando il valore &
strettamente minore. Il valore 400 indica un resto che non si puo restituire, per il

Soluzione

quale s[k] = 0.
k ‘ v[k] ‘ s[k] ‘ Azione
0] 0 | 0 |v[0]«0,s0] <0
1| 400 | 0 | nessun taglio w; <1: v[1] 4 400
2| 1 1 | min{l+v[0]} = min{l1} =1
3 1 2 | min{1 +v[1], 1 + v[0]} = min{+o00,1} =1
4| 2 1 | min{1 +v[2], 1+ v[1]} = min{2, +o0} =2
5| 2 1 | min{1 +[3], 1 +v[2]} = min{2,2} =2
6| 2 2 | min{1 +v[4], 1 +v[3]} = min{3,2} =2
7| 1 3 | min{l+v[5], 1 +v[4], 1 +v[0]} = min{3,3,1} =1
8| 3 1 | min{l 4 v[6], 1 4+ v[5], 1 + v[1]} = min{3,3,+0c0} =3
9 2 1 | min{l 4+ v[7], 1 +v[6], 1 + v[2]} = min{2,3,2} =2

Autore: Fabio Furini
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Questo & I’array v dopo l'esecuzione dell’algoritmo di PD:

k |0 123456789
v[k]|0 400 1 1 2 22 1 3 2

Questo & I'array s dopo ’esecuzione dell’algoritmo di PD:

k |0123456789

sk][00001 2112311
2. Abbiamo il seguente array s:

k |01234567389

sk][001 2112311

Possiamo ricostruire una soluzione ottima partendo da k = 9 come segue:

k=9
k=9-2=7
2 7T 3 k=7-7=0

-
© |
-
»—lr—!C>4
o O O
= O O

Quindi il vettore
(1,0,1)

¢ una soluzione ottima: il suo valore totale ¢ 1-2+1-7 =9 = ¢. Il valore ottimo &

v[9] = 2.
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Capitolo 28

PD per il problema del taglio delle aste

Esercizio 28.1

Consideriamo la seguente istanza del’RCP, in cui 'asta ha lunghezza n = 6 e i profitti
associati alle possibili lunghezze dei pezzi sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
P | 2 5 7 8 10 13

Domande

1. Mostrare ’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2,) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,Ty) e riportare il valore ottimo.
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Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up
Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e j, le celle v[{]
e s[¢], il valore corrente di m e il valore corrente di ¢. La cella di m ¢ evidenziata
in [T6ss0 quando viene aggiornata; la cella di ¢ é evidenziata in [blu| quando viene
aggiornata; le celle di v[¢] e s[¢] sono evidenziate in [blu quando vengono assegnate.
{3 ‘ v[/] ‘ s[] ‘ m ‘ t ‘ Azione
— Ol - | - |- |00
- | = 00| m+«0,t+0
1 1| — | — [P0 p[l]+v[0]=2+0=2>0: m+ 2, ¢t 1
I 2 |1 v em=2 5[]« t=1
- = — 00| m<«<0,t<0
2 1] — 4 |1 pll]+v[1]=24+2=4>0: m<+4,t1
2| — 5 | 2 | p[2] +v[0]=54+0=5>4: m<5,t<+2
— 8 2 512 | o2 m=5,s2t=2
- = — 00| m<«<0,t<0
3 1| — | = [ 7 L] pl]+v2]=245=7>0m<«+7,t+1
2| - — | 7| 1 | p[2]+v[l] =5+2 =7 = m: nessun aggiornamento
3| — — | 7 | 1| p[3]+v[0] =740 =7 = m: nessun aggiornamento
- 7 1 | 7|1 |v8«m="7s3+«t=1
- | = - 010 | m«0,t+0
4 1| — — 19 | 1 |pl]4+v8]=24+7=9>0:m<«+9,t« 1
2| — | — [1002 p[2] +v[2] =5+5=10>9: m <« 10, ¢t « 2
3| — | — [10] 2 |p8]+v[1]] =7+2=9 < 10: nessun aggiorna-
mento
4 | — | — | 10| 2 | p[4 +v[0] =8+ 0 = 8 < 10: nessun aggiorna-
mento
— [mEommEm 10 | 2 | v[4] « m =10, s[4] « t =2
- = — 00| m<«<0,t<0
5 1| — | — [0 p[l]+v[4] =2+10=12>0: m« 12, t < 1
2| — | — |12| 1 | p2]+v[3] =547 =12 = m: nessun aggiorna-
mento
3| — | — [ 12| 1 |p[3]+v[2] =745 =12 = m: nessun aggiorna-
mento
4 | — | — [ 12| 1 | p[4 +v[1] =8+ 2 =10 < 12: nessun aggiorna-
mento
5| — — |12 | 1 | p[5] +v[0] =10+ 0 = 10 < 12: nessun aggiorna-
mento
— R 12 | 1| v e m=12, s[5« t=1
- | = — 00| m«0,t+0
6 1| — | — [P p[l]+vp]=2+12=14>0: m « 14, t « 1
2| — | — 15102 p2] +v[4] =5+10=15> 14: m « 15, ¢ 2
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3 — | 15| 2 | p[3] +v[3] =7+ 7 = 14 < 15: nessun aggiorna-
mento

4 | — — | 15| 2 | p[4 +v[2] = 8 +5 = 13 < 15: nessun aggiorna-
mento

51 — | — [ 15| 2 | p[3] +v[1] =10+ 2 = 12 < 15: nessun aggiorna-
mento

6| — | — | 15| 2 | p[6] +v[0] =13+ 0 = 13 < 15: nessun aggiorna-
mento

— |15 | 2 | 15| 2 | v[6] « m =15, s[6] < ¢t =2
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

£=0 £=1 £=2 (=3 (=4 £=5 (=6
o] 0 2 5 7 10 12 15

2. Abbiamo il seguente vettore s:

€:

| ¢=1 2
sl |1 2

Possiamo ricostruire una soluzione ottima per un’asta di lunghezza n = 6 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ slj] ‘ z[1] x[2] =«[3] =z[4] =z[5] z[6] ‘ Aggiornamento di j

- - - 0 0 0 0 0 0 ) =6

1 6 2 0 1 0 0 0 0 j=6—-—2=4

2 4] 2 o2 0 0 0 0| j=4-2=2

3 21 2 0 3 0 0 0 0 i=2-2=0
Quindi il vettore

(0,3,0,0,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[6] = 15.

3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e ¢, le celle v[j][{]
e s[j][¢] e Voperazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di /.
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6 5| 12 0 | j> ¢ o[6][5] « v[5][5] = 12, s[6][5] 0
6 6 p[6] +[6][0] = 1340 < v[5][6] = 15: v[6][6] « v[5][6] = 15, 5[6][6] ¢ O
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Queste sono le matrici v e s ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[f]lf] | €=0 £=1 £=2 (=3 (=4 ¢{=5 (=6
7=0 0 —oc0o —00o —00 —00 —00 —00
j=1 0 2 4 6 g 10 12
j=2 0 2 5 710 12 15
ji=3 0 2 5 710 12 15
j=4 0 2 5 710 12 15
j=5 0 2 5 710 12 15
j=6 0 2 5 710 12 15
il | 2=0 £=1 (=2 =8 [=d =3 =G
j=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0
j=6 0 0 0 0 0 0 0

11 valore ottimo dell’istanza dell’RCP ¢ v[6][6] = 15.

4. Con la matrice s possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

)
=

)
e
L3
&

Iterazione ‘ J ‘ 14 ‘ sli14) ‘ z[1] =z[2 x[6] ‘ Azione

1 6|6 0 07«5
0 074
0 0[j« 3
0 0j«2
00«4
00«2
0

{0

O O O O o oo
W N = O o oo
OO O O o oo
SO OO O o oo
O O O O o oo

l
1
1
1

N O T s W N
NN DN W Ot

N = O O O O

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

175


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Quindi il vettore
(0,3,0,0,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[6][6] = 15.

(& J

Esercizio 28.2

Consideriamo la seguente istanza del’RCP, in cui 'asta ha lunghezza n = 5 e i profitti
associati alle possibili lunghezze dei pezzi sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
pi| 1 4 6 8 9

Domande

1. Mostrare l’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2,) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2y) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e j, le celle v[{]
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e s[¢], il valore corrente di m e il valore corrente di ¢. La cella di m ¢ evidenziata
in [r6ss0 quando viene aggiornata; la cella di ¢ é evidenziata in [blu| quando viene
aggiornata; le celle di v[¢] e s[¢] sono evidenziate in 'blu| quando vengono assegnate.
¢ g ‘ v[¢] ‘ s[] ‘ m ‘ t ‘ Azione
- -l - |- |- |v0«o0
- | = 0| 0| m<«<0,t+<0
1 1| — | — [0 p[l]+v[0]=140=1>0m« 1, t« 1
— I L |1 v em=1, sl t=1
- | = - 0| 0| m<+<0,t+<0
2 1| — 2 P 1 pl]+9[1]=141=2>0:m++2,t+1
2 | - 4 12| p2]+0v[0] =44+0=4>2 m+ 4, t+2
—| 4 2 | 4|2 |02 m=4 2]« t=2
- = - 0| 0| m<+«0,t+<0
3 1| — | — S pl+0[2] =14+4=5>0: m« 5, t« 1
2 | = — | 5 | 1 | p[2]+v[l] =4+1 =5 = m: nessun aggiornamento
3| - 6B p[3] +v[0] =6+0=6>5 m<«6,t 3
- 6 3 | 6|3 |v3+m=6,s3«t=3
- | = — 0| 0| m<«<0,t+<0
4 1| — | — | 7 L |pl]+vB8]=146=7>0 m<+7,t<1
2 — | — 18 12| p2]+v[2]=44+4=8>T m+ 8, t2
3| — | — | 8| 2] p_3]+v[l]]=6+1=7 < 8: nessun aggiornamento
4| — 8 | 2 | p[4]+v[0] = 840 = 8 = m: nessun aggiornamento
- 8 2 8 | 2 |v[d]+ m=2_8, s[4+ t=2
= | = = 0|0 |m<«0,t<0
5 1| — | — OV p[l]+v[4]=1+8=9>0 m« 9, t« 1
2| — | — 1102 p[2] +v[3] =4+6=10>9: m « 10, t « 2
3| — | — | 10| 2 |p[8]+v[2] =6+4 =10 = m: nessun aggiorna-
mento
4| — | — [10] 2 | p[4 +v[1]] =8+ 1 =9 < 10: nessun aggiorna-
mento
51 — | — 10| 2 | p[3] +v[0] =9+ 0 =9 < 10: nessun aggiorna-
mento
— [mEommEm 10 | 2 | o[5] « m =10, s[5] « t =2
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

2. Abbiamo il seguente vettore s:

[ e=1 ¢
|1

I
o | o
~
I
w | w
~
I
RN
~
I
b | o

slf]

Possiamo ricostruire una soluzione ottima per un’asta di lunghezza n = 5 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ slj] ‘ z[1] z[2] =[3] =z[4] =z[5] ‘ Aggiornamento di j

= = 0 0 0 0 0 j=5
1 51 2 0 1 0 0 0 j=5—-2=3
2 3| 3 0 1 1 0 0 71=3-3=0
Quindi il vettore
(0,1,1,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[5] = 10.

3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e ¢, le celle v[j][{]
e s[j][¢] e Voperazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di /.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

178


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria
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Queste sono le matrici v e s ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[f]lf] | €=0 £=1 £=2 (=3 (=4 (=5
7=0 0 —o0o —o00 —00 —00 —00
j=1 0 1 2 3 4 5
j=2 0 1 4 5 8 9
j=3 0 1 4 6 8 10
j= 0 1 4 6 8 10
j=5 0 1 4 6 8 10

j=0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1
j=2 0 0 1 1 1 1
j= 0 0 0 1 0 1
j= 0 0 0 0 0 0
j= 0 0 0 0 0 0

Il valore ottimo dell’istanza del’RCP ¢ v[5][5] = 10.

4. Con la matrice s possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

Iterazione ‘ J ‘ ¢ ‘ s[7]1¢] ‘ z[1] z[2] z[3] z[4] =z[5] ‘ Azione
1 5|5 0 0 0 0 0 05«14
2 415 0 0 0 0 0 053
3 315 1 0 0 1 0 00+ 2
4 312 0 0 0 1 0 07«2
5 212 1 0 1 1 0 0[f<+0
Quindi il vettore
(0,1,1,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[5][5] = 10.
(. J
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Esercizio 28.3

Consideriamo la seguente istanza del’RCP, in cui 'asta ha lunghezza n = 5 e i profitti
associati alle possibili lunghezze dei pezzi sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
p; | 3 5 8 9 10

Domande

1. Mostrare ’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2z,) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(z1,22,...,Ty) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e j, le celle v[{]
e s[¢], il valore corrente di m e il valore corrente di ¢. La cella di m ¢ evidenziata
in [r6ss0 quando viene aggiornata; la cella di ¢ é evidenziata in [blu| quando viene
aggiornata; le celle di v[¢] e s[¢] sono evidenziate in 'blul quando vengono assegnate.

¢ 5| v

0

s[¢] ‘ m ‘ t ‘ Azione
| = | = | v[0] <0
| 0|0 |m«0,t«0
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1 1| — | — ["8 o[l +v[0] =3+0=3>0: m« 3, t1
- 3 1 | 3 |1 |vl]+m=3s[l]«t=1
- | = - 0| 0| m<+<0,t«<0
2 1| — | — |6 |1 |p[l]+9[]]=3+3=6>0: m<«6,t«1
2 — | 6 | 1| pl2]+v[0] =5+0 =5 < 6: nessun aggiornamento
- 6 1 | 6 |1 |v2+m=6,s2«t=1
- | = - 0| 0| m<«<0,t+<0
3 1| — | — PO o] +0[2] =346=9>0: m« 9, ¢t 1
2| — | — | 9| 1]|p2+4v[l] =5+3 =8 < 9: nessun aggiornamento
31 — | — |9 |1]p[3+v[0] =8+0=28 < 9: nessun aggiornamento
9 1 | 9 |1 |vB]l+m=9,s3]+t=1
- | = — 0| 0| m<«<0,t«<0
4 1| = | — P2 o]+ o8] =3+9=12>0: m« 12, t < 1
2| — | — |12 |1 |p2]4+v[2 =5+6=11 < 12: nessun aggiorna-
mento
3| — | — [ 12| 1 | p[3]+v[l] =8+ 3 =11 < 12: nessun aggiorna-
mento
4| — — |12 | 1 | p[4] +v[0] =9+ 0 =9 < 12: nessun aggiorna-
mento
B 12| 1| v m=12, s[4 t=1
- | = — 0| 0| m<+<0,t«<0
5 1| — | — IS o[ +of4]=3+12=15>0: m 15, ¢t « 1
2| — | — | 15| 1 |p2+v[3 =5+9=14 < 15: nessun aggiorna-
mento
3| — | — | 15| 1| p[8]+v[2] =8+6 =14 < 15: nessun aggiorna-
mento
4 | — | — | 15| 1 | p[4] +v[1] =9+ 3 = 12 < 15: nessun aggiorna-
mento
5| — | — [ 15| 1 | p[5]+v[0] =10+ 0 =10 < 15: nessun aggiorna-
mento
— |15 | 1 |15 |1 | v« m=15 s[5« t=1
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

2. Abbiamo il seguente vettore s:

! =

1 =2 ¢
1 1

Il
— w
~
Il

s[¢]

Possiamo ricostruire una soluzione ottima per un’asta di lunghezza n = 5 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ slj] ‘ z[1] x[2] =[3] =z[4] =z[5] ‘ Aggiornamento di j

ogni valore fissato di j, per valori crescenti di /.

- - - 0 0 0 0 0 ) =5
1 5| 1 M o o0 0 0| j=5-1=4
2 4 1 2 0 0 0 0 j=4—-1=3
3 3 1 3 0 0 0 0 j=3-1=2
4 2 1 4 0 0 0 0 7=2—-1=1
5 1 1 5 0 0 0 0 j=1-1=0
Quindi il vettore
(5,0,0,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[5] = 15.

3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e ¢, le celle v[j][(]
e s[j][¢] e Voperazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
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Queste sono le matrici v e s ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[f]lf] | €=0 £=1 £=2 (=3 (=4 (=5
7=0 0 —o0o —o00 —00 —00 —00
j=1 0 3 6 9 12 15
j=2 0 3 6 9 12 15
i=3 0 3 6 9 12 15
j= 0 3 6 9 12 15
j=5 0 3 6 9 12 15

j=0
j=1
=2
j =
g =
j =

SO OO O~ O L

Il valore ottimo dell’istanza del’RCP ¢ v[5][5] = 15.

4. Con la matrice s possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

Iterazione ‘ J ‘ ¢ ‘ s[7]1¢] ‘ z[1] z[2] z[3] z[4] =z[5] ‘ Azione
1 ) 0 0 0 0 0 05«4
2 415 0 0 0 0 0 017+ 3
3 3|95 0 0 0 0 0 07«2
4 215 0 0 0 0 0 0]j«1
5 115 1 1 0 0 0 0|+ 4
6 114 1 2 0 0 0 04«3
7 113 1 3 0 0 0 00+ 2
8 1|2 1 4 0 0 0 0]+ 1
9 1|1 1 5 0 0 0 0(£+0

Autore: Fabio Furini
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Quindi il vettore
(5,0,0,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[5][5] = 15.

(& J

Esercizio 28.4

Consideriamo la seguente istanza del’RCP, in cui 'asta ha lunghezza n = 6 e i profitti
associati alle possibili lunghezze dei pezzi sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
p; | 2 6 7 11 13 17

Domande

1. Mostrare l’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2,) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2y) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e j, le celle v[{]
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e s[¢], il valore corrente di m e il valore corrente di ¢. La cella di m ¢ evidenziata
in [r6ss0 quando viene aggiornata; la cella di ¢ é evidenziata in [blu| quando viene
aggiornata; le celle di v[¢] e s[¢] sono evidenziate in 'blu| quando vengono assegnate.

¢ g ‘ v[¢] ‘ s[] ‘ m ‘ t ‘ Azione
- -l - |- |- |v0«o0
- | = 0| 0| m<«<0,t+<0
1 1| — | — [P0 ] +v[0]=2+0=2>0: m« 2, ¢t 1
— e 2 | 1|l em=2 1] t=1
- | = - 0 | 0| m<+<0,t«<0
2 1| — 4 11| pll]+v[1]=24+2=4>0: m<«4,t+1
2 6 [ 2| pl2] +v[0] =6+0=6>4 m<« 6, ¢ 2
- 6 2 | 6|2 |v2+<m=6,s2«t=2
- = - 0| 0| m«<0,t«<0
3 1| — | — [ pl1]+0[2] =2+6=8>0: m<« 8, t 1
2| — | — | 8| 1| p[24+v[l] =642 =8 = m: nessun aggiornamento
3| — | — | 8| 1]p[3]+v[0]=7+0=7 < 8: nessun aggiornamento
- 8 1 | 8 |1 |vB]l+m=8,s3]+<t=1
- | = — 0| 0| m<«<0,t+<0
4 1| — | — [0 o]+ o8] =2+8=10>0: m« 10, t « 1
2| — | — [1212 | p[2]+v[2] =6+6=12>10: m « 12, ¢ « 2
3| — | — [ 12| 2 |p[B]4+v[l]] =742 =9 < 12: nessun aggiorna-
mento
4| — | — | 12| 2 | p[4] +v[0] =11 +0 = 11 < 12: nessun aggiorna-
mento
— e 12| 2 | o4 m=12, s[4« t=2
- = — 0 | 0| m«<0,t«<0
5 1| — | — PR pll]+ 0[] =2+12=14>0: m + 14, t + 1
2| - — |14 | 1 | p[2] +v[3] = 6+ 8 = 14 = m: nessun aggiorna-
mento
3| — | — | 14| 1]|p[8]+wv[2] =746 =13 < 14: nessun aggiorna-
mento
4 | — | — | 14| 1 | p[4 +v[1] =11+ 2 = 13 < 14: nessun aggiorna-
mento
51 — | — |14 |1 |pb+v[0] =13+0=13 < 14: nessun aggiorna-
mento
— | 14 | 1 |14 |1 |vbl+m=14,sb5]«+t=1
- | = — 0| 0| m<+<0,t1+<0
6 1| — | — (6N p[]+of5] =2+14=16>0: m « 16, t « 1
2| — | — P18 102 p2 +v[4] =6+12=18 > 16: m « 18, t + 2
3| — | — | 18| 2| p[3]+v[3] =7+8 =15 < 18: nessun aggiorna-
mento
4 | — | — | 18| 2 | p[4] +v[2] =11 + 6 = 17 < 18: nessun aggiorna-
mento
51 — | — | 18| 2 | p5]+v[l] =13+ 2 =15 < 18: nessun aggiorna-
mento

Autore: Fabio Furini
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6| — — | 18| 2 | p[6] +v[0] =17+ 0 = 17 < 18: nessun aggiorna-
mento
— B 18 | 2 | v[6] « m =18, s[6] « t =2
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Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

£=0 £=1 £=2 (=3 (=4 £=5 (=6
o] 0 2 6 8 12 14 18

2. Abbiamo il seguente vettore s:

€:

| ¢=1 2
sl |1 2

Possiamo ricostruire una soluzione ottima per un’asta di lunghezza n = 6 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ slj] ‘ z[1] x[2] =«[3] =z[4] =z[5] z[6] ‘ Aggiornamento di j

- - - 0 0 0 0 0 0 ) =6

1 6 2 0 1 0 0 0 0 j=6—-—2=4

2 4] 2 o2 0 0 0 0| j=4-2=2

3 21 2 0 3 0 0 0 0 i=2-2=0
Quindi il vettore

(0,3,0,0,0,0)
¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[6] = 18.

3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e ¢, le celle v[j][{]
e s[j][¢] e Voperazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di /.
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6 5| 14 0 | j> ¢ o[6][5] « v[5][5] = 14, s[6][5] < 0
6 6 p[6] +0[6][0] = 1740 < v[5][6] = 18: v[6][6] + v[5][6] = 18, 5[6][6] + O
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Queste sono le matrici v e s ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[f]lf] | €=0 £=1 £=2 (=3 (=4 ¢{=5 (=6
7=0 0 —oc0o —00o —00 —00 —00 —00
j=1 0 2 4 6 g 10 12
j=2 0 2 6 § 12 14 18
ji=3 0 2 6 8§ 12 14 18
j=4 0 2 6 8§ 12 14 18
j=5 0 2 6 8§ 12 14 18
j=6 0 2 6 8§ 12 14 18
il | 2=0 £=1 (=2 =8 [=d =3 =G
j=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 0 0 0 0
j=4 0 0 0 0 0 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0
j=6 0 0 0 0 0 0 0

11 valore ottimo dell’istanza dell’RCP ¢ v[6][6] = 18.

4. Con la matrice s possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

)
=

)
e
L3
&

Iterazione ‘ J ‘ 14 ‘ sli14) ‘ z[1] =z[2 x[6] ‘ Azione

1 6|6 0 07«5
0 074
0 0[j« 3
0 0j«2
00«4
00«2
0

{0

O O O O o oo
W N = O o oo
OO O O o oo
SO OO O o oo
O O O O o oo

l
1
1
1

N O T s W N
NN DN W Ot

N = O O O O

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini

192


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Quindi il vettore
(0,3,0,0,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[6][6] = 18.

(& J

Esercizio 28.5

Consideriamo la seguente istanza del’RCP, in cui 'asta ha lunghezza n = 6 e i profitti
associati alle possibili lunghezze dei pezzi sono:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
p; | 1 5 8 9 12 14

Domande

1. Mostrare l’esecuzione del primo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori del vettore v e i valori del vettore s.

2. Usando il vettore s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2,) e riportare il valore ottimo.

3. Mostrare ’esecuzione del secondo algoritmo di PD bottom-up riportando, per ogni
iterazione, i valori delle matrici v e s.

4. Usando la matrice s, ricostruire una soluzione ottima in notazione intera
(x1,x2,...,2y) e riportare il valore ottimo.

- J

Soluzione

1. Esecuzione passo per passo del primo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di ¢ e j, le celle v[{]
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e s[¢], il valore corrente di m e il valore corrente di ¢. La cella di m ¢ evidenziata
in [r6ss0 quando viene aggiornata; la cella di ¢ é evidenziata in [blu| quando viene
aggiornata; le celle di v[¢] e s[¢] sono evidenziate in 'blu| quando vengono assegnate.
L g ‘ v[{] ‘ s[e] ‘ m ‘ t ‘ Azione
- - - |- |- |v0+«o0
- | = - 0 | 0| m<+<0,t«<0
1 1| — | = 1|1 |pl]4+v0=140=1>0: m<«+1,t<+1
e L |1 | e m=1, st =1
— — — 0| 0| m<«0,t<0
2 1| — | — |2 L | pl]l+v1]=14+1=2>0: m<+2,t1
2| — 5 | 2 | p[2] +v[0]=54+0=5>2: m<5,t+2
— 8 2 512 | o2 m=5,s2t=2
= || = — | 0]0|m<+<0,{<0
3 1| — | — 6 p]+v[2] =1+5=6>0: m+ 6, ¢+ 1
2| — | — | 6 | 1]p[2+4v[l] =54+1=6 = m: nessun aggiornamento
3| — 8 BN p[3] +v[0] =8+0=8>6: m<« 8, t <3
-1 8 3 | 8|3 | v+ m=8, s3]« t=3
- | = - 0 | 0| m<+<0,t«<0
4 1] — | — |9 [ 1 |pl]+v38]=14+8=9>0:m<+9,t<«1
2| — | — 1012 p[2] +v[2] =5+5=10>9: m + 10, t « 2
3| — | — [10] 2 |p3]+v[1]] =8+1=9 < 10: nessun aggiorna-
mento
4 | — | — | 10| 2 | p[4 +v[0] =940 =9 < 10: nessun aggiorna-
mento
— ORI 10 | 2 | /4]« m =10, s[4] < t =2
— — — 0| 0| m<«0,t«0
5 1| — | — [11 [ 1| p[l]+v4]=1410=11>0: m+ 11, ¢t + 1
2| — | — |18 102 p[2] +v[3] =5+8=13>11: m « 13, t « 2
3| — | — | 13| 2| p[8]+v[2] =8+5 =13 = m: nessun aggiorna-
mento
4| — | — [ 13| 2 | p[4+v[1]] =9+ 1= 10 < 13: nessun aggiorna-
mento
51 — | — [ 13| 2 | p[3]+v[0] =12+ 0 =12 < 13: nessun aggiorna-
mento
— BRI 13| 2 | v m=13, s[5« t =2
- | = - 0| 0| m«<0,t«<0
6 1| — | — (24 p[1]+v5] =1+13=14>0: m+« 14, t « 1
2| — | — 15 B8N p[2] + v[4] =5+ 10 =15 > 14: m ¢ 15, t + 2
3| — | — |16 18 p3] +v[3]=8+8=16>15 m« 16, t — 3
4 | — | — [ 16| 3 | p[4 +v[2] =9+5 =14 < 16: nessun aggiorna-
mento
51 — | — | 16| 3 | p[5]+v[1] =12+ 1 =13 < 16: nessun aggiorna-
mento
6 | — | — | 16| 3 | p[6]+v[0] =14+ 0 = 14 < 16: nessun aggiorna-
mento
— |WEemEI 16 | 3 | 6] « m =16, s[6] « t =3

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 194


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Questo ¢ il vettore v dopo I'esecuzione dell’algoritmo di PD:

(=0 (=1 (=2 (=3 (=4 (=5 £=6
off] 0 1 5 8 10 13 16

2. Abbiamo il seguente vettore s:

=1 (=2 V¢
1 2

I
w | w
~
I
RN
~
I
o | o
~
I
w | o

|
s |

Possiamo ricostruire una soluzione ottima per un’asta di lunghezza n = 6 come segue:

Iterazione ‘ J ‘ s[7] ‘ z[1] z[2] =[3] =«[4] =z[5] =z[6] ‘ Aggiornamento di j
S - o 0 0 0 0 0 =6
1 6 3 0 0 1 0 0 0 j=6—-3=3
2 31 3 0 0 2 0 0 0 j=3-3=0

Quindi il vettore
(0,0,2,0,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &
v[6] = 16.
3. Esecuzione passo per passo del secondo algoritmo di PD bottom-up

Per ogni passo dell’algoritmo di PD, la tabella riporta i valori di j e ¢, le celle v[j][{]
e s[j][¢] e Voperazione eseguita. Le celle si calcolano per valori crescenti di j e, per
ogni valore fissato di j, per valori crescenti di /.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 195


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Nej
(@)}
Lo
(] e e @ o O
N NG 11
= EINENE) o
= F ¥ B o
o — wn — w on ®» @w »
A — - - -
11%,_\;\ o o o © ® <
SN Ll > e ez W I
=P —— 8 = I ==
e e e e e M — = N, ™ — TR
T R I — = AN —_— o o < 0 © 0 0,
,,,,,, NN T ™= === =
—\ AN M 0 O w » . s n &S S &2, 52, &2, 2=
Lildld 55 S A T i = -3
CRETES Lt A 4 AR
NN R T E = = Lo 2.2
—— A — N Mm M O 0 W0 e}
oSttt |cocamEaS|cocecmETET|occce TS R T
1888888+ L=z=2=2=2 Hdlllcs x5t dddlsss eeeeﬂ&& eeeeﬂ -
S |BEGCTEEEES YL EEERE LT ESEES | I EEEES G
=i llegl il lglzzzs ! I 1 Issssl 1 \Eeees  |sessw > %
NN MM IO O m v N FIO =] ® ® N FIODO| B D N HHIOO| ®D B @ ® WO | n »n »n @ ED
& e e ) ) ) Y111 = Y ——1—— ~ S = = — & o & S /= & & S <<
OO O O O O O SO = = = - - DO~ 10 NN AN AN AN S —~ O 00 M M M S — 10 0 — X S —~ 0 oo =
cocoocooo e e L B B == =
| 3EEEEE I E e SR e EE e =2 o 2
L1 i 4l A 3
= SANANNANN G AANANNS IsoaAVIAANsogsV ViV leaoasgs YV ieoasw L=
L BRI HE5S 660w | S0 dl @ a SSERele v B @ eSSl s e vl S e | S e e e N5
At = T TSI (e R B SR o Y ST R SR N G AR i s I R o N T NI
SHENERENENENEN IS > > 2 o 5 ® & & S ® °® 2 scNN|® 2 2 2 o
= e n w ® T T I 1010 10 10 10 00 00 00 00 (S Y oo
%m,m,m,m,m,me,_: T e T T T R e L T T e e T T T I S A O T IS A A A
s 098909 EEEEEEE| S ENET SN oNE|SORREaR|EEREEsm|EEEREE
1L llLly S m SN | Er e mes | EEEETTT | Eebbhgn L s
@ 2 2 D D o o S 22 2D 2 o o S 22 D = o UUUUUUUUUUUUMWUUUUU
F| SR TEEE S+ttt H S+ +++H (ST HH+H ST HHH SIS F s
S| EE S8 eS| ASEEEEE | ANTEEERT|AAABTEEB|AAAATEE[AAAAABTE|AAAAA
bl S I R R R B T W S R I RS R T T B e R e T T T T R S N N~ ST B NN NN
S
) =
_ =
&
X
Mom_wm_wm_wmm_wm_w01234560156muw0158wmw0158wmm0158mww0158w 2
= <
&
—
N O O O O O O O R R TR e TR R B R | AN AN AN AN AN AN M M M MW N N M A S U S U SUBR S 10 10 1O 10 10 10 10O © © © © © m
=



https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

6 5| 13 0 | j> ¢ v6][5] < v[5][5] = 13, s[6][5] « 0
6 6 p[6] +0[6][0] = 14+0 < v[5][6] = 16: v[6][6] « v[5][6] = 16, 5[6][6] + O
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Queste sono le matrici v e s ottenute durante I’esecuzione dell’algoritmo di PD:

v[f]lf] | €=0 £=1 £=2 (=3 (=4 ¢{=5 (=6
7=0 0 —oc0o —00o —00 —00 —00 —00
j=1 0 1 2 3 4 5 6
j=2 0 1 5 6 10 11 15
j=3 0 1 5 8§ 10 13 16
j=4 0 1 5 8§ 10 13 16
j=5 0 1 5 8§ 10 13 16
j=6 0 1 5 8§ 10 13 16
il | 2=0 £=1 (=2 =8 [=d =3 =G
j=0 0 0 0 0 0 0 0
j=1 0 1 1 1 1 1 1
j=2 0 0 1 1 1 1 1
j=3 0 0 0 1 0 1 1
j=4 0 0 0 0 0 0 0
j=5 0 0 0 0 0 0 0
j=6 0 0 0 0 0 0 0

11 valore ottimo dell’istanza dell’RCP ¢ v[6][6] = 16.

4. Con la matrice s possiamo ricostruire una soluzione ottima come segue:

Iterazione ‘ J ‘ 14 ‘ sli14) ‘ z[1] =[2] z[3] z[4] z[5] z[6] ‘ Azione

1 |6/6] 0 | 0 0 0 0 0 0]j<5

516/ 0| 0 0 0 0 0 0fj«4

3 |4/6/ 0 | 0 0 0 0 0 0|j3

4 |3l6] 1 | o oMl o 0 o0[t<3

5 |3(3] 1 | o of2 0 0 o0[t<0
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Quindi il vettore
(0,0,2,0,0,0)

¢ una soluzione ottima. Il valore ottimo &

v[6][6] = 16.
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