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Capitolo 9

Formulazioni dei problemi di zaino

9.1 Zaino: upper bound di Dantzig e di Martello-Toth

Upper bound usati in questi esercizi

I bound del Capitolo 9 «Formulazioni dei problemi di zaino», per un’istanza del KP con
gli oggetti ordinati per efficienza non crescente. L’oggetto critico s € .# e la capacita

s—1 s s—1
ijgc e ij>c, rc:c—ij. (K1)
j=1 j=1 j=1
L’upper bound di Dantzig per z(ILPkp) &
UBp = Zpg {ps J : (K2)

L’upper bound di Martello-Toth per z(ILPkp) ¢ UByr = max{UBy, UB;}, dove

UBO—Z;D] { ps“J e UBj= Zp] {ps— S—rc)isj. (K3)

Ws41

residua rc sono

- J

Esercizio 9.1 — Upper bound per il problema dello zaino 0/1 (1)

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 11 e un insieme . = {1,2,3,4,5} di 5 oggetti
(n =5) con i seguenti profitti e pesi:

Domande
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-

1. Verificare se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, altrimenti ordinarli

in questo modo.

2. Calcolare gli upper bound di Dantzig e di Martello-Toth e determinare quale dei due

é piu forte per questa istanza del KP.

J

Soluzione

Usiamo 'oggetto critico e la capacita residua (K1), il bound di Dantzig (K2) e il bound di

Martello-Toth (K3) del box all’inizio del capitolo.

1. Gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, poiché abbiamo:
8 6 14 6 2
S > 2> = > 2 > =
3 — 3 — 9 — 5 T 2
2. L’oggetto critico & s = 3 poiché:
2
d w;=3+3=6<11 e
j=1

wj =3+3+9=15>11

o,
—_

e la capacita residua é:

2
rc=c—2wj=11—3—3=5
j=1

L’upper bound di Dantzig é:

) 70
UBD—ij \‘pg—J:8+6+\‘14§J—14+\‘9J 21

L’upper bound di Martello-Toth é:

2
2! 6
2 P 6
2
UB1:§_ pj + _pg—(wg—m) s —8+6+ {14—(9—5) gJ =14+6 =20

UBMT:maX{ UBy, UB; }:max{ 20, 20 }:20

Per questa istanza del KP, 'upper bound di Martello-Toth & piu forte dell’upper

bound di Dantzig, poiché abbiamo:
UBMT < UBp

Autore: Fabio Furini
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Ottimizzazione combinatoria

Esercizio 9.2 — Upper bound per il problema dello zaino 0/1 (2)

Consideriamo uno zaino di capacita ¢ = 8 e un insieme .# = {1,2,3,4} di 4 oggetti (n = 4)
con i seguenti profitti e pesi:

‘jzl j=2 j=3 j=4

Dj 40 42 25 12
wj 4 7 5 3

Domande

1. Verificare se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, altrimenti ordinarli
in questo modo.

2. Calcolare gli upper bound di Dantzig e di Martello-Toth e determinare quale dei due
¢é piu forte per questa istanza del KP.

AN J

Soluzione

Usiamo l'oggetto critico e la capacita residua (K1), il bound di Dantzig (K2) e il bound di
Martello-Toth (K3) del box all’inizio del capitolo.

1. Gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, poiché abbiamo:

40 42 25 12
= > 2 > = > =
4 — 7 — 5 = 3

2. L’oggetto critico & s = 2 poiché:
2
w;=4<8 e Y w;=4+7=11>38
j=1

e la capacita residua é:
rc=c—w1 =8—4=4

L’upper bound di Dantzig é:

4
UBp = p1 + {m gJ =40+ {42 ?J =40+ |24] =64
2

L’upper bound di Martello-Toth é:
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25
UBozp1+{rcp—3J:40+{4—J:4O+L20J:60
w3 5
Y41 40
UB; =p1 + pz—(wg—rc)w— =40+ 42—(7—4)Z =40+ |12] = 52
1

UBMT:maX{ UB,, UB; }:max{ 60, 52 }=60

Per questa istanza del KP, I'upper bound di Martello-Toth & piu forte dell’'upper
bound di Dantzig, poiché abbiamo:

UBumT < UBp

-

J

Esercizio 9.3 — Upper bound per il problema dello zaino 0/1 (3)

Consideriamo uno zaino di capacita ¢ = 15 ¢ un insieme & = {1,2, 3,4} di 4 oggetti (n = 4)
con i seguenti profitti e pesi:

‘j:1 j=2 j=3 j=4

pj 24 17 12 6
w; |10 8 6 5

Domande

1. Verificare se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, altrimenti ordinarli
in questo modo.

2. Calcolare gli upper bound di Dantzig e di Martello-Toth e determinare quale dei due
¢ piu forte per questa istanza del KP.

-

J

Soluzione

Usiamo l'oggetto critico e la capacita residua (K1), il bound di Dantzig (K2) e il bound di
Martello-Toth (K3) del box all’inizio del capitolo.

1. Gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, poiché abbiamo:

24 17 12 6
> = > = > =

0 - 8 — 6 ~ 5
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2. L’oggetto critico ¢ s = 2 poiché:

2
w;=10<15 e > w;=10+8=18>15
j=1

e la capacita residua é:
rc=c—w; =15—-10=5

L’upper bound di Dantzig é:

5 85
UBp =p1 + pzE =244+ |17 | =24+ |—| =34
w2 8 8

L’upper bound di Martello-Toth é:

12
UBg = p1 + {rc ng — 24 1 {5 J =24+ [10] = 34
w3 6

24 49
UBy; =p; + p2—(w2—7’c)p—1 =24+ (17— (8-5) —| =24+ |—| =33
w1 10 5

UBMT:maX{ UB,, UB; }:max{ 34, 33 }:34

Per questa istanza del KP, I'upper bound di Martello-Toth & forte quanto 'upper
bound di Dantzig, poiché abbiamo:

UBMT = UBp

J

-

Esercizio 9.4 — Upper bound per il problema dello zaino 0/1 (4)

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 9 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti

(n = 6) con i seguenti profitti e pesi:

Domande

1. Verificare se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, altrimenti ordinarli

in questo modo.
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2. Calcolare gli upper bound di Dantzig e di Martello-Toth e determinare quale dei due
¢ pin forte per questa istanza del KP.

. J

Soluzione

Usiamo l'oggetto critico e la capacita residua (K1), il bound di Dantzig (K2) e il bound di
Martello-Toth (K3) del box all’inizio del capitolo.

1. Gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, poiché abbiamo:

b s 2585 85 8 o 7
2 -3 — 6 — 7 — 5 79
2. L’oggetto critico ¢ s = 3 poiché:
2 3
> w;j=2+3=5<9 e > w;=2+3+6=11>9
j=1 j=1

e la capacita residua é:

2
rc:c—ij=9—2—3=4
j=1

L’upper bound di Dantzig é:

4 16
UBD_ZPJ \\p3_J:6+5+\\86J:11+\\?J:16

L’upper bound di Martello-Toth é:

2
UBo =) pj+ |re Z—iJ =6+5+ 4—J :11+{—J =16

3

2
) 14
UB1=ij+ p3—(w3—7"c)& :6+5+{8—(6—4) gJ:11+{—J:15
UBMszaX{ UB(), UB1 }zmax{ 16, 15 }216

Per questa istanza del KP, 'upper bound di Martello-Toth ¢ forte quanto 'upper
bound di Dantzig, poiché abbiamo:

UBumt = UBp
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Esercizio 9.5 — Upper bound per il problema dello zaino 0/1 (5)

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 21 e un insieme % = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n = 6) con i seguenti profitti e pesi:

Domande

1. Verificare se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, altrimenti ordinarli
in questo modo.

2. Calcolare gli upper bound di Dantzig e di Martello-Toth e determinare quale dei due
é piu forte per questa istanza del KP.

& J

Soluzione

Usiamo l'oggetto critico e la capacita residua (K1), il bound di Dantzig (K2) e il bound di
Martello-Toth (K3) del box all’inizio del capitolo.

1. Gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, poiché abbiamo:

Mo,0%B w09
2 — 6 — 8 — 7 = 10 —

Wl o

2. L’oggetto critico é s = 4 poiché:

3 4
D w;j=2+6+8=16<21 e » w;=2+6+8+7=23>21
j=1 j=1

e la capacita residua é:

3
re=c—» w;=21-2-6-8=5
j=1

L’upper bound di Dantzig é:

5 50
UBD_ZPJ \}M-J:24+25+13+\‘10?J_62+\‘7J 69

L’upper bound di Martello-Toth é:
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3
Ps 9 g
IB_E i+ — | =24+254+13+ |5 —| =624 || =
0 j:1p] re J 5+ 13 {5 1OJ 6 {2J 66

w3

3
UB; = ij + | pa — (wq — 1c) p_sJ
j=1

13 27
=24+254+13 + {10—(7—5) gJ =62+ {ZJ = 68

UBMszax{ UBy, UB; }zmax{ 66, 68 }=68

Per questa istanza del KP, 'upper bound di Martello-Toth & piu forte dell’upper
bound di Dantzig, poiché abbiamo:

UBMT < UBp

Vs
.

9.2 Modelli ILP delle varianti dello zaino

Esercizio 9.6 — Modello PLI del problema del subset sum

I1 problema del subset sum (SSP) e il suo modello ILPggp sono nel Capitolo 9 «Formu-
lazioni dei problemi di zaino». Consideriamo un valore obiettivo ¢ = 16 e un insieme
S ={1,2,...,6} di 6 oggetti (n = 6), con i seguenti pesi:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
w |2 4 5 8 9 13

Domande
1. Scrivere il modello ILPggp del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata del SSP, e dire se la soluzione ottima € unica.

-

J

Soluzione

1. Il modello ha 6 variabili binarie e un vincolo lineare (oltre ai domini delle variabili).

Il modello ILPggp per questa istanza é:

max 2x17 +4x0 +5x3 +8x4 +9x5 +13x¢
soggetto a 2x1 +4x9 +52x3 +8x4 +925 + 1325 < 16

T, x2, X3, T4, x5, Z6 S {071}
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2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPggp) = 16. Una soluzione ottima ¢

a:1=1, $2=0, JI3=1, 534=0, i‘5=1, 376:0

Gli oggetti selezionati hanno peso totale 2 + 5+ 9 = 16. Poiché z(ILPgsp) = ¢ = 16,
la risposta al SSP ¢ si, con il sottoinsieme S = {1,3,5}.

Enumerando i 22 sottoinsiemi di peso al pitt 16 si vede che S ¢ Punico sottoinsieme

di peso esattamente 16: la soluzione ottima é unica.
. J

Esercizio 9.7 — Modello PLI del problema dello zaino limitato

I1 problema dello zaino limitato (BKP) e il suo modello ILPgkp sono nel Capitolo 9 «For-

mulazioni dei problemi di zaino». Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 18 e un insieme
S ={1,2,...,5} di 5 oggetti (n = 5), con i seguenti profitti, pesi e copie disponibili:

j=1
P; 5 12 11
5
3

N W |~
N OO W~ [ Ot

Domande
1. Scrivere il modello ILPgkp del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata del BKP, e dire se la soluzione ottima €& unica.

- J

Soluzione

1. Il modello ha 5 variabili intere e un vincolo lineare (oltre ai domini delle variabili). I

modello ILPgkp per questa istanza é:

max dx; +12x9 +11lxg +7x4 +4x5

soggettoa bxy +T7xy +3x3 +3x4 +8x5 < 18

m

{0,1,2,3}
{0,1,2}

I, z3

m

X2, €4, T5

2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPpkp) = 47. Una soluzione ottima ¢

Prende tre copie dell’oggetto 3 e due copie dell’oggetto 4: il peso totale ¢ 3-3+2-3 =
15 < 18 e ogni Z; ¢ al piu b;.

Enumerando i 68 vettori ammissibili di copie si vede che la soluzione ottima € unica.
- J
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Esercizio 9.8 — Modello PLI del problema dello zaino illimitato

I1 problema dello zaino illimitato (UKP) e il suo modello ILPykp sono nel Capitolo 9
«Formulazioni dei problemi di zaino». Consideriamo uno zaino di capacita ¢ = 19 e un
insieme % = {1,2,...,5} di 5 oggetti (n = 5), ciascuno disponibile in un numero illimitato
di copie, con i seguenti profitti e pesi:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
D 4 9 7 5 8
w; 4 5 6 6 9

Domande
1. Scrivere il modello ILPykp del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata dell'UKP, e dire se la soluzione ottima € unica.

AN J

Soluzione

1. II modello ha 5 variabili intere e un vincolo lineare (oltre ai domini delle variabili). Il

modello ILPykp per questa istanza é:

max 4x; +9x2 +7x3 +5x4 +8x5
soggettoa 4x; +5x9 +6x3 +6x4 +925 < 19

r1, T2, X3, Ty, Ty € Lxo
2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPykp) = 31. Una soluzione ottima ¢
1'1:1, f2:3, .’2’320, 534:0, 5520

Prende una copia dell’oggetto 1 e tre copie dell’oggetto 2: il peso totale ¢ 1-44+3-5 =
19 < 19.

Il vincolo di capacita da z; < I;j = |c¢/wj], cioé by=4,by=3 b3=3, by =3, b5 = 2.
Enumerando i 54 vettori ammissibili di copie entro questi limiti si vede che la soluzione

ottima ¢é unica.
. J

Esercizio 9.9 — Modello PLI del problema dello zaino multidimensionale

Il problema dello zaino multidimensionale (MDKP) e il suo modello ILPypgp sono nel
Capitolo 9 «Formulazioni dei problemi di zaino». Consideriamo uno zaino a 2 dimensioni
(k = 2) con capacita ¢; = 17 e co = 14, e un insieme & = {1,2,...,5} di 5 oggetti (n = 5),
con i seguenti profitti e pesi:
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j=1 7=2 j=3 j=4 j=5
Dj 10 8 11 6 9
wlj 9 9 3 6 3
’ng 5 5 2 3 9

Domande
1. Scrivere il modello ILPypkp del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata del MDKP, e dire se la soluzione ottima & unica.

- /

Soluzione

1. Il modello ha 5 variabili binarie e k = 2 vincoli lineari, uno per ogni dimensione (oltre

ai domini delle variabili). Il modello ILPyipkp per questa istanza é:

max 10x; +8x9 +11x3 +62x4 +9x5

soggettoa 9z; +9x9 +3z3 +6x4 +325 < 17
5x1 +95x2 +2x3 +3x4 +925 < 14

T, 2, xs3, T4, T5 € {07 ]-}
2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPypkp) = 26. Una soluzione ottima &
1’1:0, 552:0, i‘gzl, 1'4:1, 535:1

Il sottoinsieme associato ¢ S = {3,4,5}, con peso 12 < 17 nella dimensione 1 e 14 < 14
nella dimensione 2.

Enumerando i 16 sottoinsiemi ammissibili si vede che la soluzione ottima & unica.

Esercizio 9.10 — Modello PLI del problema degli zaini multipli

I1 problema degli zaini multipli (MKP) e il suo modello ILPykp sono nel Capitolo 9 «For-
mulazioni dei problemi di zaino». Consideriamo m = 2 zaini con capacita ¢y = 12 e co = 14,
e un insieme ¥ = {1,2,...,5} di 5 oggetti (n = 5), con i seguenti profitti e pesi:

J

i 10 12

|j=1 j=2 j=3 j=
6
wj 9 4 5

=5
9
8

N N

Domande

1. Scrivere il modello ILPykp del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata del MKP, e dire se la soluzione ottima é unica.
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Soluzione

1. Il modello ha nm = 10 variabili binarie, m = 2 vincoli di capacitd e n = 5 vincoli di

assegnamento (oltre ai domini delle variabili). Con cosi tante variabili scriviamo un
vincolo per riga. Il modello ILPykp per questa istanza é:

max 10z + 12221 + 6231 + 4241 + 951
+10z12 + 12222 + 6 232 + 4 242 + 9 52

soggetto a 9x1; +4x91 + 5231 + 7241 + 8251 < 12
9x19 +4x99 + DHx30 + 740 + 8T50 < 14
11 + 212 < 1
T21 + T22 < 1
31 + T32 < 1
T4l + Ta2 < 1
T51 + Ts2 < 1
T11, 21, T31, --., T52 e {0,1}

2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPykp) = 37. Una soluzione ottima ¢
Tor=1, Zs1 =1, T12=1, T3 =1,

con tutte le altre variabili pari a 0. La soluzione associata del MKP & (5'1, 5‘2) =
({2,5},{1,3}): lo zaino 1 ha peso 448 = 12 < 12, lo zaino 2 ha peso 9+5 = 14 < 14,
e l'oggetto 4 resta fuori.

Enumerando i 81 assegnamenti ammissibili degli oggetti agli zaini si vede che la

soluzione ottima & unica.
(. J

Esercizio 9.11 — Modello PLI del problema dello zaino a scelta multipla

I1 problema dello zaino a scelta multipla (MCKP) e il suo modello ILPyickp sono nel

Capitolo 9 «Formulazioni dei problemi di zaino». Consideriamo uno zaino di capacita
¢ =14 e un insieme & = {1,2,...,7} di 7 oggetti (n = 7), partizionato in ¢ = 3 classi
J1=1{1,2}, #2=1{3,4,5} e #3 ={6,7}, con i seguenti profitti e pesi:

| j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=1
D) 6 4 12 7 11 12 6
w; 6 6 4 3 6 3 8

Domande
1. Scrivere il modello ILPyickp del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata del MCKP, e dire se la soluzione ottima é unica.
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Soluzione

1. Il modello ha 7 variabili binarie, un vincolo di capacita e ¢ = 3 vincoli di classe (oltre

ai domini delle variabili). Il modello ILPyckp per questa istanza é:

max 6x; +4xy +1223 + 724 + 1125 + 1226 +627
soggettoa 6x7 +6x2 +4x3 +3x4 +62x5 +3x6 +8x7 < 14
r1 +x9 =1
r3 + x4 + x5 =1

re +x7r =1

X1, €2, x3, €4, x5, x6, T7 € {Oa ]-}
2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPyckp) = 30. Una soluzione ottima &
T1=1, Zo=0, 23=1, 24=0, 5=0, Zg=1, ;=0

Il sottoinsieme associato ¢ S = {1,3,6}: un oggetto per classe, con peso totale 6 +
4+3=13 <14

Solo 4 delle 12 scelte di un oggetto per classe entrano nello zaino; enumerandole si

vede che la soluzione ottima & unica.
g J

Esercizio 9.12 — Modello PLI del problema dello zaino con setup

Il problema dello zaino con setup (KPS) e il suo modello ILPkpg sono nel Capitolo 9

«Formulazioni dei problemi di zaino». Consideriamo uno zaino di capacita ¢ = 19 e un
insieme .# = {1,2,...,6} di 6 oggetti (n = 6), partizionato in ¢ = 2 classi #; = {1,2,3} e
P2 = {4,5,6}, con costi di setup f1 =4, fo = 2, pesi di setup s1 = 1, so = 4, e i seguenti
ricavi e pesi:

[j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

p; 4 3 8 5 4 1
w; 7 6 3 6 7 4

Domande
1. Scrivere il modello ILPkpg del capitolo per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e la
soluzione associata del KPS, e dire se la soluzione ottima é unica.

1. Il modello ha 6 variabili z;, ¢ = 2 variabili yj, un vincolo di capacita e n = 6 vincoli

di collegamento x; < yp, scritti come z; — y, < 0 (oltre ai domini delle variabili). Il
modello ILPkpg per questa istanza é:
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max 41 +3xo +8x3 +5x4 +4x5 +1lag —4y; — 22

soggettoa 7Tx; +6x9 +32x3 +6x4 +72x5 +426 +y1 +4y2 < 19
x1 — Y <0
T2 — Y1 <0
x3 —n <0
x4 —y2 <0
T5 —y2 <0
Z6 —y2 < 0
1, T, 3, T4, s, Te € {0,1}

Y1, Y2 S {071}

2. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPgpg) = 18. Una soluzione ottima é

Z1=0, Z2=0, Z3=1, Z4=1, T5=0, Te=1, 1 =1, go=1

3+64+4+14+4=18<19,eil valore e 8+5+11 -4 -2 =18.

Enumerando 1 27 sottoinsiemi ammissibili si vede che la soluzione ottima & unica.

11 sottoinsieme associato & S = {3,4, 6}, che attiva entrambe le classi: il peso totale é
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Capitolo 10

Formulazioni dei problemi di packing

'd \
Formulazioni usate in questi esercizi. Il modello ILPgpp del capitolo Formulazioni dei

problemi di packing, con l'insieme dei contenitori & = {1,...,m}:
min Z Ub (B0)
be#
soggetto a Z Zjp = 1, Vje .z, (B1)
be %
—ij:rjb—l—cybzo, Vb € A, (B2)
JjeES
zjp € {0,1}, Vje . Z, Vbe B, (B3)
yp € {0, 1}, Vb € A. (B4)

I rilassamenti LP-Ogpp e LPppp del capitolo rilassano (B3) e (B4) in xj, > 0 e y, > 0, con
anche y, < 1 in LPgpp. Per ogni istanza e ogni m valido i due rilassamenti hanno lo stesso
valore ottimo

. W
z(LP-Ogpp) = z(LPppp) = ZJGC’M (B5)
raggiunto da T, = % e Yy = zﬂizjj; una soluzione duale ottima ¢ fi; = w—cj e = % (e
)\b =0 per LPBPP)~
. J
Esercizio 10.1 — Modello PLI del problema del bin packing (1)
Consideriamo contenitori di capacita ¢ = 10 e un insieme .# = {1,2,...,5} di 5 oggetti

(n =15), con i seguenti pesi degli oggetti:

Gli schemi di riempimento {1,4}, {2,3} e {5} formano una soluzione ammissibile.

Domande

1. Spiegare perché m = 3 & un upper bound valido sul numero di contenitori usati in
una qualunque soluzione ottima.
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2. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini delle variabili) del modello ILPgpp con
m = 3.

3. Scrivere il modello ILPgpp con m = 3 per questa istanza.

4. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo, una soluzione ottima e gli
schemi di riempimento associati, e dire se la soluzione ottima € unica.

- J

Soluzione

1. Gli schemi di riempimento dati hanno pesi 9, 9 e 2, tutti al pit ¢ = 10: formano una

soluzione ammissibile con 3 contenitori. Quindi z(ILPgpp) < 3, e m = 3 & un upper
bound valido.

2. Cisono mn = 3-5 = 15 variabili di assegnamento x, e m = 3 variabili di attivazione
Yp, quindi 18 variabili binarie. Ci sono n = 5 vincoli di assegnamento e m = 3 vincoli
di capacita, quindi 8 vincoli lineari.

3. Con £ = {1,2,3} il modello ILPgpp &:

min =y +y2 +¥3

soggetto a x11 + Z12 + 213 = 1
Z21 + T2 + Ta23 1
x31 + T32 + X33 = 1
T4l + Ta2 + T43 1
Z51 + Ts2 + Ts3 =
—6x11 —5x91 —4w31 —3w41 — 2751 +10y; > O
—6x12 — 5722 —4w32 —3x42 — 27520+ 10y > 0
—6x13 —DHxo3 —4x33 — 3143 — 2253 +10y3 > O
T11, T12, T13, ---, T53 e {0,1}
Y1, Y2, Y3 € {0,1}

4. Gurobi restituisce il valore ottimo z(ILPgpp) = 2. Il lower bound {
lo conferma. Una soluzione ottima &

6+5+4+3+27 _
o0 | =2

Ziu=1, T31=1, Zoo=1, ZTgo=1, Tso=1, g1 =9y2=1, y3=0,

con tutte le altre variabili pari a 0. Gli schemi di riempimento sono P; = {1,3} (peso
10) e P, = {2,4,5} (peso 10).

La partizione degli oggetti é unica: 'oggetto 1 pud condividere un contenitore solo
con un peso al piu 4, e solo {1,3} lascia un secondo contenitore di peso al piu 10.
La soluzione ottima del modello non ¢ unica: i due schemi possono andare in due
qualunque dei 3 contenitori, il che da 3 - 2 = 6 soluzioni ottime.
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Esercizio 10.2 — Rilassamenti lineari del modello del BPP (1)

Consideriamo contenitori di capacitda ¢ = 12 e un insieme .# = {1,2,...,5} di 5 oggetti

(n =5), con i seguenti pesi degli oggetti:

\jzl j=2 j=3 j=4 j=5

wi |7 6 5 4 3

Usiamo m = 3 contenitori: gli schemi di riempimento {1, 3}, {2,4} e {5} sono ammissibili.
Domande

1. Risolvere i due rilassamenti lineari LP-Ogpp ¢ LPgpp con Gurobi e confrontarne i
valori ottimi con la formula (B5).

2. Scrivere la soluzione primale e la soluzione duale date dal capitolo per questa istanza,
e verificare che sono ammissibili e hanno lo stesso valore obiettivo.

3. Ricavare il lower bound sul numero di contenitori, e stabilire se coincide con il valore

ottimo.
. J

Soluzione

Usiamo il valore (B5) dei rilassamenti e le soluzioni primale e duale date con esso nel box

all’inizio del capitolo.
1. Gurobi restituisce z(LP-Ogpp) = % e z(LPgpp) = % La formula da lo stesso valore:

YjesWji _T+6+5+4+3 25

c 12 127

I limiti superiori 4, < 1 non cambiano il valore ottimo.

g . <~ 1 . . ~ 25 __ 925 9
2. La soluzione primale ¢ Zj, = 3 per ogni j e b, e g, = 575 = 33 Per ogni b.

o Assegnamento: Y, T, =3 - % = 1 per ogni oggetto j.

e Capacita: — Zj wj Tjp + 129, = f% +12- % = 0 per ogni contenitore b.

e Limiti: 0 < % < 1, quindi vale anche g, < 1.

La soluzione duale ¢ 7, = % per ogni contenitore e fi; = %
7 1 _ 5 _ 1 _ 1
Ml_127 /1’2—25 /1’3—125 .LL4_37 /1’5—4

a2 c . : o4, Wi 1 a2 o
Ogni vincolo p1; —w; m, < 0 vale all’'uguaglianza, poiché 13 —w; 15 = 0, e ogni vincolo

c7p < 1 vale all’'uguaglianza, poiché 12 - % =1
Valore primale: >, 4 = 322 = 23, Valore duale: Yihy = 25 1 due valori
coincidono, quindi per la dualita debole della PL entrambe le soluzioni sono ottime.

3. Poiché z(ILPppp) ¢ intero, z(ILPgpp) > {%1 = 3. La soluzione ammissibile del
testo usa 3 contenitori, quindi z(ILPgpp) = 3 (Gurobi da lo stesso valore): il bound

arrotondato coincide con il valore ottimo.
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Esercizio 10.3 — Soluzioni ammissibili del modello del BPP (1)

Consideriamo contenitori di capacitda ¢ = 10 e un insieme .# = {1,2,...,6} di 6 oggetti
(n = 6), con i seguenti pesi degli oggetti:

Usiamo il modello ILPgpp con m = 3 contenitori. Le seguenti soluzioni candidate danno
gli oggetti in ogni contenitore (tutte le variabili non elencate sono pari a 0):

(a) contenitore 1: {1,3}, contenitore 2: {2,4,5}, contenitore 3: {6}, e y1 =y2 =y =1;
(b) contenitore 1: {1,2,4}, contenitore 2: {3,5}, contenitore 3: {6}, e y1 = yo = y3 = 1;

(c) contenitore 1: {1,4,5}, contenitore 2: {2,3,6}, contenitore 3 vuoto, e y; = y2 = y3 =
1;
(d) contenitore 1: {1,4,5}, contenitore 2: {2,3,6}, contenitore 3: {6}, e y1 = y2 = y3 = 1;

(e) zjp = % per ogni oggetto j e ogni contenitore b, e y; = yo = y3 = %

Domande

1. Per ogni candidata, verificare i vincoli di assegnamento e i vincoli di capacita del
modello.

2. Stabilire quali candidate sono ammissibili per il modello ILPppp e quali per il suo
rilassamento LPgpp, e dare il valore obiettivo di quelle ammissibili.

3. Usare le candidate per trovare il valore ottimo dell’istanza.

& J

Soluzione

1. (a) Ogni oggetto ¢ in esattamente un contenitore. I carichi sono 9, 9, 2 contro le
capacita 10, 10, 10. Tutti i vincoli di capacita valgono.

(b) Ogni oggetto ¢é in esattamente un contenitore. I carichi sono 12, 6, 2 contro le
capacita 10, 10, 10. Il vincolo di capacita del contenitore 1 & violato.

(c¢) Ogni oggetto & in esattamente un contenitore. I carichi sono 10, 10, 0 contro le
capacita 10, 10, 10. Tutti i vincoli di capacita valgono.

(d) L’oggetto 6 € in 2 contenitori: il vincolo di assegnamento dell’oggetto 6 ¢ violato.
I carichi sono 10, 10, 2 contro le capacita 10, 10, 10. Tutti i vincoli di capacita

valgono.
(e) Ogni oggetto ¢ in esattamente un contenitore. I carichi sono ?, %, % contro le
capacita ?, 2—??, %. Tutti i vincoli di capacita valgono.

2. (a) Ammissibile per ILPgpp, quindi per LPgpp, di valore 3.

(b) Inammissibile per entrambi i modelli: il contenitore 1 contiene peso 12 > 10.
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(c) Ammissibile per entrambi i modelli, di valore 3. Il contenitore 3 ¢ vuoto ma
contato: porre y3 = 0 mantiene soddisfatti tutti i vincoli e da valore 2.

(d) Inammissibile per entrambi i modelli: 'oggetto 6 ¢ inserito due volte.

¢) Ammissibile per LPgpp, di valore 3-2 = 2, ma non per ILPgpp, poiché le variabili
3
2

sono frazionarie. Ogni vincolo di capacita vale all’'uguaglianza: §O =10- %
3. La candidata (c) con y3 = 0 usa 2 contenitori, con schemi {1,4,5} e {2, 3,6}, entrambi

di peso 10. Il lower bound [W#] = 2 mostra che nessuna soluzione usa meno

contenitori: z(ILPppp) = 2. Il valore 2 della candidata (e) ¢ il valore % = 2 dei
rilassamenti lineari.

-

Esercizio 10.4 — I limiti y, <1 e la scelta di m (1)

Consideriamo contenitori di capacita ¢ = 10 e un insieme .# = {1,2,...,3} di 3 oggetti
(n = 3), con i seguenti pesi degli oggetti:

I due rilassamenti differiscono solo per i limiti superiori y, < 1.

Domande

1. Risolvere LP-Ogpp, LPgpp e ILPgpp con m = 3 usando Gurobi, e spiegare perché i
limiti 7, < 1 non cambiano il valore del rilassamento.

2. Mostrare che i limiti superiori z, < 1 sono validi ma implicati dagli altri vincoli.
3. Ripetere il calcolo con m = 2. Spiegare il risultato.

4. Ripetere il calcolo con m = 1, e confrontare i due rilassamenti.

J

Soluzione

1. Gurobi da z(LP-Ogpp) = z(LPppp) = % e z(ILPgpp) = 3. La soluzione ottima del

capitolo ha g, = % = % < 1: soddisfa i limiti ¥, < 1, quindi aggiungerli non

ij

taglia alcuna soluzione ottima di LP-Oppp. In generale Tc] < 1 ogni volta che
@ < Z(ILPBPP) <m.

2. Per ogni oggetto j e contenitore b, il vincolo di assegnamento e x;; > 0 danno
Zjb < Z Tik = 1.
ke#
Ogni punto che soddisfa i vincoli di assegnamento e di non negativita soddisfa gia

T b <1

3. Con m = 2 il modello ILPgpp ¢ inammissibile (Gurobi): ogni oggetto ha peso 6 >
5 = 5, quindi due oggetti non condividono mai un contenitore e servono 3 contenitori.

Autore: Fabio Furini
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I rilassamenti sono ammissibili, con valore % ey =Y = %

m < z(ILPgpp) rende sbagliato il modello, e il rilassamento non lo rivela.

_ 9
=3 < 1 Un valore

4. Con m = 1, LP-Ogpp € ancora ammissibile, con 3; = % e valore %. Invece LPgpp

¢ inammissibile (Gurobi): il vincolo di capacita e i vincoli di assegnamento danno
10y; > 18, cioé y; > % > 1, contro y; < 1. Qui i limiti y, < 1 fanno la differenza:

rilevano che un solo contenitore non puo contenere tutti gli oggetti.

Esercizio 10.5 — Gap di integralita del modello del BPP (1)

Dato ¥ € Z>1, il capitolo considera le istanze del BPP con capacita ¢ = 29 e n oggetti di
peso w; = ¥ + 1. Prendiamo ¥ = 4 e n = 4, cio¢ ¢ = 8 e i pesi:

Domande

1. Usare m = 4 e Gurobi per calcolare z(LPgpp) e z(ILPgpp), e spiegare il valore di
Z(ILPBPP).

z(LPgpp) e [2(LPBpp)]
z(ILPgpp) = z(ILPgpp) ’

2. Calcolare il gap assoluto z(ILPgpp) — 2(LPgpp) € i rapporti

confrontarli con il valore % del capitolo.

Z(LPBPP)
Z(ILPBPP)

11

3. Trovare il pit piccolo 9 per cui il rapporto ¢ al pin ;.

4. Considerare la seconda famiglia del capitolo con n = 6: capacitd ¢ = 6 e 6 oggetti di
[2(LPppp)]
2(ILPgpp)

. J

Soluzione

Usiamo il valore (B5) dei rilassamenti e le soluzioni primale e duale date con esso nel box
all’inizio del capitolo.

peso 5 + 1 = 4. Calcolare il rapporto con Gurobi.

1. Gurobi da z(LPgpp) = %5 = % e z(ILPgpp) = 4. Ogni oggetto ha peso 5 > § = 4,
quindi due oggetti non entrano mai nello stesso contenitore, e ogni oggetto ha bisogno
del proprio contenitore.

2. Il gap assoluto ¢ 4 — % = % I rapporti sono
2(LPppp) _ 3 _5 . [2@Ppp)] 3 _3
z(ILPgpp) 4 8 z(ILPgpp) 4 4

Entrambi sono almeno %, come il capitolo dimostra per ogni istanza.

3. Per questa famiglia il rapporto &

Z(LPBPP) . n(gjl) _ 19+ 1

z(ILPgpp) n 29
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La condizione % < I & 200 +20 < 229, cioé ¥ > 10. 11 valore pitt piccolo & ¢ = 10,
con ¢ = 20 e oggetti di peso 11.

4. Gurobi da z(LPgpp) = % = 4 e z(ILPgpp) = 6, poiché di nuovo due oggetti non
condividono mai un contenitore. Il rapporto ¢ 4/6 = % In generale ¢ % = % + %,

che tende a %

(& J

Esercizio 10.6 — Modello PLI del problema del cutting stock (CSP)

Consideriamo un problema del cutting stock con contenitori di capacita ¢ = 10 e un insieme
& ={1,2,3} di 3 oggetti, con i seguenti pesi w; e copie richieste d;:

\jzl j=2 j=3

w; | 6 5 3
dj | 3 1 2

Usiamo il modello ILPcgp del capitolo, con variabili intere z;, per il numero di copie
dell’oggetto j inserite nel contenitore b e variabili binarie y; per i contenitori usati.

Domande

1. Trovare una soluzione ammissibile con 4 contenitori, e contare le variabili e i vincoli
(oltre ai domini) del modello ILPcgp con m = 4.

2. Scrivere il modello ILPcgp con m = 4 per questa istanza.

3. Risolvere il modello con Gurobi: dare il valore ottimo e il contenuto dei contenitori
usati.

4. Calcolare il bound sul peso [}_; d;w;/c] e il valore ottimo del rilassamento lineare
(Gurobi), e spiegare il gap con il valore ottimo.

5. Determinare quante variabili binarie servirebbero al modello ILPgpp sull’insieme
esteso degli oggetti, con lo stesso m.

A J

Soluzione

1. Ogni copia dell’oggetto 1 nel proprio contenitore, con una copia dell’oggetto 3 in due
di essi, e 'oggetto 2 da solo: i contenitori {1, 3}, {1,3}, {1}, {2} hanno pesi 9, 9, 6, 5,
tutti al pitt 10. Quindi m = 4 é un upper bound valido. Il modello ha mn =4-3 = 12

variabili intere xj, e m = 4 variabili binarie y,, quindi 16 variabili, e n+m = 3+4 =7
vincoli lineari.

2. Il modello ILPcgp é:
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min = y1 + Y2 + Y3 + Y

soggetto a x11 + x19 + 213 + T14 = J
To1 + To2 + Tog + Tog 1
x31 + T32 + X33 + T34 = 2
—6x1; — 5291 —3w31 +10y; > 0
—6x12 —57220 —3w32+10y2 > 0
—6x13 —Hxo3 —3x33+10y3 > 0
—6214 — 5224 —3w34 +10ys > 0
r11, T12, 13, ..., T34 € Z>o
Yi, Y2, Y3, Y4 e {0,1}

3. Gurobi restituisce z(ILPcgsp) = 4. I contenitori usati della soluzione trovata

contengono le copie {2} (peso 5); {1} (peso 6); {1,3} (peso 9); {1,3} (peso 9).

4. Tl peso totale & Zj djwj =3-6+1-54+2-3 =29, quindi il bound sul peso & (%1 =3,
e Gurobi da il valore ottimo % per il rilassamento lineare, con z;, > 0e 0 <y, < 1.
Entrambi sono minori del valore ottimo 4: due copie dell’oggetto 1 non condividono
mai un contenitore (6 + 6 > 10), e 'oggetto 2 non entra con una copia dell’oggetto
1 (645 > 10), quindi le tre copie dell’'oggetto 1 e 'oggetto 2 richiedono quattro

contenitori diversi.

5. L’insieme esteso degli oggetti ha > ; dj = 6 copie, quindi il modello ILPgpp avrebbe
4 -6 = 24 variabili binarie z;, e 4 variabili y;,, contro le 12 variabili intere del modello
ILPcsp; avrebbe anche molte soluzioni equivalenti, ottenute scambiando copie dello
stesso oggetto.
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Capitolo 11

Formulazioni dei problemi di colorazione

'd \
Formulazioni usate in questi esercizi. Il modello ILPvycp del capitolo Formulazioni dei

problemi di colorazione, con l'insieme dei colori ¥ = {1,...,k}:
min Zyc (Co)
cEY
soggetto a Z Type = 1, Yo eV, (C1)
cEY
—Tyc — Tye + Ye 2 0, Yc e €, V{u, U} € F, (CQ)
Zye € {0,1}, YveV, Vee €, (C3)
ye € {0,1}, Ve e €. (C4)

I rilassamenti LP-Oycp e LPycp del capitolo rilassano (C3) e (C4) in zy. > 0 e y. > 0,
con anche y. < 1 in LPygp. Per ogni grafo con almeno uno spigolo e ogni k valido, una
soluzione ottima di entrambi i rilassamenti é

- - 1 -

Tl = Tu2 = 5 (veV), n=u=1, (C5)
con tutte le altre variabili pari a 0, e z(LP-Oycp) = z(LPycp) = 2. Una soluzione duale
ottima sceglie uno spigolo {u,v} € E e pone fi, = fi, = 1, Te{uw) = 1 per ogni colore ¢, e

tutte le altre variabili duali pari a 0.
. J

Esercizio 11.1 — Modello PLI del problema della colorazione dei vertici (1)

Consideriamo il seguente grafo G = (V, E) con 5 vertici (n = 5) e 5 spigoli (m = 5):
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E = {{17 2}7 {27 3}7 {374}7 {47 5}7 {17 5}}
Le classi di colore {1,3}, {2,4} e {5} formano una colorazione ammissibile.

Domande

1. Spiegare perché k = 3 & un upper bound valido sul numero di colori di una soluzione
ottima.

2. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini) del modello ILPycp con k = 3.

3. Scrivere il modello ILPycp con k = 3 per questo grafo (scrivere i vincoli sugli spigoli
per tutti i colori ¢ insieme).

4. Risolvere il modello con Gurobi. Dare il valore ottimo e una colorazione ottima, e
contare le partizioni ottime dei vertici in classi di colore.

- /

Soluzione

1. Le classi date non contengono spigoli: formano una colorazione ammissibile con 3

colori. Quindi z(ILPycp) < 3 e k = 3 & valido.

2. Cisono kn = 3 -5 = 15 variabili z,. e k = 3 variabili y., quindi 18 variabili binarie.
Ci sono n = 5 vincoli di assegnamento e km = 3 -5 = 15 vincoli sugli spigoli, quindi
20 vincoli lineari.

3. Con ¢ = {1,2,3} il modello ILPycp é:
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min Y1 + y2 + 3

soggetto a x11 + x12 + T13 =
To1 + 22 + X23
31 + 32 + 33

T41 + T42 + T43

T51 + T52 + T53

v

—x11 — 221+

Vv

—x21 — 31+

v

—x31 — T41 + N

Y

—T41 — T51 + Y1

Y

—T11 — T51 T Y1

—X12 — 22 + Y2

v
O O O O O O O O O O O O o o o - K+ +H = =

—T22 — X32 + Y2 >
—T32 — T42 + Y2 >
—Z42 — T52 + Y2 >
—Z12 — Ts2 + Y2 >
—x13 — T23 + Y3 >
—T93 — T33 + Y3 >
—x33 — T43 + Y3 >
—Z43 — T53 + Y3 >
—x13 — T53 + Y3 >
r11, T12, 13, ..., 53 € {0,1}
Y1, Y2, Y3 € {0,1}

4. Gurobi restituisce z(ILPycp) = 3. Due colori non bastano: il ciclo ha un numero
dispari di vertici, e colori alternati lungo il ciclo darebbero lo stesso colore ai vertici 1
e 5. Una colorazione ottima ¢ Q1 = {1,3}, Q2 = {2,4}, Q3 = {5}, cioé

Z11=1, Z31=1, Toa=1, Tao=1, Tsz3=1, 1 =Y2=9y3=1.

Per enumerazione ci sono 5 partizioni ottime: una classe € un solo vertice, e gli altri
quattro vertici formano in modo unico due coppie di vertici non adiacenti. Con le
3! = 6 permutazioni dei colori, il modello ha 30 soluzioni ottime.

Esercizio 11.2 — Rilassamenti lineari del modello del VCP (1)

Consideriamo il seguente grafo G = (V, E) con 4 vertici (n = 4) e 6 spigoli (m = 6):
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V={1,...,4},
E:{{laQ}v {1>3}7 {174}7 {273}7 {274}7 {3a4}}'
Il grafo é completo, e usiamo k = 4 colori.

Domande
1. Risolvere LP-Oycp, LPvcp e ILPycp con Gurobi.

2. Scrivere la soluzione primale (C5) per questo grafo e verificare che & ammissibile per
LPvycp.

3. Scrivere la soluzione duale del capitolo costruita sullo spigolo {1,2} e verificare che &
ammissibile per D(LP-Oycp), con lo stesso valore obiettivo.

4. Calcolare il gap assoluto e il rapporto fra il bound del rilassamento e il valore ottimo.
Descrivere che cosa succede sul grafo completo con n vertici.

. J

Soluzione

Usiamo la soluzione primale (C5) e la soluzione duale costruita su uno spigolo, date nel box
all’inizio del capitolo.

1. Gurobi da z(LP-Oycp) = z2(LPvcp) = 2 e 2(ILPycp) = 4: tutti i vertici sono a due a
due adiacenti, quindi richiedono 4 colori diversi.

perv =1,...,4, Ty3 = Tpa = 0, y1 = 2 = 1 e

N[

2. La soluzione € Z,1 = Ty2 =
Y3 =ys = 0.
e Assegnamento: % + % = 1 per ogni vertice.
e Spigoli, colori 1 e 2 §o — Fye —Fpe =1— 3 — 2 =0. Colori3e 4: 0—0—0=0.
e Limiti: 0 < g. < 1 per ogni colore.
Il suo valore € g1 + 7o = 2.
3. La soluzione duale & fiy = fig = 1, i3 = fig = 0, Tro12) = 1 per ¢ =1,...,4, e tutti
gli altri 7., = 0.
e Vertici 1 e 2: lo spigolo {1,2} ¢ incidente in entrambi, quindi fi, — Zeeé(v) T =
1 —1 =0 per ogni colore.

e Vertici 3 e 4: 0—0 = 0, poiché nessuno spigolo incidente in essi ha valore diverso
da zero.

e Colori: ) p7ee =1 <1 per ogni colore.
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Il suo valore € fi; 4+ fig = 2, pari al valore primale: per la dualita debole della PL
entrambe le soluzioni sono ottime.

% = % Sul grafo completo con n

vertici il valore ottimo & n e il bound del rilassamento é ancora 2: il gap n — 2 cresce

4. 1l gap assoluto ¢ 4 — 2 = 2 e il rapporto é

senza limite e il rapporto % tende a 0.

Esercizio 11.3 — Soluzioni ammissibili del modello del VCP (1)

Consideriamo il seguente grafo G = (V, E) con 5 vertici (n = 5) e 5 spigoli (m = 5):

V={l,...5},
E = {{172}7 {273}7 {374}7 {475}7 {175}}‘

Usiamo il modello ILPycp con k = 3 colori. Le soluzioni candidate sono (le variabili non
elencate valgono 0):

(a) colore 1: {1,3}, colore 2: {2,4}, colore 3: {5}, ey1 =y2 =ys = 1;
(b) colore 1: {1,3}, colore 2: {2,4,5}, e y1 =y2 =1, y3 = 0;

)
)
(c) colore 1: {1,3}, colore 2: {2,4}, colore 3: {5}, e y1 =y2 =1, y3 =0;
(d) zv1 = Ty2 = % per ogni vertice v, e y; = yo = 1, y3 = 0;

)

Tye = % per ogni vertice v e colore ¢, e Yy = Y2 = y3 = %

(e
Domande

1. Per ogni candidata, verificare i vincoli di assegnamento e i vincoli sugli spigoli, e
indicare un vincolo violato quando c’é.

2. Stabilire quali candidate sono ammissibili per ILPycp e quali per LPvycp, e dare il
valore di quelle ammissibili.

3. Stabilire quali candidate sono ottime per LPycp. Usare Gurobi per confermare il

valore ottimo del rilassamento.
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Soluzione

1. (a) Ogni vertice ha un colore, e nessuno spigolo ha entrambi gli estremi nella stessa

classe: tutti i vincoli valgono.

(b) Lo spigolo {4,5} ha entrambi gli estremi con il colore 2: il vincolo —z42 — x52 +
yo > 0 diventa —1 —1+1=-1<0.

(c) II vertice 5 prende il colore 3 ma y3 = 0: il vincolo —x43 — x53 + y3 > 0 diventa
0—-1+0=-1<0.

(d) Ogni vertice ha % + % = 1; per i colori 1 e 2 ogni spigolo da 1 — 3 — % =0, per il
colore 3 da 0: tutti i vincoli valgono.

(e) Ogni vertice ha 3 - % = 1; ogni spigolo e colore danno 5§ — 3 — % = 0: tutti i

vincoli valgono.

Ammissibile per ILPycp e per LPycp, di valore 3.

b

2. (a)
(b)

(c) Inammissibile per entrambi i modelli.
)
)

Inammissibile per entrambi i modelli.
(d

(e

3. Il valore di ogni soluzione ammissibile di LPycp ¢ almeno 2, e Gurobi da z(LPycp) =
2: le candidate (d) ed (e) sono entrambe ottime per il rilassamento. La candidata (d)

Ammissibile solo per LPycp (variabili frazionarie), di valore 2.

Ammissibile solo per LPvcp, di valore 3 - % = 2

¢ la soluzione del capitolo; la (e) mostra che la soluzione ottima del rilassamento non
¢ unica. La candidata (a) & ottima per ILPycp, il cui valore ¢ 3.

Esercizio 11.4 — Soluzioni duali dei rilassamenti del VCP (1)

Consideriamo il seguente grafo G = (V, E') con 6 vertici (n = 6) e 9 spigoli (m = 9):

vV =1{1,...,6},

E={{1,2}, {1,3}, {2,3}, {4,5}, {4,6},
{5,6}, {1,4}, {2,5}, {3,6}}.
Usiamo k = 3 colori. Ogni vertice ha grado 3.
Domande

1. Scrivere i vincoli del duale D(LP-Oycp) associati alla variabile x;. e alla variabile .,
per un colore c.
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2. Verificare che le soluzioni duali del capitolo costruite sullo spigolo {1,4} e sullo spigolo
{2, 3} sono ammissibili, e darne il valore.

3. Verificare che anche fi, = % = d‘TgE(r’) per ogni vertice e T = % per ogni colore e

spigolo é una soluzione duale ottima.

4. Aggiungere i limiti y. < 1, con variabili duali A, < 0. Dare una soluzione ottima di
D(LPvycp), e confrontare i due rilassamenti con il valore ottimo (usare Gurobi).

AN J

Soluzione

Usiamo la soluzione primale (C5) e la soluzione duale costruita su uno spigolo, date nel box

all’inizio del capitolo.

1. Gli spigoli incidenti nel vertice 1 sono {1,2}, {1,3} e {1,4}. Il vincolo di zi. e il
vincolo di ¥, sono

P1 — Tef1,2} — Tef1,3} — Tef1,4} < 0, Z?Tce <L
eckE

2. Per lo spigolo {1,4}: ji1 = jig = 1 e oy 4y = 1 per ¢ = 1,2,3. I vertici 1 e 4 danno
1—1=0, gli altri vertici danno 0 — 0 = 0, e ogni colore da ) __ 7. = 1. Il valore & 2.

Per lo spigolo {2, 3} la verifica ¢ la stessa con i vertici 2 e 3: anche questa soluzione &
ammissibile, di valore 2. Entrambe sono ottime, poiché z(LP-Oycp) = 2.

3. Ogni vertice ha 3 spigoli incidenti, quindi ji, — Zeeé(v) W = %— 3- % = 0. Ogni colore
da ) cpfee =9- % = 1. Il valore &

Zﬁv=6é=2,

veV

il valore ottimo: questa soluzione duale distribuisce il peso su tutti gli spigoli, invece
di sceglierne uno.

4. Le soluzioni duali precedenti con S\C = 0 per ogni colore soddisfano ) _ 7ce + 5\0 <1
e hanno valore 2. Gurobi da z(LP-Oycp) = 2(LPycp) = 2 e 2(ILPycp) = 3: 1 limiti
Ye < 1 non rafforzano il rilassamento, che resta a 2 mentre il grafo richiede 3 colori
(contiene il triangolo {1,2,3}).

Esercizio 11.5 — Gap di integralita del modello del VCP (1)

Consideriamo il seguente grafo G = (V, E) con 6 vertici (n = 6) e 10 spigoli (m = 10):
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E = {{172}7 {273}7 {374}7 {475}7 {175}7
{1,6}, {2,6}, {3,6}, {4,6}, {5,6}}.

Il grafo é un ciclo sui vertici 1,...,5 con il vertice 6 adiacente a tutti. Le classi {1, 3},
{2,4}, {5}, {6} formano una colorazione ammissibile, quindi usiamo k = 4.

Domande

1. Calcolare z(LPycp) e z(ILPycp) con Gurobi, e spiegare il valore ottimo.

z(LPvcp)

2. Calcolare il gap assoluto e il rapporto Z(LPyon)”

3. Risolvere di nuovo il rilassamento con k = 6. Stabilire se un k piu grande cambia il
bound.

4. Sul grafo completo con n vertici, trovare il piti piccolo n per cui il rapporto é al piu
1

5 .

AN J

Soluzione

Usiamo la soluzione primale (C5) e la soluzione duale costruita su uno spigolo, date nel box
all’inizio del capitolo.

1. Gurobi da z(LPycp) = 2 e z(ILPycp) = 4. Il ciclo 1,...,5 richiede 3 colori, e il
vertice 6, adiacente a tutti i suoi vertici, ne richiede un quarto.

z(LPycp) __ 1

2. Il gap assoluto ¢ 4 — 2 = 2 e il rapporto é A(LPyop) = 2

3. Con k = 6 Gurobi da di nuovo z(LPycp) = 2. Il valore 2 non dipende da k: la
soluzione del capitolo usa solo i colori 1 e 2, qualunque sia il numero di colori.

4. Sul grafo completo il rapporto & %, e % < % significa n > 10. Il valore piu piccolo é
n = 10.
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Capitolo 12

Formulazioni dei problemi di clique

'd )
Formulazioni usate in questi esercizi. I modelli del capitolo Formulazioni dei problemi

di clique, dove E ¢é I'insieme dei non-spigoli di G e Q I'insieme degli insiemi stabili massimali
di G (le clique massimali del grafo complementare). La formulazione sugli spigoli ILPyjcp:

max Z By (MO)

soggetto a m, + x, < 1, V{u,v} € F, (M1)
xy € {0,1}, Yo e V. (M2)

La formulazione a clique TLP{p:

max 3 (M3)

veV

soggetto a Z Ty <1, vQ € Q, (M4)
vEQR

x, € {0,1}, Yo e V. (M5)

1l rilassamento LPyjcp rilassa (M2) in 0 < z,, < 1; il rilassamento LP{p rilassa (M5) in
x, > 0, perché (M4) da x, < 1. T modelli ILPyssp e ILP{Kgp del MSSP sono (M0)—(M2)
con (M1) scritto sugli spigoli di G, e (M3)—(M5) con (M4) scritto sulle clique massimali di G.
Il modello ILPY%"p del VWMCP ¢ (M0)—(M2) con la funzione obiettivo max Y, oy, wy @y 11
modello ILPEP@P del'EWMCP aggiunge una variabile binaria v, per ogni spigolo {u,v} €
E:

max Z Tuw Yur (M6)
{uv}eE
soggetto a  Yuy < Ty, V{u,v} € E, (M7)
Yuw < T, V{u,v} € E, (M8)
Ty + 2y < 1, V{u,v} € E, (M9)
z, € {0,1}, Yo eV, (M10)
Yuv € {0, 1}, V{u,v} € E. (M11)
L b,
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Esercizio 12.1 — Modello PLI del problema della clique massima (MCP)

Consideriamo il grafo G = (V,E) con V = {1,...,6} e i 7 spigoli

E = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {3,5}, {4,5}, {5,6}}.

4 O—®
Domande
1. Scrivere i non-spigoli di G. Quante variabili e quanti vincoli ha il modello ILPyicp?
2. Scrivere il modello ILPycp di G.

3. Risolvere il modello con Gurobi: dare z(ILPycp) e la soluzione ottima. E unica?

4. Quale modello PLI del problema dell’insieme stabile massimo su G si ottiene?
Motivare la risposta.

Soluzione
1. G ha (g) — 7 = 8 non-spigoli:

E={{1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,6}}.

Il modello ha n = 6 variabili binarie e un vincolo per ogni non-spigolo: 8 vincoli
lineari.

2. Il modello ILPycp é:

max x1 +x2 +x3 +x4 +T5 + g

soggetto a + x4 <1
x1 - Tz <1

x1 +xg < 1

x2 +z5 <1

T +axg < 1

T3 +24 <1

T3 +xg < 1

T4 +zg < 1

m

{0,1}

i, T2, T3, T4, ITs, €6
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3. Gurobi restituisce z(ILPyjcp) = 3 con &1 = 39 = &3 = 1l e Ty = T5 = T = 0: la
clique {1,2,3}. L’enumerazione delle clique mostra che ¢ 1'unico triangolo, e nessuna
clique ha 4 vertici (solo i vertici 2, 3 e 5 hanno grado 3). La soluzione ottima é unica.

! O—©

4. Lo stesso modello: i suoi vincoli sono scritti sugli spigoli di G, il cui insieme degli
spigoli ¢ E, e x,, + =, < 1 dice che di ogni spigolo di G si seleziona al pitl un estremo.
E la formulazione sugli spigoli del MSSP su G, e a(G) = w(G) = 3.

Esercizio 12.2 — Il grafo complementare e la formulazione a clique (MCP)

Consideriamo il grafo G = (V, E) con V = {1,...,6} e i 7 spigoli

E = {{1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,6}, {4,6}}.

Domande
1. Scrivere gli spigoli del grafo complementare G e disegnarlo accanto a G.
2. Elencare le clique massimali di G.

3. Scrivere la formulazione a clique ILP{p e confrontare il suo numero di vincoli con
quello del modello ILPyicp.

4. Mostrare che ogni vincolo di ILPy;cp € implicato da un vincolo di ILP%@P.

5. Risolvere entrambi i modelli con Gurobi e dare una clique massima di G.
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Soluzione
1. G ha gli (g) — 7 = 8 non-spigoli di G:

E={{1,2}, {1,3}, {1,6}, {2,3}, {3,4}, {3,5}, {4,5}, {5,6}}.

2. Le clique massimali di G sono i due triangoli {1,2,3} e {3,4,5}, che hanno in comune
il vertice 3, e i due spigoli {1,6} e {5,6}: il vertice 6 ¢ adiacente in G solo a 1 e 5,
che li non sono adiacenti.

3. La formulazione a clique ha un vincolo per ogni clique massimale di G:

max x1 +%2 +x3 +%4 +T5 +Tg

soggetto a 1 +x9 +x3 <1
T3 +x4 +25 <1

1 +xg < 1

x5 +xg < 1

X1, X9, xs, X4, Ts, T € {071}

Ha 4 vincoli, contro gli 8 vincoli di ILPycp (uno per ogni spigolo di G).

4. Ogni spigolo di G sta in una clique massimale, e le variabili sono non negative:

vincolo di ILPy;cp implicato da
T+ 29 <1 r1+xo+a3 <1
r1+a3 <1 1 +x9+23<1
1+ w26 <1 1+ w26 <1
To+x3 <1 1+ x2+23 <1
x3t+x4 <1 3t x4 +x5 <1
r3+x5 <1 23+ 24+ 35 < 1
g4+ x5 <1 T3+ xy+a5 <1
T5+ 26 < 1 T5+ 26 < 1

5. Entrambi i modelli danno il valore ottimo 3, con la clique {2,4,6} di G: & un insieme
stabile di G, ed & 1'unica clique massima (enumerazione).
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Esercizio 12.3 — Bound LP: formulazione sugli spigoli e formulazione a clique
(MCP)

Consideriamo il grafo G = (V, E) con V. ={1,...,7} e i 9 spigoli

E= {{172}7 {174}7 {175}7 {176}7 {277}7
{3,4}, {3,5}, {5,6}, {5,7}}.

Domande

1. Scrivere il modello LPycp (formulazione sugli spigoli con 0 < z,, < 1). Mostrare che
Ty = % per ogni vertice ¢ ammissibile, e calcolare z(LPycp) con Gurobi.

2. Elencare le clique massimali di G e scrivere il modello LPE/I%P.

3. 11 punto Z, = 1 ¢ ammissibile per LP{p? Calcolare z(LP{%p) con Gurobi, e
dimostrare il valore sommando alcuni vincoli.

4. Trovare w(G) e confrontare i due bound LP.

Soluzione

1. T 12 non-spigoli danno il modello
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Con z, = % ogni vincolo diventa % + % =1 <1, eil valore ¢ % Gurobi restituisce
z(LPyep) = %: il punto é ottimo.

2. Le 6 clique massimali di G (insiemi stabili massimali di G) sono {1,3,7}, {2,3,6},
{2,4,5}, {2,4,6}, {3,6,7}, {4,6,7}, e il modello &

max T +T2 +T3 +T4 +T5 +Tg +T7

IN

soggetto a w1 + 3

IN

T + a7

IA

T2 +x3

IA

T2 + x4

IN

T3 + x5

IN

T + x6

IN

€3 + Zg

IA

x3 +x7

IA

T4 +T5

T4 + x¢

IA

T4 + x7

IN

T + X7

IA

z1

IA

T2

IN

x3

IN

T4

IN

Ts5

IN

L6

G G G (G (UG G G G T T VA VAT VU A O g

IA

Ty

Vv
o

xi, X2, I3, X4, T5, e, €Tr

max T +T2 +T3 +T4 +T5 +Tg +T7

soggetto a x1 + x3 +x7 <1
T2 +x3 + xg <1

T2 +x4 +a5 <1

x2 + x4 + x¢ <1

T3 +xg +a7 <1

T4 +zg +27 <1

x, X2, %3, T4, &T5, T, X7 =20

Autore: Fabio Furini
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3. No: 1 + T3+ 27 = % > 1. Gurobi restituisce z(LPl(\J/[%P) = 3. I tre vincoli di {1, 3, 7},
{2,3,6}, {2,4,5} coprono ogni vertice almeno una volta; sommandoli, ogni variabile
compare con coefficiente almeno 1, quindi Zzzl x, < 3 per ogni punto ammissibile.

4. 11 triangolo {1,5,6} & l'unica clique massima (enumerazione), quindi w(G) = 3.

La formulazione sugli spigoli da Z (e |Z] = 3 arrotondando per difetto, perché w(G)

¢ intero); la formulazione a clique da direttamente 3, senza gap.

Esercizio 12.4 — Numero di clique, bound LP e numero cromatico (MCP)

La ruota W5 ha i vertici V = {1,...,6}: i vertici 1,...,5 formano un ciclo, e il vertice 6 &
adiacente a tutti loro.

Domande
1. Elencare gli insiemi stabili massimali di W3, cioé le clique massimali di Wj.

2. Scrivere il modello LP{{2p e il suo duale D(LP{{2p), e dire quale formulazione di
colorazione rilassa il duale.

3. Trovare una soluzione primale e una soluzione duale di valore % Che cosa si puo

concludere?

4. Dedurre w(Ws) e x(W5) dall’integralitd dei due numeri, e scrivere la catena del
capitolo.
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Soluzione

1. Un insieme stabile contiene al piu 2 vertici del ciclo, mai due consecutivi, e il vertice
6 ¢ adiacente a tutti gli altri. Gli insiemi stabili massimali sono {1,3}, {1,4}, {2,4},

{2,5}, {3,5}, {6}.

2. Con un vincolo per ogni insieme stabile massimale:

max 1 +%2 +23 +%4 +I5 +Xg

soggetto a x + x3 <1
T + 24 <1

T2 + x4 <1

T2 + 5 <1

T3 + x5 <1

Tz < 1

zi, ®2, T3, T4, s, T = 0

Con una variabile duale non negativa mg per vincolo (I'indice @ scritto con i suoi
vertici), il duale D(LP${}4p) &

min 73 +m4 + 7oy +mos + M35 + e

soggetto a w13 + 14 > 1
T4 + o5 > 1

13 + 735 > 1

14 + 724 > 1

25 + T35 > 1

e > 1

13, T4, 724, W25, 735, 76 = 0

B il rilassamento lineare della formulazione a insiemi stabili ILP%%P del VCP, con gli
insiemi stabili massimali: ogni vertice deve essere coperto da un insieme stabile scelto.

3. Il punto primale z; = --- = &5 = %, Zg = 1 soddisfa tutti i vincoli e ha valore
g +1= % Il punto duale g = % per le cinque coppie e Tg = 1 copre ogni vertice del
ciclo con % + % = 1 e il vertice 6 con 1, e ha valore % Valori uguali: per la dualita

debole entrambi sono ottimi, e z(LP{tp) = % (Gurobi conferma).

4. w(Ws) < L e w(Ws) ¢ intero, quindi w(Ws) < 3; il triangolo {1,2,6} da w(Ws) = 3.
x(W5) > I, quindi x(Ws) > 4; la colorazione {1,3},{2,4}, {5},{6} da x(Ws) = 4.
La catena diventa

7
w(Ws) =3 < z(LP{kp) = 5 < X(Ws) =4.
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-

Esercizio 12.5 — Ammissibilita nelle due formulazioni (MCP)

Consideriamo il ciclo Cg con 1 wvertici V = {1,...,6} e gli spigoli

{1,2},{2,3},{3,4}, {4,5}, {5, 6}, {1,6},

e i cinque punti @ = (x1,...,26):
111111
—a =b —C
— (5,222 50 = — (1,1 = (1,0,1
(Y (27272727272)7 T (7 707050’0)7 T ()07 7070’0)7
111 111111
_d —e
= (%,2,2,0,0,0 S s .
T (272727 » Yy )a T (33373735373)
Domande

1. Scrivere i vincoli di LPycp e di LP&I@P per Cg.

[\]

. Per ogni punto, stabilire se ¢ ammissibile per LPycp, per LPE/II@P e per ILPycp.
3. Che cosa dicono i valori dei punti ammissibili sui due bound LP?

4. Calcolare i due bound LP con Gurobi e confrontarli con w(Cj).

J

Soluzione

1. Con i 9 vincoli sui non-spigoli, il modello LPyicp €

Autore: Fabio Furini
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max T; +T2 +T3 +T4 +T5 +Tg

soggetto a 1 + 3

VANVAN

T + T4

IA

T + x5

IN

T2 + T4

IN

T2 + x5

IN

T + X6

IN

€3 + x5

T3 + Zg

IN

T4 + x¢

I

IN

Z2

VANVAN

T3

IA

Tq

IN

Ts

VAN
e e e e S S S —y

IA

L6

v
o

r1, T2, X3, T4, Ty, Te
Con un vincolo per ogni insieme stabile massimale di Cg, il modello LP{2p &

max T +T2 +T3 +T4 +T5 +Tg

soggetto a x + x5 + x5 <1
T2 + x4 +xs < 1

1 + x4 <1

T2 + 5 <1

T3 +z6 < 1

zi, ®2, =3, T4, s, T = 0

2. o I%:

ammissibile per LPyicp; la disuguaglianza di clique di {1,3,5} da % > 1,
quindi inammissibile per LPI\C/ILCP e ILPyicp.
b.

e z’: ammissibile per tutti e tre i modelli: ¢ la clique {1, 2}.

2 C

°
8

: 1 +x3 =2 > 1 viola un vincolo su un non-spigolo: inammissibile per tutti
e tre i modelli (ogni vincolo di LPycp ¢ implicato da LP{fp).

e z%: ammissibile per LPyicp € LP&I@P, non per ILPycp (frazionario).

¢. ammissibile per LPyicp e LPI(\J/I%P, non per ILPycp (frazionario).

L7
3. &% ha valore 3, quindi z(LPycp) > 3. In LPI(\D/[LCP il miglior punto ammissibile fra i

cinque & ¢, di valore 2;  ha valore % e Z ha valore 2.
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4. Gurobi restituisce z(LPycp) = 3 e 2(LP{%p) = 2. 1l secondo valore si dimostra
sommando i vincoli di {1, 3,5} e {2,4, 6}, che danno 2521 2y < 2. Cg non ha triangoli,
quindi w(Cs) = 2: la formulazione a clique chiude il gap, la formulazione sugli spigoli
lascia 3 contro 2.

Esercizio 12.6 — Modelli PLI del problema dell’insieme stabile massimo (MSSP)

Consideriamo il grafo G = (V, E) con V = {1,...,6} e i 7 spigoli
E:{{LQ}? {1’3}7 {176}’ {2’3}7 {374}5 {475}7 {576}}

Cerchiamo un insieme stabile massimo di G.

Domande

1. Quante variabili e quanti vincoli ha la formulazione sugli spigoli ILPygsp di G?
Scriverla.

2. Risolvere il modello con Gurobi: dare z(ILPygsp) e una soluzione ottima. E unica?
3. Scrivere le clique massimali di G e la formulazione a clique ILPI(\J/I%SP.

4. Confrontare i valori ottimi dei rilassamenti lineari delle due formulazioni (Gurobi).

Soluzione

1. Ci sono n = 6 variabili binarie e un vincolo x, + x, < 1 per ogni spigolo di G: 7
vincoli lineari. 11 modello ILPyssp é:
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max r| +r2 +r3 +r4 +25 +Tg

soggetto a x1 + o3 <1
x1 +z3 <1
x1 +xg < 1
To + T3 <1
T3 + x4 <1
T4 + 5 <1
x5 +x6 < 1
xr1, T2, w3, T4, x5, w6 € {0,1}

2. Gurobi restituisce z(ILPyssp) = 3 con l'insieme stabile {2,4,6}. La soluzione ottima
¢ unica.

3. Le clique massimali di G sono il triangolo {1,2,3} e gli spigoli {1,6}, {3,4}, {4,5},
{5,6}: 5 clique invece di 7 spigoli, perché i tre spigoli del triangolo sono sostituiti da
x1 + o2 + 23 < 1. 1l modello ILP{Kqp &:

max x1 +x2 +¥3 +x4 +T5 + g

soggettoa 1 +x2 +3 <1
1 +x <1
T3 + x4 <1
T4 + 5 <1
x5 +x6 < 1
xr1, T2, w3, T4, x5, w6 € {0,1}

Il suo valore ottimo é ancora 3.

4. 11 rilassamento lineare della formulazione sugli spigoli, con 0 < z, < 1, ha valore
ottimo 3; il rilassamento lineare della formulazione a clique ha valore ottimo 3. Su
questo grafo entrambi i bound sono pari ad a(G) = 3: il punto z, = %, di valore 3,
é ammissibile per la formulazione sugli spigoli ma viola x1 + x2 + x3 < 1, e il bound

non cambia perché anche 1'ottimo intero ha valore 3.
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Esercizio 12.7 — Modello PLI del problema della clique massima pesata sui

vertici

Consideriamo il grafo G = (V, E) con V = {1,...,6} e i 7 spigoli

E ={{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {3,5}, {4,5}, {5,6}}.

e i pesi dei vertici

Domande

1. Scrivere il modello ILPY%, del problema della clique massima pesata sui vertici su
questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi: dare il valore ottimo e la clique ottima. E unica?

3. Confrontare la clique ottima con la clique massima di G, e spiegare la differenza.

. J

Soluzione

1. G ha (g) — 7 = 8 non-spigoli, con un vincolo ciascuno:

max 2x1 +3x9 +4x3 +6x4 +5x5 +7x6

IN

soggetto a 7 + T4

IN

T + x5

IN

T + x6

IN

) + x5

IN

) + x¢

IN

xr3 +x4

IA

x3 + T

O VU VU G VUG A G S

IN

T4 + x6

m

{0,1}

X1, €2, €3, T4, Ts, Te6

2. Gurobi restituisce il valore ottimo 12 con 5 = &g = 1: la clique {5,6}, di peso
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5+ 7 = 12. L’enumerazione delle clique da come secondo miglior valore 11 (clique

{4,5}): la soluzione ottima ¢ unica.

! O—©

3. La clique massima di G ¢ il triangolo {1, 2,3}, con 3 vertici ma peso solo 2+3+4 = 9.
I due modelli hanno gli stessi vincoli, quindi le stesse soluzioni ammissibili (le clique
di G); cambia solo la funzione obiettivo, e i vertici leggeri del triangolo perdono contro
lo spigolo pesante {5,6}.

Esercizio 12.8 — Modello PLI del problema della clique massima pesata sugli

spigoli

Consideriamo il grafo G = (V, E) con V = {1,...,5} e 1 7 spigoli

E = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4,5}}.
(D—0)
o/
O—®)
e i pesi degli spigoli

spigolo | {1,2} {1,3} {2,3} {2,4} {3,4} {3,5} {4,5}
|2 3 1 4 2 5 6

Tuv

Domande

1. Contare le variabili e i vincoli del modello ILPI}{J/[V(\J/P del problema della clique massima
pesata sugli spigoli su questa istanza, e scriverlo.

2. Risolvere il modello con Gurobi: dare il valore ottimo, la clique ottima e le variabili

Yup Pari a 1.

3. Verificare il risultato elencando le clique massimali di G con il peso totale dei loro

spigoli.

4. Spiegare perché i vincoli y,, >  + x, — 1 non servono nel modello.
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Soluzione

1. Ci sono n = 5 variabili x,, e m = 7 variabili y,,, quindi 12 variabili binarie. Ci sono

2m = 14 vincoli yuy < Ty, Yuw < T, € un vincolo per ogni non-spigolo, 3 in tutto: 17
vincoli lineari. Il modello é:

max 212 +3y13 + Y23 +4y24 + 2y34 + 535 + 6 Y45

soggetto a  y12 — 21 < 0
Y12 — X2 < 0
Y13 — 11 < 0
Y13 — T3 < 0
Y23 — T2 < 0
Y23 — X3 < 0
Y24 — X2 < 0
Youa — T4 < 0
Y34 — T3 < 0
Y34 — T4 < 0
Y35 — X3 < 0
Y35 — X5 < 0
Yas5 — X4 < 0
Ya5 — T5 < 0
T+ x4 < 1
1+ 5 < 1
2 + 5 < 1
1, T2, T3, T4, Ts € {0,1}
Y12, Y13, Y23, Y24, Y34, Y35, Y45 € {0,1}

2. Gurobi restituisce il valore ottimo 13 con 3 = 24 = 5 = 1 € Y34 = Y35 = Ya5 = 1,
con tutte le altre variabili pari a 0: la clique {3,4,5}, di peso 2+ 5+ 6 = 13.

3. Le clique massimali di G e i loro pesi sono:
e {1,2,3}: 24+3+1=6;
o {2,3,4}: 1+44+2=T,
e {3,4,5}: 24+5+6=13;
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Ogni clique é contenuta in una di esse e i pesi sono positivi, quindi il valore ottimo é
13, raggiunto solo da {3,4,5}.

4. Se entrambi gli estremi di {u,v} sono selezionati, i vincoli permettono y,, = 1, e
poiché 7, > 0 la funzione obiettivo preferisce y,, = 1 a Yy, = 0: ogni soluzione
ottima ha y,, = min{x,,z,}. Il vincolo y,, > x, + z, — 1 servirebbe solo con pesi
negativi.
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Capitolo 13

Formulazioni dei problemi di routing

'd \
Formulazioni usate in questi esercizi. I modelli del Capitolo 13 «Formulazioni dei
problemi di routing», sugli archi A = {(4,5) : 4,5 € ¥, i # j}. Il modello ILP}EZ:

min Z g 225 (T0)

(i,j)eA

soggetto a Z o = 1l VieV, (T1)
JEV, jF#i

Z Tij = 1, Vj e v, (TQ)
i€V, it

w —uj+ (n—1)z; <n -2, Vi,j € Y\ {1}, i #J, (MTZ)

Tij € {07 1}7 V(Z,]) € A, (T?))

1<u; <n-—1, Vie v \{1}. (T4)

1l modello TLPRES:

min Z s B (T0)
(i,j)€A

soggetto a Z mea = 1l Yie Y, (T1)
JEV, j#i

D ay=i, Vjie¥, (T2)
i€V, i#]

S my<I8I-1, VS ¥\ {1}, |S] > 2, (SEC)
i€S jES, j#i

Tij € {0, 1}, V(i,j) € A. (T3)

Il rilassamento di assegnamento LP-Orgp mantiene solo (T0), (T1), (T2) e x;; > 0. I
rilassamenti LPYSZ e LPRES rilassano (T3) in 2;; > 0 (i bound z;; < 1 sono implicati da
(T1)). 11 modello ILPapgp del TSP asimmetrico ¢ il modello ILP%E@I con distanze d;; che

possono differire da d;.
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Esercizio 13.1 — Il modello MTZ del TSP (1)

Consideriamo un’istanza del TSP con ¥ = {1,...,4} (n = 4 citta) e la matrice delle
distanze simmetrica

dij |1 2 3 4
1[- 3 5 4
23 — 4 6
315 4 — 2
414 6 2 -

Domande

1. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini) del modello ILPl\FdST})Z per n = 4.

2. Scrivere il modello ILPl\F/ISTPZ per questa istanza.

3. Elencare i giri distinti con le loro lunghezze e indicare il giro ottimo o.

4. Scrivere i valori delle variabili x;; e u; che rappresentano ¢ e verificare uno per uno i
vincoli (MTZ).

5. Risolvere con Gurobi il rilassamento lineare LPYJZ e confrontarne il valore con il

valore ottimo.
. J

Soluzione

1. Ci sono n(n — 1) = 12 variabili binarie z;; e n — 1 = 3 variabili continue u;. Ci sono
2n = 8 vincoli di grado e (n — 1)(n —2) = 6 vincoli (MTZ), quindi 14 vincoli lineari.

2. Con A={(i,5):4,5 € ¥, i # j} il modello é:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

49

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

min

soggetto a

distinti sono

°
* (
o (i

(

3x129+5x13+4x14+ 3291 +4293 + 6294 + 5231
+4x30 + 2234 + 4241 + 6742 + 2243

r12 + 213 + %14
T91 + 23 + X24
31 + T32 + T34
Tq1 + T2 + T43
T21 + 31 + T4
T12 + T32 + T42
13 + %23 + T43
T14 + T24 + X34
U2 — U3 + 3 I3
U9 — Uyg + 3 To4
Uz — U + 3 32
U3 — Ug + 3 T34
Ug — Uy + 3Tg2

Ug — U3 + 3243

12, T13, T14, ---

U2, U3, U4

Uz, U3, Uq

, L43

—D! _ .
=3
giro lunghezza
(1,2,3,4) 3+4+2+4=13
(1,2,4,3) 3+6+2+5=16
(1,3,2,4) 5+4+6+4=19

4. Il giro usa gli archi

12 =1,

€23 = 17

€T34 = 17

:2-1+43.0=1<2
12-3+43.1=2<2

Il giro ottimo ¢ o = (1,2, 3,4), di lunghezza L(o) = 13.

x41:1

(VAN VAN VANR VAN VAN VAN

IN IV M

NN NN N N R~ = = s e

{0,1}

3. Partendo dalla citta 1, e contando ogni giro una sola volta (in un solo verso), i giri
(n

e tutte le altre z;; valgono 0. Le posizioni dopo la citta 1 sono ug = 1, uz = 2, ug = 3.

Autore: Fabio Furini
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* (i,7)

(4,2): 3—14+3-0=2<2
o (i,7) :

2
(4,3): 3—2+3-0=1<2

Valgono tutti; quelli degli archi selezionati (7, ) con 4,j # 1 valgono all’'uguaglianza.

5. Gurobi da z(LPY%) = 12, contro il valore ottimo 13: il rilassamento lascia un gap
di1.

(& J

Esercizio 13.2 — Il modello DFJ del TSP (1)

Consideriamo un’istanza del TSP con ¥ = {1,...,4} (n = 4 citta) e la matrice delle
distanze simmetrica

dij|1 2 3 4
1 |- 3 5 4
2 (3 — 4 6
305 4 — 2
414 6 2 -

Domande

1. Contare i vincoli di eliminazione dei sottogiri del modello ILPRE per n = 4 e scriverli.

2. Gli archi (1,2), (2,1), (3,4), (4,3) soddisfano i vincoli di grado. Trovare il vincolo di
eliminazione dei sottogiri che violano.

3. Fare lo stesso per gli archi (1,3), (3,1), (2,4), (4,2), che formano due sottogiri,
entrambi di lunghezza 22.

4. Risolvere con Gurobi il rilassamento di assegnamento LP-Opgp (solo vincoli di grado),

il rilassamento LPRED e il modello ILPRES, e confrontare i valori.

\\ J
Soluzione

1. Gli insiemi sono i sottoinsiemi S C {2,3,4} con |S| > 2: sono 2"~ 1 —n = 4. I vincoli
sono

S={2,3}: za3+w32<1
S={2,4}: zu+w40<1
S={3,4}: a3+ wy3<1
S =1{2,3,4} : w23 + w24 + 32 + T34 + Tg2 + 743 < 2

2. Gli archi formano i sottogiri 1 - 2 — 1 e 3 — 4 — 3, di lunghezza totale 10. 1l
sottogiro su {3,4} non contiene la citta 1: per S = {3,4} il vincolo da zgy +x43 = 2 >
1. Gli altri tre vincoli valgono, per esempio S = {2,3,4} dAa 0+0+14+0+14+0=2 < 2.

3. Gli archi formano 1 -3 — 1 e 2 — 4 — 2. Il sottogiro senza la citta 1 ¢ su {2,4}:
o4 + x42 = 2 > 1. Basta un insieme S per ogni soluzione con sottogiri, perché uno
dei sottogiri non contiene mai la citta 1.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 51


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

4. Gurobi da z(LP-Orgp) = 10 per il rilassamento di assegnamento, z(LPREp) = 13 e
2(ILPRE]) = 13, raggiunto dal giro (1,2,3,4). I vincoli di eliminazione dei sottogiri
alzano il bound da 10 a 13, che ¢é il valore ottimo.

Esercizio 13.3 — Soluzioni ammissibili dei modelli del TSP (1)

Consideriamo un’istanza del TSP con ¥ = {1,...,5} (n = 5 citta) e la matrice delle
distanze simmetrica

di |1 2 3 4 5

1 (- 2 3 3 7

212 — 4 12 6

313 4 — 6 11

4 13 12 6 — 5

5 |7 6 11 5 —

Consideriamo le seguenti soluzioni candidate (gli archi non elencati hanno z;; = 0):
(a) gli archi del giro (1,3,2,5,4), con ug =2, ug =1, ug =4, us = 3;

(b) gli archi dello stesso giro, con ug =1, ug =2, ug = 3, us = 4;

(c) gli archi (1,2), (2,3), (3,1), (4,5), (5,4), con ug =1, uz =2, ug = 3, us = 4;
(d) x5 = i per ogni arco (i,j), con ug = uz = ug = us = 1.

Domande
1. Verificare i vincoli di grado per ogni candidata.

2. Per ogni candidata, stabilire se soddisfa i vincoli (MTZ) con le posizioni date e se
le sue variabili di arco soddisfano i vincoli di eliminazione dei sottogiri. Indicare un
vincolo violato, quando c’é.

3. Quali candidate rappresentano una soluzione ammissibile dei modelli interi? Per la
candidata (c), mostrare che nessuna scelta delle posizioni u; soddisfa i vincoli (MTZ).

4. Calcolare il valore obiettivo della candidata (d) e confrontarlo con il valore ottimo e
con z(LPYSZ) (usare Gurobi).

N\ J

Soluzione

1. In (a), (b) e (c) ogni citta ha un arco uscente e un arco entrante. In (d) ogni citta ha
4 archi uscenti e 4 archi entranti di valore i: entrambe le somme valgono 1. Tutti i

vincoli di grado valgono.

2. (a) Gliarchi formano un giro, e le posizioni sono quelle del giro: ogni arco selezionato
(¢,7) con i,j # 1 da u; = u; + 1, e ogni vincolo vale. Valgono anche i vincoli di
eliminazione dei sottogiri.

(b) Gli archi formano lo stesso giro, quindi i vincoli di eliminazione dei sottogiri
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\

3.

. Il valore di (d) ¢ un quarto della somma delle d;; su tutti gli archi, ossia == = =°.

valgono. Le posizioni sono sbagliate: I'arco (3, 2) é selezionato e uz —ug + 430 =
2-144=5>3.

(¢) Con le posizioni date l'arco (5,4) da us —ug + 454 =4 —-3+4=5> 3. 1l
sottogiro su S = {4,5} viola w45 + w54 < 1, poiché x45 + x54 = 2.

(d) Ogni arco ha x;; = %, quindi con u; = 1 ogni vincolo (MTZ) da4-; =1 < 3. Un
insieme S contiene |S|(|S| — 1) archi, di valore totale w < |S| — 1 poiché
|S| < 4: tutti i vincoli di eliminazione dei sottogiri valgono.

Solo (a) e (b) sono intere e formano un giro. La candidata (a) ¢ ammissibile per
entrambi i modelli interi; gli archi di (b) sono ammissibili per ILPRES e diventano
ammissibili per ILPYSZ con le posizioni di (a). La candidata (d) é ammissibile solo

per i due rilassamenti.
Per (c), gli archi selezionati (4,5) e (5,4) impongono us > us + 1 € uqg > us + 1.
Sommando otteniamo 0 > 2, che é impossibile: nessuna scelta delle posizioni funziona,
perché il sottogiro 4 — 5 — 4 non contiene la citta 1.

259 _ 59

E maggiore del valore ottimo L((1,3,2,5,4)) = 21, quindi non migliora il bound
2(LPY$Z) = 20 dato da Gurobi; mostra solo che i rilassamenti contengono punti
frazionari lontani da ogni giro.

J

Esercizio 13.4 — Confronto fra i rilassamenti del TSP (1)

Consideriamo un’istanza del TSP con ¥ = {1,...,5} (n = 5 citta) e la matrice delle
distanze simmetrica
dj |1 2 3 4 5
11— 5 12 2 9
2 5 — 2 8 12
3112 2 — 9 9
412 8 9 — 5
519 12 9 5 -—
Domande
1. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini) dei tre rilassamenti: LP-Opgp (solo

. Risolvere con Gurobi i tre rilassamenti e riportarne le soluzioni ottime.

. Trovare il giro ottimo enumerando i 12 giri distinti e calcolare il gap *5~ di ogni

vincoli di grado), LPYZ e LPRES.

z—LB

bound.

Mostrare che la soluzione ottima di LPY4 trovata da Gurobi sta nella regione debole

della Proposizione 13.3 del capitolo e che viola vincoli di eliminazione dei sottogiri.

Autore: Fabio Furini
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Soluzione

1. Tutti e tre usano le 20 variabili di arco; il rilassamento MTZ aggiunge le 4 posizioni.

I vincoli sono:

rilassamento variabili  vincoli
LP-Opsp (solo vincoli di grado) 20 10
L2 2 20+4 10+ 12
LR 20 10 + 11
2. o LP-Opgp: valore 20, con x15 = x93 = T33 = T41 = T54 = 1: i sottogiri 1 — 5 —
4—1,2—-3—2.

MTZ. 43 _ _ _ _ 3 _ 1 _ —
o LPpgp: valore 3, con w14 = w3 = T32 = T45 = §, T51 = 5, T12 = T =
1
X35 = X41 = X53 = Tsa = 7 € U2 =uz =ug =us = L.

o LPREY: valore 23, con 21 = w93 = w35 = 241 = @54 = 1, che & il giro (1,2,3,5,4).

3. Il giro ottimo é o = (1,2, 3,5,4), di lunghezza L(c) = 23. I gap sono:

bound valore gap da 23
LP-Otgp (solo vincoli di grado) 20 15.0%
LPMIZ L 7.0%
LIE2Ed 23 0.0%

Il rilassamento DFJ chiude il gap su questa istanza.

4. Ogni arco (i,7) con 4,5 # 1 ha x;; < % = Z—j, e tutte le posizioni valgono 1: ¢ la

regione debole della Proposizione 13.3, dove ogni vincolo (MTZ) da 4z;; < 3. Per
S = {2,3} gli archi dentro S hanno valore totale 3 > 1: il vincolo di eliminazione dei

sottogiri di S & violato, e il rilassamento DFJ taglia questo punto.

. J
Esercizio 13.5 — Aggiunta dei vincoli di eliminazione dei sottogiri (1)
Consideriamo un’istanza del TSP con ¥ = {1,...,5} (n = 5 citta) e la matrice delle
distanze simmetrica

dj |1 2 3 4 5
11— 4 10 2 8
214 — 11 2 5
3110 11 — 4 2
4 12 2 4 - 2
518 5 2 2 —

Partiamo dai soli vincoli di grado e aggiungiamo i vincoli di eliminazione dei sottogiri uno
alla volta, solo quando sono violati.

Domande
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1. Risolvere con Gurobi il rilassamento di assegnamento LP-Opgp (solo vincoli di grado)
e descriverne la soluzione ottima.

2. Aggiungere il vincolo di eliminazione del sottogiro che non contiene la citta 1, risolvere
di nuovo e ripetere, finché la soluzione é un giro. Indicare il valore di ogni rilassamento.

3. Calcolare il valore ottimo per enumerazione e il gap ZEIéB di ogni rilassamento risolto,

insieme al rilassamento MTZ.

- J

Soluzione

1. Gurobi da valore 12 con 14 = 1, o1 = 1, 35 = 1, 249 = 1, 53 = 1. Gli archi
formano i sottogiri 1 -4 — 2 — 1 e 3 — 5 — 3. La soluzione soddisfa i vincoli di
grado ma non € un giro: le iterazioni seguenti partono da questa soluzione.

2. Iterazione 1
Gurobi da valore 12 con 14 = 1, 291 = 1, 35 = 1, 249 = 1, z53 = 1. Gli archi
formano i sottogiri 1 -4 — 2 — 1 e 3 — 5 — 3. Il sottogiro su S = {3,5} viola il

suo vincolo, che aggiungiamo:
x35 + w53 < L.

Iterazione 2

Gurobi da valore 16 con 190 = 1, 291 = 1, 34 = 1, 245 = 1, z53 = 1. Gli archi
formano i sottogiri 1 -2 —1e 3 — 4 — 5 — 3. Il sottogiro su S = {3,4,5} viola il
suo vincolo, che aggiungiamo:

T34 + T35 + T43 + Tas + T3 + T54 < 2.

Iterazione 3

Gurobi da valore 17 con x12 = 1, w95 = 1, 234 = 1, z41 = 1, 253 = 1. Gli archi
formano il giro (1,2,5,3,4). Nessun vincolo di eliminazione dei sottogiri é violato, e
la procedura termina.

3. L’enumerazione da il giro ottimo (1,2,5,3,4), di lunghezza 17, che ¢ il giro trovato

all’ultima iterazione. Gurobi da z(LPY4?) = 14. T gap sono:

rilassamento valore gap da 17
LP-Otgp (solo vincoli di grado) 12 41.7%
LPATZ 14 21.4%
con 1 vincolo di eliminazione dei sottogiri 16 6.2%
con 2 vincoli di eliminazione dei sottogiri 17 0.0%

Due vincoli di eliminazione dei sottogiri, sugli 11 del modello DFJ, bastano a chiudere
il gap.
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Esercizio 13.6 — Modello PLI del TSP asimmetrico (ATSP)

Consideriamo un’istanza dell’ATSP con ¥ = {1,...,4} (n = 4 citta) e la matrice delle
distanze asimmetrica

dij |1 2 3 4
1|- 8 7 5
218 — 3 6
319 8 — 8
412 9 9 -

dove d;; ¢ la distanza dalla citta ¢ alla citta j.

Domande

1. Contare le variabili e i vincoli del modello ILP sorsp del capitolo (il modello DFJ sugli
archi, con d;; # d;; ammesso) e scriverlo per questa istanza.

2. Risolvere con Gurobi il modello con i soli vincoli di grado. Descrivere la soluzione e
trovare il vincolo di eliminazione dei sottogiri che viola.

3. Risolvere con Gurobi il modello ILPa1sp: indicare il giro ottimo e la sua lunghezza.

4. Elencare le lunghezze di tutti i giri, ciascuno nel suo verso, e verificare il risultato.
Confrontare il giro ottimo con lo stesso giro percorso al contrario.

A J

Soluzione

1. Ci sono n(n — 1) = 12 variabili binarie z;;, 2n = 8 vincoli di grado e 2"~ —n = 4
vincoli di eliminazione dei sottogiri, uno per ogni S C {2,3,4} con |S| > 2. Il modello
e:
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min 8zi2+ Tx13+ 5214 + 8221 + 323 + 6224 + 9231
+8 232 + 8x34 + 241 + 9142 + 9243

soggetto a x12 + x13 + T14 =
T91 + 23 + X24
31 + T32 + T34
Tq1 + T2 + T43
T21 + 31 + T4
T12 + T32 + T42 =
13 + %23 + T43 =
T14 + T24 + X34 =
T3 + x32 <
To4 + X42 <

T34 + T43 <

T e e T e T e e T = T Tt

T93 + To4 + 32 + X34 + T42 + 43 <

m

12, 13, T14, -.., T43

{0,1}

2. Gurobi restituisce il valore 18 con x14 = x93 = x32 = x41 = 1: due sottogiri, 1 — 4 —
1e2— 3 — 2. Il sottogiro su S = {2,3} usa 2 > |S| — 1 = 1 archi dentro S: viola il
vincolo x93 + x39 < 1.

3. Gurobi restituisce z(ILParsp) = 21 con il giro & = (1,2,3,4), ossia T19 = Tz =
T34 = T4 = 1, di lunghezza 8 + 3 + 8 + 2 = 21. Il modello MTZ da lo stesso valore.

4. T (n—1)! = 6 giri che partono dalla citta 1 sono:

giro lunghezza

( ) 8+3+8+2=21
( ) 84+6+9+9=32
( ) T+8+64+2=23
(1,3,4,2) 7+8+9+8=132
( )
( )

9+9+3+9=26
9+9+8+8=30

I minimo 21 é raggiunto solo da (1,2, 3,4): il giro ottimo & unico. Percorso al contrario
¢ il giro (1,4, 3,2), di lunghezza 30: nel’ATSP i due versi sono soluzioni diverse.
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Capitolo 14

Formulazioni dei problemi di scheduling

4 )
Formulazioni usate in questi esercizi. Il modello ILPpc, ... del capitolo Formulazioni

dei problemi di scheduling, con I'insieme delle macchine 5 = {1,...,m}:
min Chpax (PO)
soggetto a Z W = 1L Vie 7, (P1)
he#
— > tj 3 + Crmax > 0, Vh e A, (P2)
ies
zjp € {0,1}, Vje 7, Yhed, (P3)
Crnax = 0. (P4)

Il rilassamento LP-Opc,,., rilassa (P3) in zj, > 0; il rilassamento LPp|c,,,. ha anche
xjp < 1. Per ogni istanza

2jesti

m

2(LP-0p|Cruax) = 2(LP p|iCrax) = (P5)

: - . S . t; . .
raggiunto da Z;, = %; una soluzione duale ottima & 7, = % e ji; = ;-. Le disuguaglianze

Coax 2t; GE F),  Comax> Fjﬂ (P6)

sono valide per il modello ILPp)c,....-

& J

Esercizio 14.1 — Modello PLI di P|[Cpax (1)

Consideriamo m = 2 macchine identiche e un insieme ¢ = {1,...,5} di 5 lavori (n = 5)
con i seguenti tempi di processamento:

Domande
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1. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini) del modello ILPpjc,,,. per questa
istanza.

2. Scrivere il modello ILPp| ¢, Per questa istanza.

3. Calcolare il lower bound max {man t;, {Z%tj

-‘ } sul makespan.

4. Risolvere il modello con Gurobi, indicare una schedula ottima e dire quante soluzioni
ottime ha il modello.

AN J

Soluzione

1. Cisono nm =5 -2 = 10 variabili binarie x; e la variabile continua Chax, quindi 11
variabili. Ci sono n = 5 vincoli di assegnamento e m = 2 vincoli di carico, quindi 7

vincoli lineari.

2. Con . = {1, 2} il modello ¢é:

min  Chax

soggetto a x11 + x12 =
T21 + X292 =
31 + 32 =

T41 + T42

T51 + Ts2

O H = = =

\Y]

—Tx11 — 5221 — 4231 — 3241 — 351 + Cax

—Tx12 — a9 — 4232 — 3242 — 352 + Crpax >

m

T11, 12, T21, --., T52 {0,1}
Cmax > 0

3. Il tempo di processamento totale ¢ 7+ 5 + 4 + 3 + 3 = 22, quindi

max {7, [22/2]} = max{7,11} = 11.

4. Gurobi da z(ILPpjc,,..) = 11, uguale al lower bound. Una schedula ottima & J; =
{1,3} (S J2 = {2,4, 5}, con carichi 11 e 11: .’i‘n = 1, i‘31 = 1, .CEQQ = 1, 1‘42 = 1, .’2‘52 = 1,
Chax = 11.

Enumerando i 2° = 32 assegnamenti, la partizione dei lavori & unica: il lavoro 1 puo

condividere una macchina solo con il lavoro 3. Scambiando le due macchine otteniamo
la seconda soluzione ottima del modello, quindi le soluzioni ottime sono 2.

Esercizio 14.2 — Rilassamento lineare del modello di P||Cax (1)

Consideriamo m = 3 macchine identiche e un insieme ¢ = {1,...,6} di 6 lavori (n = 6)
con i seguenti tempi di processamento:
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\jzl j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

tj| 8 6 5 4 4 2

Domande
1. Risolvere LP-0Op|c,,,. con Gurobi e confrontarne il valore con la formula (P5).
2. Scrivere le soluzioni primale e duale del capitolo per questa istanza e verificarne
I’ammissibilita e I'uguaglianza dei valori obiettivo.

3. Risolvere con Gurobi il modello ILPp|c,,.. € calcolare il rapporto ZZ((I];};F;%'HC;"”)).

Confrontarlo con %

- J

Soluzione

Usiamo il valore (P5) dei rilassamenti, le soluzioni primale e duale date con esso e le

disuguaglianze valide (P6) del riquadro all’inizio del capitolo.

29
3
Aggiungere i bound xj;, < 1 non lo cambia.

e la formula da lo stesso valore.

>t 29
m

1. Gurobi da z(LP-Op)c = 2

max)

2. Primale: Z;, = % per ogni lavoro e macchina, e Cpax = ?. Ogni lavoro ha 3% =1,e

ogni macchina ha carico % > it = 23—9 = Chax: tutti i vincoli valgono all’'uguaglianza.

.~ _ 1 . . A tj .
Duale: 75 = 3 per ogni macchina e fi; = <, ossia

8 5 4 4 2

(1 = — ~:2 [la — — s — — (g = — ~:7.
M1 3’ K2 y M3 3 Ha 3’ 2% 3’ He 3

Ogni vincolo pj — tjm, < 0 vale all’'uguaglianza, e >, T, = 3 - % = 1. Il valore duale
e > iy = 2—39, uguale al valore primale: entrambe le soluzioni sono ottime.

3. Gurobi da z(ILP p) ¢

max)

= 10 (per esempio J; = {1,6}, Jo = {2,4}, J3 = {3,5}, con

29
carichi 10, 10, 9). II rapporto ¢ {5 = %, molto maggiore di %: il caso peggiore del

capitolo richiede un lavoro molto lungo.

Esercizio 14.3 — Soluzioni ammissibili del modello di P|[Ciax (1)

Consideriamo m = 2 macchine identiche e un insieme ¢ = {1,...,5} di 5 lavori (n = 5)
con i seguenti tempi di processamento:

Consideriamo le seguenti soluzioni candidate del modello ILPp|c,,.., date dai lavori su
ciascuna macchina:

(a) macchina 1: {1,3}, macchina 2: {2,4,5}, e Cryax = 10;
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(b) macchina 1: {1,2}, macchina 2: {3,4,5}, ¢ Cipax = 10;
(c) macchina 1: {1,2}, macchina 2: {3,4,5}, € Crax = 12;
(d) zj1 =xj = % per ogni lavoro j, e Chpax = 10;

)

(e) macchina 1: {1,3,5}, macchina 2: {2,4,5}, e Cpyax = 12.

Domande
1. Per ogni candidata, verificare i vincoli di assegnamento e i vincoli di carico.

2. Stabilire quali candidate sono ammissibili per ILPp| ¢, € quali per LPp|c,.. . Per
quelle ammissibili, indicare il valore e il piu piccolo valore di Cp.x che mantiene
ammissibile lo stesso assegnamento.

3. Trovare il valore ottimo dell’istanza e stabilire quali candidate sono ottime per
ILP p||Cuax © PET LP |, (usare Gurobi).

A J

Soluzione

1. (a) Ogni lavoro ¢é su una macchina. I carichi sono 10 e 10, e Cipax = 10: i vincoli di

carico valgono.

(b) Ogni lavoro & su una macchina. I carichi sono 11 e 9, e Cpax = 10: il vincolo di
carico della macchina 1 & violato, poiché 11 > 10.

(c) Ogni lavoro é su una macchina. I carichi sono 11 € 9, e Cipax = 12: 1 vincoli di
carico valgono.

(d) I vincoli di assegnamento valgono. I carichi sono 10 e 10, e Cpax = 10: i vincoli
di carico valgono.

(e) Il lavoro 5 ¢ su entrambe le macchine: il suo vincolo di assegnamento da 2 # 1.
I carichi sono 12 e 10, e Cyax = 12: i vincoli di carico valgono.
2. (a) Ammissibile per entrambi i modelli, di valore 10, che & anche il carico massimo.
(b) Inammissibile per entrambi i modelli.

(¢) Ammissibile per entrambi i modelli, di valore 12; il carico massimo ¢ 11, quindi
Cmax = 11 mantiene ammissibile I’assegnamento ed & migliore.

(d) Ammissibile solo per LPp| .., di valore 10: 'assegnamento frazionario bilancia
esattamente i carichi.

(e) Inammissibile per entrambi i modelli.

3. Il lower bound ¢ [20/2] = 10 e la candidata (a) lo raggiunge: z(ILPpjc,..) = 10, e
(a) & ottima. Gurobi da z(LPpjc,.,.) = 10, quindi (a) e (d) sono entrambe ottime

per il rilassamento: su questa istanza non c’¢ gap di integralita.
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(&

Esercizio 14.4 — Disuguaglianze valide e simmetria per P|[Ciax (1)

Consideriamo m = 3 macchine identiche e un insieme ¢ = {1,...,6} di 6 lavori (n = 6)
con i seguenti tempi di processamento:

Domande

L. Calcolare z(LP pjc,,...) con Gurobi.

2. Aggiungere la disuguaglianza valida Cpax > %1 e risolvere di nuovo il rilas-
samento. Poi aggiungere invece le disuguaglianze valide Chax > t;j e risolvere di

nuovo.
3. Calcolare con Gurobi il valore ottimo e confrontarlo con i tre bound.

4. Contare, per enumerazione, le soluzioni ottime del modello senza e con i vincoli di
rottura delle simmetrie » . t;z;n > 3 tjzinyr (h=1,2).

J

Soluzione

Usiamo il valore (P5) dei rilassamenti, le soluzioni primale e duale date con esso e le
disuguaglianze valide (P6) del riquadro all’inizio del capitolo.

1. Gurobi da 2(LPp|c,,..) = 24/3 = 8.

2. La disuguaglianza Cpax > [24/3] = 8 non cambia il bound: Gurobi da di nuovo 8,
poiché 24/3 ¢ gia intero. Le disuguaglianze Cryax > t; comprendono Cpax > 12, e
Gurobi da 12: il lavoro lungo da solo fissa il bound.

3. Gurobi da z(ILPpjc,,,.) = 12: il lavoro 1 da solo su una macchina, gli altri lavori
sulle altre due macchine. Il bound LP 8 ha gap %{8 = 50.0%; con le disuguaglianze
Chax > t; il bound ¢ 12, uguale al valore ottimo.

4. Senza i vincoli di rottura delle simmetrie: il lavoro 1 deve stare da solo (qualunque
altro lavoro darebbe un carico maggiore di 12), puo stare su una qualunque delle 3
macchine, e gli altri 5 lavori si possono dividere in qualunque modo fra le altre due
macchine, i cui carichi restano al pitt 12. Si ottengono cosi 3-2° = 96 soluzioni ottime.

Con i vincoli i carichi devono essere non crescenti. L’enumerazione da 18 soluzioni
ottime: il lavoro 1 sulla macchina 1 con gli altri lavori divisi in modo che la macchina
2 abbia carico almeno pari a quello della macchina 3, pit la soluzione con tutti i lavori
corti sulla macchina 1 e il lavoro 1 sulla macchina 2 (carichi 12, 12, 0). I vincoli
eliminano la maggior parte, ma non tutte, delle soluzioni equivalenti.
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Esercizio 14.5 — Gap di integralita del modello di P||Ciyax (1)

Consideriamo m = 2 macchine identiche e un insieme ¢ = {1,...,3} di 3 lavori (n = 3)
con i seguenti tempi di processamento:

Domande

1. Calcolare con Gurobi z(LPpjc,..) € 2(ILPpjc,.. ), € spiegare il valore ottimo.

max)

2. Calcolare il gap assoluto e il rapporto 1&2’27‘”3““)).
3. Aggiungere entrambe le disuguaglianze valide (P6) e risolvere di nuovo il rilassamento.
Quanta parte del gap viene chiusa?

4. Consideriamo la famiglia del capitolo con m = 3 macchine, un lavoro di tempo M = 10
e 3 lavori di tempo 1. Calcolare il rapporto con Gurobi e il suo limite per M — 4oc0.

AN J

Soluzione

Usiamo il valore (P5) dei rilassamenti, le soluzioni primale e duale date con esso e le
disuguaglianze valide (P6) del riquadro all’inizio del capitolo.

1. Gurobi da 2(LPpjc,..) = B =1 Z(ILP p||Cpax) = 8- 1 due lavori di tempo 5
sulla stessa macchina danno carico 10; altrimenti il lavoro di tempo 3 condivide una

macchina con un lavoro di tempo 5, con carico 8.

2. 11 gap assoluto ¢ 8 — 1—23 = %, e il rapporto é % = %, che é maggiore di % = %

3. Le disuguaglianze danno Ciyax > max{5, [%]} =7, e Gurobi da 7. Il gap passa da %
a 1: 'arrotondamento ne chiude un terzo, e 'unita residua viene dall’assegnamento
intero.

BTN _ 1043 _ 13
4. Glil;obl da z(LPpjcpee) = 5= = 5 € 2(
N 3 13 M+m 1
¢ i = 35. In generale vale 4" = - +

ILP p||cya ) = 10, il lavoro lungo. Il rapporto

%, che tende a % per M — +o00.
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Capitolo 15

Formulazioni dei problemi di lot sizing

'd )
Formulazioni usate in questi esercizi. I modelli del Capitolo 15 «Formulazioni dei

problemi di lot sizing», sui periodi T' = {1,...,m}, con Dy} = Z];:t ds. La formulazione
big-M ILPCLSPZ

min Z (sceye + vep oy + heyg sq) (LO)
teT

soggetto a  s;_1 + ¢ = di + Sy, Vi eT, (L1)

zy < My, VteT, (L2)

x < capy, VteT, (L3)

50 = 8m =0, (L4)

xt € Lo, VteT, (L5)

st € Z>o, VteT, (L6)

v € {0,1}, VvieT.  (L7)

Valori di big-M in (L2): Mtdem = Dy m, M = cap e il valore forte M; = min{cap;, D¢ }-
La formulazione a cammino minimo MIPZY «p, dove zvy, ¢ la frazione delle domande dei
periodi ¢, ...,k prodotta nel periodo ¢:

m
min Z sci Yy + Z Z CUt 2V (S0)

teT teT k=t
soggetto a Z zo1g = 1, (S1)
k=1
t—1 m
szu,t—l - sztk =0, vteT \ {1}7 (82)
u=1 k=t
> zvw <, vt eT, (S3)
k=t
Z Dy zvg < capy, vteT, (S4)
k=t
zvy, > 0, Vi,keT, k>t, (S5)
Yt € {07 1}7 vt € T7 (86)
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con i costi

k  s—1
cvy = veg Dy + Z Z hey ds. (S7)
s=t+1 u=t

I rilassamenti lineari rilassano i domini in z;,s; > 0 e 0 < y; < 1: sono i modelli LP%‘}JHS‘P,

LP&P., e LPEI%® di ILPcrsp con i tre valori di big-M, e il modello LPEY ¢ di MIPZE op.
I1 modello ILPyrg del problema di lot sizing senza capacita (ULS) & ILP¢rsp senza i vincoli
di capacita (L3) e con My = Dy, in (L2).

11 modello ILPgLSP del problema di lot sizing con pitt prodotti p € P e tempi di setup

(MLS), con sdpy, = Zﬁzt @l
min Z Z (SCpt Ypt + VCpt Tpt + hepr Spt) (PO)

peEP teT

soggetto a  sp;_1 4 Tpt = dpt + Spt, VP E P, VteT, (P1)

Z (Stpt Ypt + Vtpe Tpt) < capy, VteT, (P2)
peEP

Tpt < Mpt Ypt, Vpe P, VteT, (P3)

S50 = S = Uy Vp € P, (P4)

Zpt € L0, Vpe P, VteT, (P5)

Spt € Z>0, Vpe P, VteT, (P6)

ypt € {0, 1}, Vpe P, VteT, (P7)

con i valori forti di big-M My, = min{|(cap; — stpt)/vtpt], sdpim}-

1l modello ILPE{yp con straordinari (LS-OT) aggiunge > ter(cws py + copvy) a (PO), so-
stituisce cap; con py + vy in (P2), usa capl + capf al posto di cap; nei valori di big-M, e
aggiunge:

e < caply, VteT, (01)
v < capto, VteT, (02)
pe € Z>o, VteT, (03)
vt € Z>0, vteT. (04)

1l modello ILP&Pgp con domanda non soddisfatta (LS-UD) aggiunge > peP 2t Clpt Ept &
PO0), sostituisce d,; con d,; — €, in (P1), e aggiunge:
P pt — Ep

Eat = Ulgis Vpe P, VteT, (U1)
Ept € Zzo, Vpe P, VteT. (UZ)

Con un solo prodotto I'indice p si omette.

Esercizio 15.1 — La formulazione big-M del lot sizing (1)

Consideriamo un’istanza di lot sizing capacitato con m = 4 periodi, sg = s4 = 0 e i seguenti
dati:
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periodo t 1 2 3 4
domanda d; 1 4 1 3
capacita cap; 4 4 4 4
costo di setup scy 40 40 40 40
costo di produzione vc; 0O 0 0 O
costo di mantenimento he; | 5 5 5 5

Domande

setup e il suo costo.
.

1. Calcolare per ogni periodo i valori di big-M Mgem M7 e il valore forte M;.
2. Scrivere la formulazione big-M ILPcrgp con i valori forti M;.
3. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini) della formulazione.

4. Risolvere la formulazione con Gurobi e indicare il piano ottimo, le sue scorte, i suoi

J

Soluzione

Usiamo i valori di big-M e i costi (S7) del riquadro all’inizio del capitolo.

1. Le domande dei periodi ¢,...,m danno Dy ,,, e il valore forte ¢ il piu piccolo dei due:
periodo |1 2 3 4
Mem = D,y 9 8 4 3
M = cap, 4 4 4 4
M; = min{capt, Dy ,n} |4 4 4 3

2. Con i valori forti la formulazione é:

Autore: Fabio Furini
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min 40y; +40ys +40ys +40ys + 551 + 552 + 583

+5 84

soggettoa 1 — s = |l
S1+ x9 — S9 4
So + 3 — S3 1
S3+ x4 — Sy =
r1 — 4y < 0
x2 — 4y < 0
z3 —4ys < 0
T4 — 3Ya < 0
T < 4
To < 4
T3 < 4
Ty < 4
Sy = 0
T, T2, T3, T4 € Zxo
S1, S2, 83, S4 € Zxo
Y1, Y2, Y3, Y4 e {0,1}

3. Ci sono m = 4 variabili x4, 4 variabili sy,...,s4 e 4 variabili y;, quindi 12 variabili
(so = 0 ¢ una costante). Ci sono 4 vincoli di bilanciamento, 4 vincoli big-M, 4 vincoli
di capacita e il vincolo s4 = 0, quindi 13 vincoli lineari.

4. Gurobi da z(ILPcrgp) = 130, con il piano & = (2,4,0,3), le scorte (s1,...,84) =
(1,1,0,0) eisetup gy = (1,1,0,1). Il costo ¢ 3-40 per i setup pitt 5- (1+1) = 10 per il
mantenimento a scorta, ossia 130. Enumerando i piani, il piano ottimo risulta unico.

(. J

Esercizio 15.2 — Valori di big-M e bound LP per il lot sizing (1)

Consideriamo un’istanza di lot sizing capacitato con m = 4 periodi, sg = s4 = 0 e i seguenti
dati:

periodo t 1 2 3 4
domanda d; 1 4 1 3
capacita cap 4 4 4 4
costo di setup sc; 40 40 40 40
costo di produzione vc; 0O 0 0 O
costo di mantenimento he; | 5 5 5 5

Domande

1. Calcolare il costo del piano migliore quando si ignorano i setup.
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2. Risolvere con Gurobi i rilassamenti lineari LP&H,, LP{sp © LPSCtg)SIif della
formulazione big-M e indicare i valori di y; nelle loro soluzioni ottime.
3. Spiegare i valori di y; usando i vincoli big-M.

4. Calcolare con Gurobi il valore ottimo e il gap zE]%B di ogni bound.

A J

Soluzione

Usiamo i valori di big-M e i costi (S7) del riquadro all’inizio del capitolo.

1. Senza isetup il piano migliore produce in ogni periodo la sua domanda, = (1,4, 1, 3):
non ci sono scorte e il costo di produzione é nullo, quindi il bound ¢é 0.

2. Gurobi da:

rilassamento valore Y

LP%eLIgP (Mt = Dt7m) 6%30 (%7%7%’;)
ca

LP(%IE)SP (M = capy) 90 (Lo 50 7))

LP{sr (M = min{capy, Dy }) 100 (3,1,1,1)

3. In tutte e tre le soluzioni il piano é il piano lot-for-lot & = (1,4, 1, 3), che non ha costi
di mantenimento. Le variabili di setup assumono il valore pitt piccolo ammesso dai
vincoli big-M, y; = ]%: per esempio, nel periodo 1 otteniamo %, i e %. Piu piccolo é

M;, piu grande é y; e piu alto ¢ il bound.

4. Gurobi da z(ILPcrsp) = 130. I gap sono:

bound valore gap da 130
senza setup 0 non definito
LP&m, £70 74.6%
ca
LPCtIf’SPg 90 44.4%
stron,
LPcrgp 100 30.0%
. J

Esercizio 15.3 — Soluzioni ammissibili della formulazione di lot sizing (1)

Consideriamo un’istanza di lot sizing capacitato con m = 4 periodi, sg = s4 = 0 e i seguenti
dati:

periodo t 1 2 3 4
domanda d; 1 4 1 3
capacita cap; 4 4 4 4
costo di setup sc; 40 40 40 40
costo di produzione vc; 0O 0 0 0
costo di mantenimento he; | 5 5 5 5
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Usiamo la formulazione big-M con i valori forti M; = min{caps, Dim} = (4,4,4,3).
Consideriamo le seguenti candidate (x,vy), con le scorte date dai vincoli di bilanciamento:

(a) ¢ =(2,4,0,3), y = (1,1,0,1);
(b) =(1,4,1,3), y = (1,1,1,1);
(¢) x=(5,0,1,3), y =(1,0,1,1);
(d) ==(2,4,0,3), y =(1,1,0,0);
(e) ¢ =(2,4,0,2), y =(1,1,0,1);
(f) #=(1,4,1,3), y = (5,1, 1,1);
Domande
1. Calcolare le scorte si,...,s4 di ogni candidata e verificare i vincoli di bilanciamento

con sg = s4 = 0.

2. Verificare i vincoli big-M e i vincoli di capacita, e stabilire quali candidate sono
ammissibili per ILPcrsp e quali per il suo rilassamento lineare.

3. Calcolare il costo delle candidate ammissibili e confrontarlo con z(LP%i%r?) calcolato
con Gurobi.
A J
1. (a) (s1y...,84) =(1,1,0,0): tutte le scorte sono non negative e s4 = 0.
(b) (s1,...,84) =(0,0,0,0): tutte le scorte sono non negative e s4 = 0.
(c 4,0,0,0): tutte le scorte sono non negative e s4 = 0.
)

1,1,0,0): tutte le scorte sono non negative e s4 = 0.

S1y...,84) = (1,1,0,—1): s4 <0, la domanda non & soddisfatta.

( ) =(
( ) = (
($1,...,84) = (
($1,.-.,84) = (
( )= (
( ) =(

S1,.--,84) = (0,0,0,0): tutte le scorte sono non negative e s4 = 0.

)
)
)
)
)
)
a) Tutti i vincoli valgono: ammissibile per entrambi i modelli.
) Tutti i vincoli valgono: ammissibile per entrambi i modelli.
) ®1 =5 > cap; = 4: inammissibile.
) £4 =3 > Myys = 3-0: inammissibile.
) Inammissibile, a causa dei vincoli di bilanciamento.
)

Tutti i vincoli valgono: ammissibile solo per il rilassamento lineare, poiché y; e
ys sono frazionarie.

3. La candidata (a) costa 3-40+5-(1+ 1) = 130 e (b), il piano lot-for-lot con quattro
setup, costa 4 - 40 = 160. La candidata (f) costa 40 - (3 +1+ 1 +1) = 100. Gurobi
da z(LP%tiosrijg) = 100: la candidata (f) ¢ una soluzione ottima del rilassamento, e (a)
é il piano ottimo dell’istanza.
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Esercizio 15.4 — La formulazione a cammino minimo del lot sizing (1)

Consideriamo un’istanza di lot sizing capacitato con m = 4 periodi, sg = s4 = 0 e i seguenti
dati:

periodo t 1 2 3 4
domanda d; 1 4 1 3
capacita cap; 4 4 4 4
costo di setup scy 40 40 40 40
costo di produzione v, 0O 0 0 O
costo di mantenimento he; | 5 5 5 5

Domande
1. Calcolare le domande Dy, e i costi cvyy, della formulazione a cammino minimo.
2. Scrivere la formulazione a cammino minimo per questa istanza.

3. Risolvere con Gurobi il suo rilassamento lineare LPf ¢p e confrontare il bound con
Z(LP%};OS%’T) della formulazione big-M.

4. 11 piano ottimo & & = (2,4,0,3). Scriverlo come combinazione di cammini della rete
e verificarne le quantita e il costo.

(. J

Soluzione

Usiamo i valori di big-M e i costi (S7) del riquadro all’inizio del capitolo.

1. Il costo di produzione é nullo, quindi cvy, € solo costo di mantenimento a scorta:

Dt,k CUtk
t\Nk |1 2 3 4|1 2 3 4
1 1 5 6 9,0 20 30 75
2 4 5 8 0 5 35
3 1 4 0 15
4 3 0

2. La variabile zvy, € I’arco dal nodo ¢ — 1 al nodo k, con costo cvy,. La formulazione é:
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min  40y; +40y2 +40y3 + 40 y4 + 20 zv12 + 30 zv13 + 75 zv14
+5 zv93 + 35 2v9yq + 15 zU3y

soggetto a  zv11 + 2v12 + 2v13 + 2V14 = 1
ZUV11 — RV22 — ZVU23 — ZU24 0
212 + ZV29 — 2V33 — 2U34 0
213 + 223 + 2U33 — 2V44q = 0
211 + 2012 + 2v13 + 2014 — Y1 < 0
2v22 + 2v93 + 2U24 — Y2 < 0
2V33 + 2U34 — Y3 < 0
2044 — Y4 < 0
2011 + b zv19 + 6 zv13 + 9 2V14 < 4
4 zv99 + 5 zv93 + 8 U9y < 4
2v33 + 4 2v34 < 4
3 2U44 < 4
ZU11, ZV12, ZU13, ..., 2V44 > 0
Y1, Y2, Y3, Y4 c {0,1}

s SP 2 3 2 3 R
3. Gurobi da z(LPggp) = 112, con zv11 = £, 2v13 = §, 2U24 = §, 2044 = ;. 1l bound &

migliore di z(LP{ %) = 100, e il valore ottimo & 130.

4. Con le quantita fissate a &, Gurobi da zvy; = %, Zv13 = %, ZU93 = %, zvg4 = 1, tutte
le altre 0. Questi archi si decompongono nei cammini

e 0 —»1—3— 4 con peso %, che ¢ il piano (1,5,0, 3);

e 0 — 3 — 4 con peso %, che ¢ il piano (6,0,0, 3);
La combinazione da x1 = %-1—1—%-6 =2, 29 = %5 =4, x4 = %-3—1—%-3 = 3. [ singoli
cammini possono superare la capacita: solo le quantita combinate devono rispettarla.
Il costo¢3-40+0-2+30-2+5-2+0-1=130.

Esercizio 15.5 — Confronto fra le formulazioni di lot sizing (1)

Consideriamo un’istanza di lot sizing capacitato con m = 5 periodi, sg = s5 = 0 e i seguenti
dati:

periodo ¢ 1 2 3 4 5
domanda d; 2 1 3 3 3
capacita cap; 4 4 4 4 4
costo di setup sc; 40 40 40 40 40
costo di produzione vc; 0O 0 0 0 O
costo di mantenimento hc; | 10 10 10 10 10
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Domande
1. Calcolare i tre valori di big-M di ogni periodo.

2. Calcolare con Gurobi il bound senza setup, i tre bound LP della formulazione big-M
e il bound LP della formulazione a cammino minimo.

3. Calcolare con Gurobi il valore ottimo, usando entrambe le formulazioni con setup

interi, e il gap ZEEB di ogni bound.

4. Confrontare il numero di variabili delle due formulazioni e commentare il prezzo del
bound piu forte.

A J

Soluzione

Usiamo i valori di big-M e i costi (S7) del riquadro all'inizio del capitolo.

periodo t ‘ 1 2 3 4 5
| Mgem = Dy 12 10 9 6 3
M;™ = cap; 4 4 4 4 4
M; = min{cap;, Dt} | 4 4 4 4 3

2. Gurobi da:

bound valore

senza setup 0

LP%:%“S{P 84

Pl 1
CLSP

L2 160

Ogni bound migliora il precedente.

3. Entrambe le formulazioni danno z(ILPcrgp) = 170, con 'unico piano ottimo & =
(3,0,3,3,3). I gap sono:

bound valore gap da 170
senza setup 0 non definito
IPees 84 102.4%
E e e
CLSP O
LIPEE o 160 6.2%

4. La formulazione big-M ha 16 variabili (x¢, s; e y;); la formulazione a cammino minimo
ha m +m = 20 variabili (zvy e y¢). Il numero di variabili zvy cresce come m2:
il bound piu forte si paga con un modello piu grande.
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Esercizio 15.6 — Modello PLI del problema di lot sizing senza capacita

Consideriamo un’istanza di lot sizing senza capacita (ULS) con m = 4 periodi, so = s4 =0
e i seguenti dati:

periodo ¢ ‘ 1 2 3 4
domanda d; 1 4 1 3
costo di setup scy 40 40 40 40
costo di produzione vc; 0O 0O 0 0

costo di mantenimento hc; | 5 5 5 5

Domande

1. Calcolare i valori di big-M Dy ,,, e scrivere il modello ILPy1,s per questa istanza.

[\V]

. Contare le variabili e i vincoli (oltre ai domini) del modello.

3. Risolvere il modello con Gurobi e indicare il piano ottimo, le sue scorte e il suo costo.

W

. Aggiungere la capacita cap, = 4 in ogni periodo: Gurobi da il valore ottimo 130.
Spiegare perché é maggiore.

- J

Soluzione

1. I valori di big-M sono Dy 4 = (9,8,4,3). Il modello ILPyg é:

min 40y; +40ys +40ys +40ys + 551 + 559

45583+ 5384

soggetto a x1 — S1 = 1
S1+ x9 — S9 = 4
So + X3 — S3 1
S3+ T4 — S4 = 3
z1— 9y < 0
T3 — 82 < 0
x3 —4y3 < 0
Ty —3Ya < 0
Sy = 0
Ty, T9, T3, T4 € Zxo
S1, S92, S3, S4 € Zxo
Y1, Y2, Y3, Ya € {0,1}

2. Cisono 3m = 12 variabili x4, s¢, y¢ (so = 0 ¢ una costante), 4 vincoli di bilanciamento,
4 vincoli big-M e il vincolo s4 = 0: 9 vincoli lineari.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

73

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

3. Gurobi da z(ILPyrs) = 110 con il piano & = (6,0,0, 3), le scorte (5,1,0,0) e i setup
nei periodi 1 e 4: il costo ¢ 2-40+5- (5+ 1) = 110. Enumerando i piani, il piano
ottimo risulta unico.

4. 11 piano (6,0, 0, 3) produce 6 > 4 unita nel periodo 1, quindi non ¢ ammissibile con le
capacita. Il problema capacitato ha meno piani ammissibili, quindi un valore ottimo
maggiore: I’ULS é un rilassamento del CLS.

Esercizio 15.7 — Modello PLI del lot sizing con pitu prodotti e tempi di setup

Consideriamo un problema di lot sizing con |P| = 2 prodotti, m = 3 periodi, la capacita
cap; = 10 in ogni periodo, vey = 0, sp0 = sp3 = 0 e i seguenti dati:

prodotto 1 prodotto 2
periodot | 1 2 3| 1 2 3
dpt 2 3 1] 3 1 3
Vipt 11 1|1 2 2
stpt T 1 11 1 1
SCpt 20 20 20|30 30 30
hept 4 4 41 3 3 3

Domande
1. Calcolare i valori forti di big-M M.
2. Scrivere il modello ILP&; gp con i valori forti di big-M per questa istanza.

3. Risolvere il modello con Gurobi: indicare il piano ottimo di ogni prodotto, il suo costo
e il tempo usato in ogni periodo.

N\ J

Soluzione

1. Con My = min{|(cap; — stp)/vtpt], sdpum}: per il prodotto 1, [9/1] =9 e sdiz =
(6,4,1), quindi My, = (6,4,1); per il prodotto 2, |9/2] =4 e sdyus = (7,4, 3), quindi
My = (4a 4, 3)

2. 1l modello ILPE; p &:
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min
soggetto a x11 — S11
811 + T12 — S12
S12 + X13 — 513
x21 — S21
821 + T2 — S22
822 + X23 — S23
Z11 + 2221 + Y11 + Yo1
Z12 + 222 + Y12 + Y22
z13 + 2223 + Y13 + Y23
r11 — 6y11
T12 — 412
T13 — Y13
To1 — 4y21
Tog — 4 Y22
x93 — 3 Y23
513

523
T11, T12, 13, T21, L22, T23
S11, S12, S13, S21, S22, S23

Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23

.

2011 +20y12 + 20913 + 30 y21 + 30 Y22 + 30 923
+4 511 + 4512 +4513+ 3521 + 3522 + 3523

3. Gurobi da z(ILPE;qp) = 134, e la soluzione ottima & unica. Il prodotto 1 segue il
piano (2,4, 0) con le scorte (0, 1,0), il prodotto 2 il piano (3,1, 3) con le scorte (0,0, 0).
I tempi usati nei periodi, setup compresi, sono (10,8, 7), tutti al piu 10: nel periodo
1 la capacita € satura, quindi il prodotto 2 richiede un setup in ogni periodo.

(/AN VAN VANS VAN VAN VANRIN VAN
o St
o O O

IN

IA
©O O O o o o o o

ZZQ
ZZO
{0,1}

J/

Esercizio 15.8 — Modello PLI del lot sizing con straordinari

Consideriamo un problema di lot sizing con straordinari, un solo prodotto, m = 5 periodi,
so = s5 = 0, tempo di produzione vt; = 1, tempo di setup sty =0, ve; = 0 e i dati

periodo ¢t 1 2

3 4 5

domanda d; 2 1
costo di setup scy
costo di mantenimento hc; | 10 10

40 40 40 40 40

3 3 3

10 10 10

& cap? = 2, al costo co; = 5 per unita.

In ogni periodo l'orario normale & cap)¥ = 2, al costo cw; = 1 per unita, e lo straordinario
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Domande
1. Mostrare che I'istanza non ha piani ammissibili senza straordinari.
2. Calcolare i valori forti di big-M e scrivere il modello ILPSESP per questa istanza.

3. Risolvere il modello con Gurobi: indicare il piano ottimo, i tempi di lavoro e il costo.

N\ /

Soluzione

1. La domanda totale é 12, mentre 'orario normale dei 5 periodi da al pia 5-2 = 10
unita: serve qualche straordinario.

2. Con M; = min{cap) + cap?, Di5} e Dy = (12,10,9,6,3) otteniamo M; =
(4,4,4,4,3). Il modello é:
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min  40y; +40y2 +40y3 +40y4 +40ys5 + 1051
+10s2 + 1053 + 1084 + 1085 + p1 + po2
+ps+ pa+ps + 51 + 50 + 5
+5v4 + Sy

soggetto a x1 — 81
$1+ T2 — s2
So + 3 — S3
S§3+ T4 — S4

S84+ x5 — S5

1 — M1 —
o — U2 — 12
T3 — M3 — V3
Ty — Ha — Vg
L5 — U5 — Vs
x1—4y

z2 —4y2

z3 —4ys

xy —4ys

x5 —3Ys

M1

K2

3

M4

M5

141

)

V3

V4

Vs

S5

Z1, T2, T3, T4, T5
S1, 82, 83, S4, S5
M1, p2, M3, ..., Vs
Y1, Y2, Y3, Y4, Ys

AN VAN VAN VAN /AN /AN /AN /AN /AN /AN /AN /AN VAN VAN VAN VAN /AN VAN VAN VAN

m M M M

O NN DN NN NN NN O O O O O O O O O O W w w +— N

N N
VY,
o o

ZZO
{0,1}

3. Gurobi da z(ILngSP) = 198, e la soluzione ottima ¢ unica: il piano & = (3,0, 3, 3, 3),
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le scorte (1,0,0,0,0), I'orario normale (2,0,2,2,2) e lo straordinario (1,0,1,1,1). 1l
costo € 4-40 per i setup, 10-1 per il mantenimento a scorta, 1-8 per I'orario normale

e 5 -4 per lo straordinario: 198.
(& J

Esercizio 15.9 — Modello PLI del lot sizing con domanda non soddisfatta

Consideriamo un’istanza di lot sizing capacitato con m = 4 periodi, sp = s4 = 0 e i seguenti
dati:

periodo t 1 2 3 4
domanda d; 1 4 1 3
capacita cap; 4 4 4 4
costo di setup scy 40 40 40 40
costo di produzione vc; 0O 0 0 O
costo di mantenimento he; | 5 5 5 5

Un’unita di domanda puo restare non soddisfatta, con la penalita cu; = 18 per unita.

Domande
1. Scrivere il modello ILPE gp con i valori forti di big-M per questa istanza.

2. Risolvere il modello con Gurobi: indicare il piano ottimo, la domanda non soddisfatta
e il costo.

3. Senza domanda non soddisfatta il valore ottimo ¢ 130 (Gurobi). Spiegare il risparmio.

A J

. I valori forti di big-M sono My = min{cap;, Dy} = (4,4,4,3). Il modello é:
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min 40y; +40ys +40ys +40ys + 551 + 5 590
+583+ 584+ 181 + 189 4+ 183 + 18¢y4

soggetto a x1 — 81 +¢€1

§1+x2 — S22+ €2
So + x3 — 83 + €3
83+ T4 — S84+ €4
T

T2

z3

T4

r1—4my

T2 —4yo

z3 —4ys
T4 — 3Ya

€1

€2

€3

€4

S4

Ty, T2, T3, T4
S1, 52, 83, S4

€1, €2, €3, &4

Y1, Y2, Y3, Y4

34+18-1=113.

scende da 130 a 113.

AN VAN VA N VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN |

m M M M

S W = B~ =B ©O ©O ©O O B bk kx> Pk W K> &=

N N
vV
o o

{0, 1}

2. Gurobi da z(ILPZPyp) = 113, e la soluzione ottima ¢ unica: il piano & = (0,4, 4,0),
le scorte (0,0, 3,0) e la domanda non soddisfatta & = (1,0,0,0). Il costo ¢ 2-40+5-

3. Lasciare non soddisfatta la domanda d; = 1 elimina il setup del periodo 1: la penalita
18 é minore di quanto costa il primo periodo nel piano ottimo del CLS, e il valore
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