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Capitolo 9

Formulazioni dei problemi di zaino

Prerequisiti

e Dal modulo Programmazione lineare, Capitolo 9 «Teoria della dualitay: il duale di un
problema LP, dualita debole e forte.

e Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 1 «Programmazione lineare inte-
ra» e Capitolo 2 «Bound primali e duali»: problemi PLI, rilassamenti lineari e upper
bound.

e Da questo modulo, Capitolo 2 «Problemi di zaino»: il problema dello zaino 0/1 e le
sue varianti, le loro ipotesi e le loro istanze di riferimento.

Obiettivi

Al termine di questo capitolo saremo in grado di:
e scrivere il modello PLI del problema dello zaino 0/1 e spiegare ciascuno dei suoi vincoli;

e scrivere i modelli PLI del SSP, del BKP, del’'UKP, del MDKP, del MKP, del MCKP

e del KPS, e scriverli su un’istanza numerica;

e scrivere i due rilassamenti lineari e i loro duali, e calcolarne le soluzioni ottime con
formule chiuse;

e calcolare l'oggetto critico, la capacita residua e il valore z(LPkp);
e calcolare gli upper bound di Dantzig e di Martello-Toth, arrotondandoli correttamente;

e spiegare perché z(LPkp) non supera mai il doppio di z(ILPkp).
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Ottimizzazione combinatoria

9.1 Panoramica della famiglia

e I modelli PLI dei problemi di zaino usano una variabile z; per ogni oggetto j € .#: una
variabile binaria quando l'oggetto é selezionato o no, una variabile intera quando
conta le copie selezionate dell’oggetto.

e Ogni capacita da un vincolo di zaino sul peso totale degli oggetti selezionati, e la
funzione obiettivo ne massimizza il profitto totale.

e I membri della famiglia aggiungono un indice alle variabili (lo zaino k dell’oggetto j nel
MKP), alcuni vincoli sulle classi di oggetti (MCKP, KPS) o variabili binarie di setup y
(KPS).

'd Y
Lo schema comune dei modelli di zaino é

maX{ijxj : ijzjgc, zj € D; Vjeﬂ},

jes jes
dove il dominio Dj; & {0,1}, {0,1,...,b;} 0 Z>p. I membri della famiglia cambiano i domini
e aggiungono capacita, zaini o classi.
(& J

e La tabella elenca i membri della famiglia, con il nome del loro modello PLI e la sezione
che lo scrive.

Problema Modello Variabili Sezione
KP ILPkp binarie x; 9.2
SSP ILPgsp binarie x; 9.6
BKP ILPgkp intere z; € {0,1,...,b;} 9.7
UKP ILPykp intere x; € Z>g 9.8
MDKP ILPvpkp  binarie x;, un vincolo per capacita 9.9
MKP ILPyvkp binarie x;, oggetto j nello zaino k 9.10
MCKP ILPMcekp  binarie xj, un oggetto per classe 9.11
KPS ILPkps binarie x; e variabili di setup yp, 9.12
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9.2 Un modello PLI per il problema dello zaino 0/1

Il problema dello zaino 0/1 e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.1) sono definiti nel
Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.2.

e Introduciamo le seguenti n variabili binarie:

1 se l'oggetto j é selezionato nello zaino
xj = Vi e{1,2,...,n}. (9.1)
—_——

0 altrimenti
=4

s N
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

dello zaino 0/1 (KP) é il seguente:

max ij T (9.2a)
24

soggetto a 2 w;z; < c, (9.2b)
JES

z; € {0,1}, Vje s (9.2¢)

Questo modello PLI si chiama modello ILPkp.
g J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPkp:
— la funzione obiettivo lineare (9.2a) massimizza il profitto totale degli oggetti selezio-
nati nello zaino;

— il vincolo (9.2b) garantisce che il peso totale degli oggetti selezionati non superi la
capacita dello zaino (un vincolo lineare);

— infine, i vincoli (9.2¢) definiscono le variabili del modello PLI.

Esempio 9.1: modello ILPkp

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 9 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n =6), con i seguenti profitti e pesi:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

6 ) 8 9 6 7
2 3 6 7 ) 9

Dj
Wy

Questa ¢ l'istanza del KP dell’Esempio 2.1, e la chiamiamo Esempio 9.1. Il modello ILPkp
per questa istanza é:

max 6 1 +5 9 +8 xz3 +9 x4 +6 x5 +7 xg
soggettoa 2 z; +3 22 +6 3 +7 x4 +5 x5 +9 x5 < 9

X1, xg, xs, X4, x5, Ze S {0)]—}
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Una soluzione ottima &(ILPkp) é:

I'unica soluzione ottima.

"

ac1=1, i’gzo, 57320, .f4=1, 3}520, $6=0

11 valore ottimo z(ILPkp) ¢ 15. La soluzione ottima associata del KP ¢ S = {1,4}, ed ¢

9.3 Un primo rilassamento lineare

Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPkp, rilassiamo i vincoli (9.2c) con i

seguenti:
z; > 0, Vje .z,

Questo modello PL si chiama modello LP-Okp.

(9.3)

Esempio 9.2: modello LP-Okp

Il modello LP-Okp per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1 é:
max 6 x1 +5 xz2 +8 3 +9 x4 +6 x5
soggettoa 2 x1 +3 w2 +6 3 +7 x4 +5 x5

X, €2, €3, X4, zs5,

Una soluzione ottima &(LP-Okp) é:
T1 =5, Tg=23=T4=25=1T6=0
11 valore ottimo z(LP-Okp) & 27.

Di conseguenza, abbiamo 'upper bound:

#(ILPkp) < 27

+ 7 Te

+9 z¢ < 9

Y
o

T

r

Con una variabile duale non negativa 7 per il vincolo (9.2b), il modello duale del modello

N

LP-Okp é:
min cm (9.4a)
soggetto a w; T > pj, Vje .z, (9.4b)
m > 0. (9.4c)
Questo modello PL si chiama modello D(LP-Okp).
. J
SAPIENZA
. L UNIVERSITA DI ROMA
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Esempio 9.3: modello D(LP-0xp)

I1 modello duale D(LP-Okp) per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1 é:
min 9 7
soggettoa 2 w > 6
3 = > 5
6 = > 8
T T > 9
5 m > 6
9 > 7
T > 0
Una soluzione ottima 7 (D(LP-Okp)) é:
T=3
11 valore ottimo z(D(LP-Okp)) & 27.
C y

e La seguente proposizione fornisce le formule per calcolare una soluzione ottima del modello
primale LP-Okp e del modello duale D(LP-Okp).

Proposizione 9.1

Se il primo oggetto 7 = 1 ha lefficienza massima, una soluzione ottima del modello
primale LP-Okp é:

i‘l = — e i‘] = O, V] S {27 37 sty n}? (95)

e una soluzione ottima del modello duale D(LP-Okp) é:

P

T=—.
wi

(9.6)

Corollario 9.2

Il valore ottimo dei modelli primale LP-Ogp e duale D(LP-Okp) é:

C
Z(LP-OKP) = plw—l = Z(D(LP—OKP))

e La dimostrazione procede in tre passi:
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1. mostriamo che (9.5) & una soluzione ammissibile del modello primale LP-Okp;
2. mostriamo che (9.6) ¢ una soluzione ammissibile del modello duale D(LP-Oxp);
3. mostriamo che le due soluzioni ammissibili hanno lo stesso valore della funzione

obiettivo.

Quindi, per la dualita forte della PL, (9.5) e (9.6) sono una coppia di soluzioni ottime
primale e duale.

Dimostrazione.

1. Abbiamo:

- c
g W;Ti =W — =¢
g w1

jeS
quindi il vincolo (9.2b) & soddisfatto.
Poiché Z; > 0, per ogni j € .#, i vincoli (9.3) sono soddisfatti.

Quindi (9.5) ¢ una soluzione ammissibile del modello primale LP-Okp.

2. Per ogni j € .#, abbiamo:

quindi i vincoli (9.4b) sono soddisfatti.
Abbiamo 7 > 0, quindi il vincolo (9.4c) & soddisfatto.

Quindi (9.6) ¢ una soluzione ammissibile del modello duale D(LP-Okp).

3. Per le funzioni obiettivo abbiamo:
Z p; T P ¢ cT
Ly —P1 —— =
jes w1

quindi i valori delle funzioni obiettivo primale e duale coincidono.

Quindi, per la dualita forte della PL, (9.5) e (9.6) sono una coppia di soluzioni ottime
primale e duale.
Ol
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9.4 Un secondo rilassamento lineare

e N
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPkp, rilassiamo i vincoli (9.2¢) con i
seguenti:

xz; <1, Vje 7, (9.8a)

z; >0, Vje s, (9.8b)

Questo modello PL si chiama modello LPgp.
. J

Esempio 9.4: modello LPkp

Il modello LPkp per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1 é:
max 6 x1 +5 x99 +8 x2z3 +9 x4 +6 x5 +T7 x4
soggettoa 2 x1 +3 xz2 +6 3 +7 x4 +5 x5 +9 26 < 9
I S 1
) < 1
I3 < 1
T4 < 1
xT5 < 1
Te < 1
X1, x2, z3, L4, Ts, Z6 > 0
Una soluzione ottima &(LPgkp) é:
- - - 2 - -
T1=22=1, T3 =3 Ty =205 =126=0
11 valore ottimo z(LPkp) & %.
Di conseguenza, abbiamo 'upper bound:
49
z(ILPkp) < 3
. J
e N
Con una variabile duale non negativa 7 per il vincolo (9.2b) e una variabile duale non
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negativa p; per ogni vincolo (9.8a), il modello duale del modello LPgp é:

min cw+ Z 1 (9.9a)
jeSI
soggetto a w; T+ pj > pj, Vj ez, (9.9b)
m >0, (9.9¢)
pi = 0, Vje L. (9.9d)
Questo modello PL si chiama modello D(LPkp).
L J
Esempio 9.5: modello D(LPkp)
Il modello duale D(LPkp) per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1 é:
min 9 7w +p +p2 +pz tpa o+ ps o+ e
2 ™ +wm >
3w + 2 >
6 m + 3 >
7w + 4 >
5 w + Us >
9 m +pe >
T, B, K2, 3, Ha, s He =
Una soluzione ottima (7, ft)(D(LPkp)) é:
. 4 - 10 - - - -
W= = po =1, fi3 =14 = fis = fie = 0
11 valore ottimo z(D(LPkp)) ¢ %.
. y
SAPIENZA
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9.4.1 Efficienza degli oggetti

Definizione 9.3: efficienza

L’efficienza di un oggetto j € .# & il rapporto fra il suo profitto e il suo peso:

o L’efficienza di un oggetto misura la sua redditivita per unita di peso: indica quanto profitto
si ottiene per ogni unita di peso.

Esempio 9.6: efficienze degli oggetti

Consideriamo l'istanza del KP dell’Esempio 9.1. Abbiamo:

Oggetti =1 §=9 =8 j=4 F=5 ;=0
Profitti Dj 6 5 8 9 6 7
Pesi w; 2 3 6 7 5% 9
Efficienze % 3 % % % g g

Gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, poiché:

5) 4 9 6 7
3 =o> Z o> -
-3 — 3 - 7T = 5 9

Ordinare gli oggetti per efficienza non crescente richiede un algoritmo di ordinamento con
tempo di calcolo O(nlogn), che é una funzione polinomiale del numero n di oggetti.

9.4.2 Oggetto critico e capacita residua

Definizione 9.4: oggetto critico e capacita residua

Dato un insieme .# = {1,2,...,n} di n oggetti ordinati per efficienza non crescente,
I'oggetto critico ¢ 'oggetto

s—1 s
s € .Z tale che ij <c e ij >c (9.11)
3=1 5=1

e la capacita residua ¢

s—1
rC=¢— ij (9.12)
j=1
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e [’oggetto critico é il primo che non entra per intero nello zaino se tutti i precedenti sono
selezionati. In inglese si chiama split item, break item o critical item, e si puo scrivere

come .
J
s:min{jef:Zwk>c}
k=1

e La capacita residua € la capacita dello zaino che resta quando tutti gli oggetti che

precedono 'oggetto critico sono selezionati. Soddisfa 0 < r¢ < w;.

Esempio 9.7: oggetto critico e capacita residua
Per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1, 'oggetto critico ¢ s = 3 poiché:
2 3
> w;=243=5<9 e > w;=2+3+6=11>9
j=1 j=1
e la capacita residua é:
2
rc:c—ij:9—2—3:4
j=1

Vs

e La seguente proposizione fornisce le formule per calcolare una soluzione ottima del modello

primale LPkp e del modello duale D(LPkp).

Proposizione 9.5
Se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente, una soluzione ottima del modello

primale LPkp é:
- rc - .
1}, Zs=— e £ =0, Vje{s+1,s+2,...,n},

=1, Vje{l,2,...,5— -
S
(9.13)

e una soluzione ottima del modello duale D(LPgkp) é:
T=—, e fj =0, Vje{s,s+1,...,n}.

Ps ~ Ps .

= =pi—w; =, Vje{l,2,...,s—1

Wa Hj = Pj — Wy Ws VSR s—1}
(9.14)

|\

~

Corollario 9.6

11 valore ottimo dei modelli primale LPkp e duale D(LPkp) ¢é:

s—1
rCc
2(LPkp) = Y _pj + ps-— = 2(D(LPxp)) (9.15)
=1 °

&

~

e La dimostrazione procede in tre passi:

1. mostriamo che (9.13) & una soluzione ammissibile del modello primale LPgkp;
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2. mostriamo che (9.14) ¢ una soluzione ammissibile del modello duale D(LPkp);
3. mostriamo che le due soluzioni ammissibili hanno lo stesso valore della funzione

obiettivo.

Quindi, per la dualita forte della PL, (9.13) e (9.14) sono una coppia di soluzioni ottime
primale e duale.

Dimostrazione.

1. Abbiamo:

ijxj Zw]—i-ws Zw]—i-c—ij—c
jES Ws

quindi il vincolo (9.2b) ¢ soddisfatto.

Poiché rc < w,, abbiamo 0 < Z; < 1, per ogni j € .#. Di conseguenza, i vincoli

(9.8a) e (9.8b) sono soddisfatti.

Quindi (9.13) ¢ una soluzione ammissibile del modello primale LPgkp.

Dimostrazione.

2. Per ogni j € {1,2,...,s — 1}, abbiamo:

e, per ogni j € {s,s+ 1...,n}, abbiamo:

wﬂr—i-,u]—w]&>pJ poiché &2&
ws Ws  Wj
quindi i vincoli (9.9b) sono soddisfatti.
Abbiamo 7 > 0. Per ogni j € {1,2,...,s — 1}, abbiamo:
Dj — wj p—5>0 poiché &Zp—s
Ws W Ws

di conseguenza, fi; > 0 per ogni j € .#. Quindi il vincolo (9.9¢) e i vincoli (9.9d)
sono soddisfatti.

Quindi (9.14) ¢ una soluzione ammissibile del modello duale D(LPkp).
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3. Per le funzioni obiettivo abbiamo:

s—1
ijfj = ij + ps %
j=1 °

JjES
s—1 » s—1
SR >
j=1 B j=1
Ps | p
S S
=c— + i —w
ws Z (p] ! ws>
7=1
=c7m+ Z fij
jes

quindi i valori delle funzioni obiettivo primale e duale coincidono.

Quindi, per la dualita forte della PL, (9.13) e (9.14) sono una coppia di soluzioni ottime

primale e duale.
O

s

-

Nella maggior parte delle istanze del KP il rapporto fra z(LPkp) e z(ILPkp) supera di poco
uno: z(LPkp) ¢ tipicamente un upper bound stretto per z(ILPkp).

N

J

e Riportiamo una dimostrazione alternativa delle formule (9.13). Procediamo per assurdo,

dimostrando che una soluzione diversa non pud essere ottima.

e In questa dimostrazione supponiamo che gli oggetti con la stessa efficienza siano fusi in
un unico oggetto. Poiché possiamo scegliere qualunque frazione di un oggetto, questo non

cambia il problema, ed evitiamo di discutere le soluzioni simmetriche.

Dimostrazione. Supponiamo che & = (1, To,...,T,) sia una soluzione ottima di LPkp
diversa da & = (1, T2, . . ., &) determinata con le formule (9.13). Ogni soluzione ottima
di LPkp ha peso totale pari a ¢, cio¢ il vincolo (9.2b) & soddisfatto all’'uguaglianza
(altrimenti si puo migliorare).

Supponiamo che non esista una coppia di oggetti h < k con T < 1 e T > 0. Allora
x seleziona gli oggetti in ordine di efficienza, riempiendo lo zaino oggetto per oggetto
fino al peso ¢: questa é esattamente &, assurdo. Quindi una tale coppia di oggetti h < k
esiste (il caso k = s ¢ incluso).

Sia:
d:min{ W T , Wh (1—i’h) }>0

Costruiamo una nuova soluzione ammissibile & = (Z1,Z9,...,2,) identica a & tranne

Autore: Fabio Furini
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che:

Per la definizione di d, abbiamo Z; > 0 e Z;, < 1, e & € una soluzione ammissibile poiché:

. d
E w; T = E wjxj—l—wh—h—wk— E W; Tj =c¢

JjES jES jES

Il valore della funzione obiettivo di & é:

dpidi=)> piTi+d (i—z pk) > pia;
JjeSI JES —_—— jes
>0 poiché ph>5fz
Allora il valore della funzione obiettivo di & ¢ maggiore del valore della funzione obiettivo
di &, contro il fatto che & é una soluzione ottima.
La disuguaglianza stretta pp,/wy, > pi/wy vale per ogni h < k, poiché gli oggetti con la
stessa efficienza sono stati fusi. O

Esempio 9.8: soluzioni primale e duale dei modelli PL

Per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1, abbiamo s = 3 e rc = 4.

Con le formule (9.13), calcoliamo la seguente soluzione ottima del modello LPkp:

2
1'1:532:1, IL‘3=§, 1'4:535253620
Con le formule (9.14), calcoliamo la seguente soluzione ottima del modello D(LPxkp):

4 4 10 4
= -, ~:6—2—:—7 ~:5—3—:1, ~=~:~:~:O
Q0 3 231 3 3 M2 3 U3 = {4 = p5 = U6

Con la formula (9.15), il valore ottimo di entrambi i modelli PL, primale e duale, é:

49
Zp]ers —6+5+8§=—
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9.4.3 Alcune proprieta teoriche importanti

e Le due proposizioni seguenti mostrano che il rapporto fra z(LPkp) e z(ILPkp) ¢ al pin
due per tutte le istanze del KP. Inoltre, esistono istanze per cui il valore due si raggiunge
asintoticamente quando la capacita ¢ — 4o0.

Proposizione 9.7

Per ogni istanza del KP abbiamo:

Z(LPKP)

z(ILPkp) =2 (210

Dimostrazione. Consideriamo due soluzioni ammissibili del modello ILPkp:
1. La soluzione che seleziona tutti gli oggetti che precedono 'oggetto critico:
;=1 Vje{l,2,...,s—1} e z;=0, Vje{s,s+1,...,n}

che & ammissibile per definizione di oggetto critico, e fornisce il lower bound valido:

s—1

> pj < 2(ILPkp)
j=1

2. La soluzione che seleziona solo I'oggetto critico:
z; =0, Vie I \{s} e z,=1
che ¢ ammissibile per I'ipotesi ws < ¢, e fornisce il lower bound valido:

ps < z(ILPkp)

Sommando le due disuguaglianze otteniamo:

s—1

2 2(ILPkp) > > pj +ps > 2(LPxp)
j=1

e quindi:
Z(LPKP) <9
Z(ILPKP) -

O

Proposizione 9.8

Esistono istanze del KP tali che:

Z(LPKP)
Z(ILPKP)

—2 per c¢— 400 (9.17)
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Dimostrazione. Dato 9 € Zx>1, consideriamo l'istanza del KP con capacita dello zaino
c =219 e n =2 oggetti con i seguenti profitti e pesi:

p=1 wi=09+1 e pp=1, wy=v+1

Poiché si puo selezionare un solo oggetto, una soluzione ottima &(ILPkp) del modello
ILPkp é:
I = 1, o = 0 (S} Z(ILPKP) =1

L’oggetto critico ¢ s = 2, e la capacita residua é:
rce=20—(W+1)=9-1

Di conseguenza, una soluzione ottima &(LPkp) del modello LPkp é:

9 —1 9 —1 29
] =1 Tg = LP =1 =
1 5 T2 Tl e z(LPkp) +19+1 91
Ne segue che:
2(LPxp) 2 2(0+1)—2 2
S22 = lim = lim & T — lim 2—-——— =
Y——+o00 Z(ILPKP) 9—+o0 1 Y——+o00 J+1 Y——+00 9+1

—0

Di conseguenza, concludiamo che:

z(LPxp)

—— 0 —
~(ILPxp) per c— 400

9.5 Upper bound per il problema dello zaino 0/1

e Le due proposizioni seguenti richiedono che gli oggetti siano ordinati per
efficienza non crescente.

Proposizione 9.9: upper bound di Dantzig

Per ogni istanza del KP abbiamo:

s—1
rc

2(ILPkp) < ) pj + {ps w—J (9.18)
j=1 s

UBp

e UBp si chiama upper bound di Dantzig per il KP.
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Dimostrazione. Abbiamo:

[2(LPkp)] ij + s —S Zp] {ps —J

che ¢ un upper bound valido per z(ILPkp) poiché p; € Z>1, per ogni j € 7. O

e Il bound di Martello-Toth usa gli oggetti s—1 e s+1. Poiché wy < ce Zj w; > c abbiamo
s > 2, quindi 'oggetto s — 1 esiste sempre. Se s = n 'oggetto s+ 1 non esiste, e poniamo

Prt1/Wnt1 := 0: in questo caso UBy = Zji p;-

Proposizione 9.10: upper bound di Martello-Toth

Per ogni istanza del KP abbiamo:
Z(ILPKP) < UBMT = max{ UBo, UB1 } (919)

dove

s—1
UBO = Zp] + | rc ps—i—lJ
J=1

Ws41

s—1
UB; = ij SR (=) Zs_llJ
- 5—

e UByir si chiama upper bound di Martello-Toth per il KP.

Dimostrazione. Poiché x5 non pud assumere un valore frazionario, una soluzione ottima
Z(ILPkp) si ottiene da una soluzione ottima &(LPkp) o senza l'oggetto critico s o con
l'oggetto critico s, e quindi togliendo almeno uno dei primi s — 1 oggetti.

1. Se l'oggetto critico é escluso, abbiamo z(ILPkp) < UBg poiché la capacita residua

rc si riempie con oggetti di efficienza massima possibile Poil

2. Se loggetto critico & incluso, abbiamo z(ILPkxp) < UB; poiché supponiamo
che l'oggetto da togliere abbia esattamente il peso minimo necessario ws; — rc e

Iefficienza minima possibile - Ps— 11

O

Esempio 9.9: upper bound di Dantzig e di Martello-Toth

Per l'istanza del KP dell’Esempio 9.1, con la formula (9.18) calcoliamo "upper bound di
Dantzig:
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2 P4 9 36
UB():ij—l— rc—|=6+5+[4-|=11+|—| =16

Wyq

2
UB =) pj+ p3—(w3—7"0)%22 =6+5+ {8—(6—4) J =1+ L”J =15

UBMT:maX{ UBy, UB; }:max{ 16, 15 }:16

Per questa istanza del KP, I'upper bound di Martello-Toth é forte quanto I'upper bound di
Dantzig.

. J

9.6 Un modello PLI per il problema del subset sum

Il problema del subset sum e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.2) sono definiti nel
Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.3.

e Introduciamo le seguenti n variabili binarie:

1 se l'oggetto j € selezionato nel sottoinsieme
x; Vje S, (9.20)

0 altrimenti

' )
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

del subset sum (SSP) ¢ il seguente:

max Z wj T; (9.21a)
jeS

soggetto a Z w;z; < c, (9.21b)
jes

z; € {0,1}, Vje .7 (9.21¢)

Questo modello PLI si chiama modello ILPggp.

(& J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPggp:

— la funzione obiettivo lineare (9.21a) massimizza il peso totale degli oggetti selezionati
nel sottoinsieme;
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— il vincolo (9.21b) garantisce che il peso totale degli oggetti selezionati non superi il
valore obiettivo (un vincolo lineare);

— infine, i vincoli (9.21¢) definiscono le variabili del modello PLIL.

e Il modello ILPggp ¢ il modello ILPkp con p; = wj, per ogni j € #: la risposta al SSP ¢
si se e solo se z(ILPggp) = c.

Esempio 9.10: modello ILPggp

Consideriamo un valore obiettivo ¢ = 9 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n =6), con i seguenti pesi:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
w; |2 3 6 7 5 9

Questa ¢é Iistanza del SSP dell’Esempio 2.2. Il modello IL.Pgsp per questa istanza é:

max 2 x1 +3 a9 +6 xz3 +7 4 +5 x5 +9 x4
soggettoa 2 x1 +3 xz2 +6 x3 +7 x4 +5 x5 +9 28 < 9
x1, z2, x3, x4, x5, xg € {0,1}
Una soluzione ottima &(ILPggp) é:
T1=1, T2=0, 23=0, T4y=1, 5=0, =0

Il valore ottimo z(ILPggp) € 9 = ¢, quindi la risposta al SSP é si. Il sottoinsieme associato é
S ={1,4}. La soluzione ottima non ¢ unica: anche i sottoinsiemi {2,3} ¢ {6} raggiungono

il valore obiettivo.
- J

9.7 Un modello PLI per il problema dello zaino limitato

Il problema dello zaino limitato e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.3) sono definiti nel
Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.4.

e Introduciamo le seguenti n variabili intere:

xj = numero di copie dell’oggetto j inserite nello zaino VjeZ. (9.22)
' \
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema
dello zaino limitato (BKP) ¢ il seguente:
max ij iy (9.23a)
jeSs
soggetto a Z Waas = & (9.23b)
jeSI
zj € {0,1,...,b;}, Vje .~ (9.23¢)
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L Questo modello PLI si chiama modello ILPgkp. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPgkp:
— la funzione obiettivo lineare (9.23a) massimizza il profitto totale delle copie degli
oggetti selezionate nello zaino;

— il vincolo (9.23b) garantisce che il peso totale delle copie selezionate non superi la
capacita dello zaino (un vincolo lineare);

— infine, i vincoli (9.23c) definiscono le variabili del modello PLI: ogni oggetto j si
prende al pit b; volte.

Esempio 9.11: modello ILPgkp

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 9 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n = 6), con i seguenti profitti, pesi e copie disponibili:

=1 j=2 §=8 j=4 j=5 =0

P 6 5 8 9 6 7
w; 2 3 6 7 5 9
b; 2 2 1 1 1 1

Questa ¢é l'istanza del BKP dell’Esempio 2.3. Il modello ILPpkp per questa istanza é:

max 6 x1 +5 9 +8 w3 +9 x4y +6 x5 + 7 x4

soggettoa 2 ;3 +3 x2 +6 x3 +7 x4 +5 5, +9 x5 < 9
2., T2 € {0,1,2}
T3, T4, Ts5, rg € {0,1}

Una soluzione ottima &(ILPpkp) é:

11 valore ottimo z(ILPpkp) ¢ 18. La soluzione ottima associata del BKP prende due copie

dell’oggetto 1 e una copia dell’oggetto 5, ed € I'unica soluzione ottima.
(& J

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 21


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

9.8 Un modello PLI per il problema dello zaino illimitato

Il problema dello zaino illimitato e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.4) sono definiti nel
Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.5.

e Introduciamo le seguenti n variabili intere:

x; = numero di copie dell’oggetto j inserite nello zaino Vje s, (9.24)

'a \
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

dello zaino illimitato (UKP) ¢ il seguente:

max ij a5 (9.25a)
jeI

soggetto a Z wjz; <, (9.25D)
jeS

T € ZZ()’ Vje ~. (925C)

Questo modello PLI si chiama modello ILPykp.
S J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPykp:

— la funzione obiettivo lineare (9.25a) massimizza il profitto totale delle copie degli
oggetti selezionate nello zaino;

— il vincolo (9.25b) garantisce che il peso totale delle copie selezionate non superi la
capacita dello zaino (un vincolo lineare);

— infine, i vincoli (9.25¢) definiscono le variabili del modello PLI; il vincolo di capacita
da gia x; < bj = |c/wj], per ogni j € Z.

Esempio 9.12: modello ILPykp

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 9 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n = 6), ciascuno disponibile in un numero illimitato di copie, con i seguenti profitti e pesi:

d=1 =2 =8 j=4 j=5 §=0

9
6 7 b} 9

(=}
t
oo
=}
\]

by

wj 2

w

Questa ¢é l'istanza del’UKP dell’Esempio 2.4. 1l modello ILPykp per questa istanza é:

max 6 1 +5 x99 +8 xz3 +9 x4 +6 x5 + 7 wxg

IA
©

soggettoa 2 x1 +3 xo +6 3 +7 x4 +5 x5 +9 x4

x1, x2, x3, Ly, Ts, Ze € ZZO
Una soluzione ottima &(ILPykp) é:

$1:4, x2:0, $C3:0, 5420, f5:0, 556:0

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 22


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/combinatorial-optimization-problems/knapsack/the-unbounded-knapsack-problem/
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Il valore ottimo z(ILPykp) € 24. La soluzione ottima associata dell’'UKP prende quattro
copie dell’oggetto 1, ed é 'unica soluzione ottima.

9.9 Un modello PLI per il problema dello zaino multidimensio-
nale

Il problema dello zaino multidimensionale e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.5) sono
definiti nel Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.6.

e Introduciamo le seguenti n variabili binarie:

1 se l'oggetto j ¢ selezionato nello zaino
;= Vje s, (9.26)

0 altrimenti

( A
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

dello zaino multidimensionale (MDKP) & il seguente:

max Z Pj T (9.27a)
jeS
soggetto a Z we Tj < ¢4, Vd € 2, (9.27Db)
jE€S
z; € {0,1}, Vje.s (9.27¢)

Questo modello PLI si chiama modello ILPypkp.-
& J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPypkp:
— la funzione obiettivo lineare (9.27a) massimizza il profitto totale degli oggetti sele-
zionati nello zaino;

— 1 vincoli (9.27b) garantiscono che, in ogni dimensione d, il peso totale degli oggetti
selezionati non superi la capacita c¢q (k vincoli lineari, uno per ogni dimensione);

— infine, i vincoli (9.27¢) definiscono le variabili del modello PLI.

Esempio 9.13: modello ILP\pkp

Consideriamo uno zaino a 2 dimensioni (k = 2) con capacita ¢; = 10 e ¢ = 12, e un insieme
& =1{1,2,3,4} di 4 oggetti (n = 4), con i seguenti profitti e pesi:

g=1 =2 §=8 5=

D; 6 7 5 9
’wlj 4 5 3 7
w2 6 4 5 3

Questa ¢ l'istanza del MDKP dell’Esempio 2.5. Il modello ILPyipkp per questa istanza é:
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max 6 x;1 +7 a2 +5 x3 +9 x4

soggettoa 4 x1 +5 x2 +3 a3 +T7 x4 < 10
6 21 +4 2 +5 23 +3 4 < 12
1, T2, 3, ry € {0,1}

Una soluzione ottima &(ILPypkp) é:
F1=0, 9=0, F3=1, F4=1

11 valore ottimo z(ILPypkp) ¢ 14. La soluzione ottima associata del MDKP ¢ S = {3,4},

ed é 'unica soluzione ottima.
\\ J

9.10 Un modello PLI per il problema degli zaini multipli

I1 problema degli zaini multipli e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.6) sono definiti nel
Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.7.

e Introduciamo le seguenti n m variabili binarie:

1 se l'oggetto j € inserito nello zaino k
Tjp = Vje I, Vke . (9.28)

0 altrimenti

( R
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

degli zaini multipli (MKP) ¢ il seguente:

max Z ij B (9.29a)

keX jeI
soggetto a Z w; Tk < C, Vk e X, (9.29Db)
JjES
> ap <1, Vje .z, (9.29¢)
kex

xji € {0,1}, Vje s, Vkex. (9.29d)

Questo modello PLI si chiama modello ILPykp.
(. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPpykp:

— la funzione obiettivo lineare (9.29a) massimizza il profitto totale degli oggetti inseriti
negli zaini;

— ivincoli (9.29b) garantiscono che, in ogni zaino k, il peso totale degli oggetti assegnati
non superi la capacita ¢, (m vincoli lineari, uno per ogni zaino);

— 1 vincoli (9.29¢) garantiscono che ogni oggetto sia inserito in al pitt uno zaino (n
vincoli lineari, uno per ogni oggetto);
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— infine, i vincoli (9.29d) definiscono le variabili del modello PLI.

Esempio 9.14: modello ILPykp

Consideriamo m = 2 zaini con capacita ¢; = 10 e ¢ = 12, e un insieme . = {1,2,3,4,5}
di 5 oggetti (n = 5), con i seguenti profitti e pesi:

|i=1 j=2 j=3 j=4 j=5

8 S 7 9
4 6 5 3 7

(=}

Dj
Wy

Questa ¢ l'istanza del MKP dell’Esempio 2.6. 11 modello ha 10 variabili, quindi scriviamo
un vincolo per riga. Il modello ILPyxp per questa istanza é:

max 6x11+8xo1 +5x31 +7xy1 +9251

+6x19 +8xo9 +5x39 + 740 + 950

soggetto a  4x11 + 6221 + 531 + 3741 + 751 < 10
4119+ 6299 +5x39 + 340 + 750 < 12
T11 + T12 < 1
To1 + T2 < 1
Z31 + T32 < 1
T41 + T42 < 1
T51 + T52 < 1

T11, T21, T31, Tal, Tsl, T12, T2, T32, Ta2, Ts2 € {0,1}
Una soluzione ottima & (ILPykp) é:
T11 =T91 =1, Tgo = T59 =1, e tutte le altre variabili pari a 0.

Il valore ottimo z(ILPykp) € 30. La soluzione ottima associata del MKP ¢ (5‘1,5’2) =
({1,2},{4,5}). La soluzione ottima non ¢ unica: ({2,4},{1,5}) e ({4,5},{1,2}) hanno lo
stesso valore.
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9.11 Un modello PLI per il problema dello zaino a scelta multipla

I1 problema dello zaino a scelta multipla e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.7) sono
definiti nel Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.8.

e Introduciamo le seguenti n variabili binarie:

1 se l'oggetto j ¢ selezionato nello zaino
Tj = Vje s, (9.30)
0 altrimenti
'd ~\
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema
dello zaino a scelta multipla (MCKP) é il seguente:
max ij 75 (9.31a)
jeI
soggetto a Z wjz; <, (9.31b)
jes
S zi=1, Vhe{1,2,...,q}, (9.31c)
JESh
z; € {0,1}, Vje s, (9.31d)
Questo modello PLI si chiama modello ILPyickp.-

\ J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPyickp:
— la funzione obiettivo lineare (9.31a) massimizza il profitto totale degli oggetti sele-
zionati nello zaino;

— il vincolo (9.31b) garantisce che il peso totale degli oggetti selezionati non superi la
capacita dello zaino (un vincolo lineare);

— ivincoli (9.31c) garantiscono che da ogni classe sia selezionato esattamente un oggetto
(¢ vincoli lineari, uno per ogni classe);

— infine, i vincoli (9.31d) definiscono le variabili del modello PLI.

Esempio 9.15: modello ILPyckp

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 15 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n = 6), partizionato in ¢ = 3 classi _#1 = {1,2}, #» ={3,4} e #3 = {5,6}, con i seguenti
profitti e pesi:

| j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
Dj 6 8 5 7 4 9
w; 4 6 5 8 3 7
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max 6 1 +8 9 +5 x3 +7 x4 +4 x5 +9 xg
soggettoa 4 z; +6 22 +5 w3 +8 x4 +3 x5 +T7 x5 < 15
T + T2 = 1
T3 + x4 = 1
Ts5 + x5 = 1
z1, z2, x3, x4, x5, z¢ € {0,1}
Una soluzione ottima &(ILPyckp) é:
Z1=1, 22=0, Z3=0, Z4=1, Ts=1, =0
I valore ottimo z(ILPyckp) ¢ 17. La soluzione ottima associata del MCKP & S = {1, 4, 5}.
La soluzione ottima non ¢ unica: il sottoinsieme {2,3,5} ha lo stesso valore.

- J

9.12 Un modello PLI per il problema dello zaino con setup

I1 problema dello zaino con setup e la sua istanza di riferimento (Esempio 2.8) sono definiti nel
Capitolo 2 «Problemi di zaino», Sezione 2.9.

e Introduciamo le seguenti n variabili binarie:

1 se l'oggetto j & selezionato nello zaino
Tj = Vje 7. (9.32)
0 altrimenti
e Introduciamo le seguenti ¢ variabili binarie:
1 se la classe h & attivata (si paga il suo setup)
Yn = Vh e {1,2,...,q}. (9.33)
0 altrimenti

( N\

Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema
dello zaino con setup (KPS) ¢ il seguente:
q
max Z P Tj — Z Tnyn (9.34a)
jes h=1
q
soggetto a Z Wiy W A Z Shyn < ¢, (9.34b)
JES h=1
zj < yn, Vh e {1,2,...,q}, Vi€ Zn, (9.34c)
z; €{0,1}, Vie.Z,  (9.34d)
yp € {0, 1}, Vhe{1,2,...,q}. (9.34e)
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L Questo modello PLI si chiama modello ILPkps. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPkps:

— la funzione obiettivo lineare (9.34a) massimizza il ricavo totale degli oggetti selezio-
nati meno i costi di setup delle classi attivate;

— il vincolo (9.34b) garantisce che il peso totale degli oggetti selezionati pi i pesi di
setup delle classi attivate non superi la capacita dello zaino (un vincolo lineare);

— 1 vincoli (9.34c) garantiscono che un oggetto si possa selezionare solo se la sua classe
¢ attivata (n vincoli lineari, uno per ogni oggetto);

— infine, i vincoli (9.34d) e (9.34¢) definiscono le variabili del modello PLI.

Esempio 9.16: modello ILPkps

Consideriamo uno zaino di capacitd ¢ = 20 e un insieme . = {1,2,3,4,5,6} di 6 oggetti
(n = 6), partizionato in ¢ = 2 classi #1 = {1,2,3} e # = {4,5,6}, con costi di setup
f1 =3, fo =4, pesi di setup s1 = 2, so = 3, e i seguenti ricavi e pesi:

‘j:1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

6 8 b} 7 9 4
4 ) 3 6 7 2

by
Wy

Questa ¢ l'istanza del KPS dell’Esempio 2.8. Il modello ILPkpg per questa istanza é:

max 6 1 +8 w2 +5 x3 +7 24 +9 x5 +4 ¢ —3 y1 —4 Yy

soggettoa 4 x1 +5 3 +3 x3 +6 x4 +7 x5 +2 26 +2 1 +3 y2 < 20
z1 - < 0

) - < 0

x3 - < 0

T4 —y2 < 0

Z5 — Y2 < 0

Z6 —y2 < 0

z1, 9, z3, T4, x5, T e {0,1}

Y1, y2 € {0,1}

Una soluzione ottima &(ILPkps), y(ILPkpg) é:
51:532:.%3:1, :1:42335:0, .f6:1, :gl:]jQ:l

11 valore ottimo z(ILPkpg) ¢ 16. La soluzione ottima associata del KPS ¢ S = {1,2,3,6}.

La soluzione ottima non ¢ unica: i sottoinsiemi {1, 2,3} e {4,5,6} hanno lo stesso valore.
. J
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9.13 Errori tipici

Attenzione

e Dimenticare di ordinare gli oggetti. Le formule (9.13), (9.14) e i bound valgono
solo se gli oggetti sono ordinati per efficienza non crescente: con un altro ordine il
vettore (9.13) ¢ ammissibile ma non ottimo.

e Usare z(LP-Oxp) come bound. Il primo rilassamento non ha limiti superiori sul-
le variabili, ed ¢ molto pit debole: nell’Esempio 9.1 da 27, contro 4—?? del secondo
rilassamento.

e Arrotondare quando i profitti non sono interi. I bound UBp e UBy;r arroton-
dano per difetto la parte frazionaria: questo ¢ valido solo perché tutti i profitti sono
interi.

o Confondere 'oggetto critico con 1’ultimo oggetto selezionato. L’oggetto cri-
tico s ¢ il primo oggetto che non entra: nell’Esempio 9.1 ¢ s = 3, mentre gli oggetti
1 e 2 sono selezionati per intero.

e Supporre che l'ottimo del rilassamento sia unico. Con oggetti di uguale
efficienza il problema LPkp ha altre soluzioni ottime; le formule (9.13) ne danno
una.

e Copiare il modello ILPkp nelle varianti. Nel BKP e nel’lUKP le variabili sono
intere, non binarie; nel MCKP i vincoli di classe (9.31¢) sono uguaglianze; nel KPS,
senza i vincoli (9.34c) il modello seleziona oggetti con y, = 0 e non paga mai un
setup.

9.14 In sintesi

In sintesi

e Il modello ILPkp ha una variabile binaria per oggetto, un vincolo di capacita e
I'obiettivo di massimizzare il profitto totale.

e [l rilassamento LPkp si risolve ordinando gli oggetti per efficienza non crescente: gli
oggetti prima dell’oggetto critico sono selezionati, ’oggetto critico si prende in parte,
gli altri si scartano.

e Il duale di LPxp ha la soluzione ottima 7 = ps/ws, ¢ z(LPkp) non supera mai il
doppio di z(ILPkp).

e Arrotondando per difetto z(LPkp) otteniamo il bound di Dantzig; il bound di
Martello-Toth considera separatamente 1'oggetto critico escluso e incluso.

e Ogni variante del Capitolo 2 «Problemi di zaino» cambia un ingrediente del modello
ILPkp: variabili intere (BKP, UKP), un vincolo di capacita per dimensione (MDKP),
una variabile per oggetto e zaino (MKP), un’uguaglianza per classe (MCKP), variabili
di setup yp, con z; <y (KPS); il SSP ¢ il KP con p; = w;.
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Quadro riassuntivo dell’Esempio 9.1. Upper bound su z(ILPkp) calcolati in questo
capitolo:

Bound Valore Da

Primo rilassamento 27 z(LP-Okp), oggetto 1 con § copie

Secondo rilassamento % z(LPkp), oggetto critico s = 3

Bound di Dantzig 16 | 2]

Bound di Martello-Toth 16 max{16, 15}

Valore ottimo 15  soluzione {1,4} del modello
ILPkp

Il gap fra il miglior upper bound (16) e il valore ottimo (15) si chiude con gli algoritmi
esatti dei capitoli successivi.
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Capitolo 10

Formulazioni dei problemi di packing

Prerequisiti

e Dal modulo Programmazione lineare, Capitolo 9 «Teoria della dualitay: il duale di un
problema LP, dualita debole e forte.

e Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 1 «Programmazione lineare in-
tera» e Capitolo 2 «Bound primali e duali»: problemi PLI, rilassamenti lineari e

bound.

e Da questo modulo, Capitolo 3 «Problemi di packing»: il problema e le sue ipotesi.

Obiettivi

Al termine di questo capitolo saremo in grado di:

e scrivere il modello PLI del problema del bin packing e spiegare il legame fra le variabili
di assegnamento e le variabili di attivazione;

e scrivere i due rilassamenti lineari e i loro duali, e dimostrare che il loro valore ottimo
e X wi/c;

e arrotondare per eccesso il bound del rilassamento per ottenere un lower bound sul
numero di contenitori;

e dimostrare che il bound del rilassamento ¢ almeno la meta del valore ottimo, e che il
fattore é tight;

e scrivere il modello PLI del problema del cutting stock, con variabili intere per le copie
degli oggetti.
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10.1 Panoramica della famiglia

e [ modelli PLI dei problemi di packing usano un upper bound m sul numero di contenitori
e 'insieme % = {1,2,...,m} dei contenitori che si possono usare.

e Le variabili di assegnamento z;, mettono gli oggetti j € .# nei contenitori b € %, e le
variabili di attivazione binarie y; dicono se il contenitore b é usato.

e Ogni contenitore da un vincolo di capacita, che collega anche i due tipi di variabili, e la
funzione obiettivo minimizza il numero ) ;. » 5 di contenitori usati.

I modelli di packing sono modelli di assegnamento: ogni oggetto, o ogni copia di un
oggetto, & assegnato a un contenitore usato, e gli oggetti assegnati a un contenitore ne
rispettano la capacita. I membri della famiglia cambiano il dominio delle variabili di
assegnamento.

e La tabella elenca i membri della famiglia, con il nome del loro modello PLI e la sezione
che lo scrive.

Problema Modello Variabili di assegnamento Sezione
BPP ILPBPP binarie Tjb 10.2
CSp ILPcsp intere xj, le copie dell’oggetto j nel 10.5

contenitore b

10.2 Un modello PLI per il problema del bin packing

Il problema di questa sezione ¢ il problema del bin packing (BPP), definito nel Capitolo 3
«Problemi di packing».

e Dato un upper bound m € Zx>2 sul numero di contenitori usati in una qualunque soluzione
ottima del BPP, introduciamo le seguenti mn variabili binarie:

{1 se 'oggetto j ¢ inserito nel contenitore b
Tjp =

0 altrimenti
Vie{l,2,...,n}, Vbe{l,2,...,m},
= ——

e le seguenti m variabili binarie:

1 se il contenitore b & usato
Yp = Vbe{1,2,...,m}.
————

—2

0 altrimenti

Il numero n di oggetti ¢ un upper bound valido sul numero minimo di contenitori ne-
cessari per inserire tutti gli oggetti poiché, nel caso peggiore, ogni oggetto € inserito in
un contenitore diverso. Anche il numero di contenitori usati in una qualunque soluzione
ammissibile del BPP ¢ un upper bound valido.
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-

Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema
del bin packing (BPP) ¢ il seguente:

Questo modello PLI si chiama modello ILPgpp.

~N

min Z Yb (10.1a)

be B
soggetto a Z Wy — 1, Vje S, (10.1b)
be B
= wj zip+ ey =0, Vb € B, (10.1c)
jeI
xj, € {0,1}, Vje s, Vbe B, (10.1d)
u € {0, 1}, Vb € AB. (10.1e)

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPgpp:

— la funzione obiettivo lineare (10.1a) minimizza il numero totale di contenitori usati;

i vincoli (10.1b) garantiscono che ogni oggetto sia inserito in esattamente un conte-
nitore, cosi che tutti gli oggetti siano inseriti (n vincoli lineari);

— 1 vincoli (10.1¢) collegano le variabili di assegnamento alle variabili di attivazione e
impongono i limiti di capacita: se il contenitore b é usato, il peso dei suoi oggetti &
al piu ¢; se non é usato, non contiene oggetti (m vincoli lineari);

infine, 1 vincoli (10.1d) e (10.1e) definiscono le variabili del modello PLI.

Spiegazione del legame fra le variabili

Se almeno un oggetto ¢é inserito nel contenitore b, allora il contenitore & usato.
L’implicazione logica &

(‘le OR x9, OR ... OR xnb) —  Yp-

Poiché w; > 0, inserire un oggetto nel contenitore b da Zje g wjzj, > 0, e il vincolo
Zjef wjzjp, < cyp impone yp, = 1.

Se il contenitore b non & usato, allora é vuoto. E la contronominale dell’implicazione

precedente. Per y, = 0 il vincolo diventa ) w;z;p < 0, e poiché w; > 0 otteniamo

jes
xj, = 0 per ogni oggetto j.

Se il contenitore b é usato, allora contiene almeno un oggetto, ma solo in una
soluzione ottima. I vincoli non lo impongono. Tuttavia, se x;, = 0 per ogni j e y, = 1,
porre y, = 0 mantiene soddisfatti tutti i vincoli e diminuisce di uno il valore obiettivo.
Quindi, in ogni soluzione ottima, i contenitori vuoti non sono contati come usati.

Autore: Fabio Furini
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Esempio 10.1: modello ILPgpp

Consideriamo un contenitore di capacita ¢ = 10 e un insieme . = {1,2,3} di 3 oggetti
(n = 3), con i seguenti pesi degli oggetti:

‘j:1 j=2 j=3
wj‘ 7 6 3

Chiamiamo questa istanza del BPP Esempio 10.1.

Il modello ILPgpp con m = 3 per questa istanza del BPP é:

min Y1 +v% +y3
soggetto a x11  + x12 + 213 =1
To1  + To2 + T3 =1
r31 + T32 + 33 =1
— Tx11 — 691 — 3x31 + 10y >0
— Tx12 — 6o — 332 + 10y >0
— Tx13 — 693 — 3x33 + 10ys >0
T11, T2, T13, T21, T22, T23, T3, T32, T33, Y, Y2, y3 €1{0,1}
Una soluzione ottima &(ILPgpp) é:

Tin==a31=1, T12=T13=T21 =0, Too =1, To3=T32=7T33=0, ;1 =32=1, g3=0

Un’altra soluzione ottima, ottenuta permutando gli indici dei contenitori 1 e 2, é:
T1o=2T32=1, T11 =T13=T22=0, To1 =1, To3 =731 =T33=0, g1 =92=1, y3=0.

Il valore ottimo é:
Z(ILPBPP) =)

La soluzione ottima associata del BPP ¢ data dagli schemi di riempimento
P ={1,3} e P={2}
La soluzione ottima non € unica: anche gli schemi di riempimento {1} e {2,3} usano due

contenitori.
. _J
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10.3 Un primo rilassamento lineare

e 2
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPgpp, rilassiamo i vincoli (10.1d) e
(10.1e) con i seguenti:

xjp > 0, Vje I, Vbe B, (10.2a)
yp > 0, Vb € A. (10.2b)

Questo modello PL si chiama modello LP-Ogpp.
(& J

Esempio 10.2: modello LP-Ogpp

Il modello LP-Ogpp per l'istanza del BPP dell’Esempio 10.1 é:

min yi t+y2 +y3
soggetto a x11 + x12 + 713 =1l
T21  + X222 + 223 =1
x31  + T3 + T33 =1
— Tr1 — 6291 — 3x31 + 10y, >0
— Tx19 — 6299 — 3x32 + 10y» >0
— Tx13 — 6xa3 — 3x33 + 10y3 > 0

T11, T12, x13, x21, 22, x23, 31, z32, 33, Yt, Y2, Y3 > 0

Una soluzione ottima &(LP-Oppp) é:

. ~ - - _ - - _ . r 8
1‘1121‘1221‘13:9321:9322:932323331=$32ZCE33=57 y1=y2=y3=B
11 valore ottimo z(LP-Oppp) & %.
Di conseguenza, abbiamo il lower bound:
8
H < z(ILPgpp)
e, poiché Z(ILPBPP) ¢ intero, Z(ILPBPP) > (g—l = .
. J
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s a

Con

e una variabile duale libera p; per ogni vincolo (10.1b) (j € .#)

e una variabile duale non negativa m, per ogni vincolo (10.1c) (b € A)

il modello duale del modello LP-Ogpp ¢ il seguente:

max Z 14 (10.3a)
jES
soggetto a p; —w; m <0, VjeZ, Vbe B, (10.3b)
cmp < 1, Vb e A, (10.3¢)
pji 2 0, Vje Z, (10.3d)
mp > 0, Vb e A. (10.3e)

Questo modello PL si chiama modello duale D(LP-Ogpp).

\ J

Esempio 10.3: modello D(LP-Oppp)

Il modello duale D(LP-Ogpp) per l'istanza del BPP dell’Esempio 10.1 é:
max M1 + p2 + 13
soggetto a 1 — 7m <0
M1 — Tma <0
1 — Tm3 <0
2 — 6my <0
2 — 6my <0
2 — b3 <0
3 — 3m <0
3 — 3m2 <0
M3 — 3m3 <0
10m; <1
107T'2 S 1
1073 <1
M1, M2, M3 =
1, 2, 3 > 0
Una soluzione ottima (g, 7) di D(LP-Ogpp) é:
. 7 . 3 3 . . . 1
= -, = —, M1 = T9o = TTq = —
M=10 275 BT MTMTWTg
11 valore ottimo z(D(LP-Ogpp)) ¢ 5.
& J
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Proposizione 10.1

Una soluzione ottima del modello primale LP-Ogpp é:
- 1 .
Zip = —, Vje 7, Vbe B,
m
(10.4)
) Wi
gy = 292 Vb € B,
mec
e una soluzione ottima del modello duale D(LP-Oppp) é:
=2, Vies,
: (10.5)
Ty = —, Vb e A.
c
. J

Corollario 10.2

11 valore ottimo dei modelli primale LP-Ogpp e duale D(LP-Ogpp) ¢é:

Zjef Wy

z(LP-Oppp) = = 2(D(LP-Ogpp))

e La dimostrazione procede in tre passi:

1. mostriamo che (10.4) ¢ una soluzione ammissibile del modello primale LP-Oppp;
2. mostriamo che (10.5) ¢ una soluzione ammissibile del modello duale D(LP-Ogpp);

3. mostriamo che le due soluzioni ammissibili hanno lo stesso valore della funzione
obiettivo.

Quindi, per la dualita debole della PL, (10.4) e (10.5) sono una coppia di soluzioni ottime
primale e duale.

Dimostrazione.

1. Per ogni j € .#, abbiamo:
1 m
T:n = —_— = — = 1
D En=) =
be# be#
quindi i vincoli (10.1b) sono soddisfatti.
Per ogni b € £, abbiamo:
. _ 1 2jesW
—ij ij+cyb:—2wj — =L Ty
, , m m e
JjES jes
quindi i vincoli (10.1c) sono soddisfatti.

Abbiamo Z;, > 0 e g, > 0, per ogni j € # e ogni b € #, quindi i vincoli (10.2a) e
(10.2b) sono soddisfatti.
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Quindi (10.4) fornisce una soluzione ammissibile del modello primale LP-Oppp.

2. Per ogni b € % e ogni j € ., abbiamo:

~ - w; wy
e =L _ 24—
By~ Wi =", c
quindi i vincoli (10.3b) sono soddisfatti.
Per ogni b € £, abbiamo: .
cmp=-=1
c

quindi i vincoli (10.3c) sono soddisfatti.

Abbiamo fi; > 0 e 7, > 0, per ogni b € % e ogni j € .#, quindi i vincoli (10.3d) e
(10.3e) sono soddisfatti.

Quindi (10.5) fornisce una soluzione ammissibile del modello duale D(LP-Ogpp).
3. Per le funzioni obiettivo abbiamo:

Zgbzzzj,;jcwj _ Zjejwj _ Zﬂj

be# be# JjES

quindi i valori delle funzioni obiettivo primale e duale coincidono.

Quindi, per la dualita debole della PL, (10.4) e (10.5) sono una coppia di soluzioni ottime
primale e duale.
O

e Riportiamo una dimostrazione alternativa, che non usa la formulazione duale ma ragiona
direttamente sul valore minimo della funzione obiettivo imposto dai vincoli.

Proposizione 10.3

Una soluzione ottima del modello primale LP-Ogpp é:

1
Zjp = —, Vje.Z, Vbe R,
m
(10.7)
. W
gy = 292 Vb € B,
m C
e 1l valore ottimo & >
2(LP-Ogpp) = %. (10.8)
(. J

Dimostrazione. Sommando i vincoli di capacita (10.1c) su tutti i b € Z otteniamo
SIED ) D SIS SRS
be A beB je.s JES be B JjES
——
per (10.1b)=1
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quindi

> > %Z w;. (10.9)

beR jes

Quindi ogni soluzione ammissibile di LP-Ogpp soddisfa (10.9).

Consideriamo ora il punto definito in (10.7). Per ogni j € .#, abbiamo

. 1
Zxﬂ):mE:L

be#
quindi i vincoli (10.1b) valgono. Inoltre, per ogni b € %, abbiamo
1
s a1 o
Z“’J%b ij - Zw] €Y,
JjES JjES JjES

quindi i vincoli (10.1¢) valgono all’'uguaglianza. Infine, i vincoli (10.2a) e (10.2b) sono
soddisfatti per costruzione. Quindi il punto definito in (10.7) & una soluzione ammissibile
di LP-Ogpp.

Il valore obiettivo di (10.7) ¢
- Zjej wj 1
ZybzmTZEZ’wjv
beB jes

che coincide con il lower bound (10.9). Quindi il punto (10.7) & una soluzione ottima con
valore obiettivo (10.8). O

10.4 Un secondo rilassamento lineare

'd N\
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPgpp, rilassiamo i vincoli (10.1d) e

(10.1e) con i seguenti:

xjp > 0, Vje.#, Vbe R, (10.10a)
yp < 1, Vb € B, (10.10b)
yp > 0, Vb € B. (10.10c)

Questo modello PL si chiama modello LPgpp.
. J

Esempio 10.4: modello LPgpp

Il modello LPgpp per l'istanza del BPP dell’Esempio 10.1 é:
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min 1 +y2 + Y3
soggetto a x11  + x12 + T13 =1
To1  + X2 + X23 =1
31 + X3 + X33 =1
— Tz — 6291 — 3131 + 10y; >0
— Tz12 — 6299 — 3132 + 10y >0
— Tx13 — 6293 — 3x33 + 10y3 > 0
Y1 <1

Y2 <1

z11, r12, x13, z21, x22, x23, 31, x32, 33, Y1, Y2, y3 =20

Una soluzione ottima &(LPgpp) é:
1 8

Cﬁn:f12:5713:5721:5622:9?23:5031:97132:5633257 NN=Y2=Y3=—

11 valore ottimo z(LPgpp) ¢ %. Di conseguenza, abbiamo lo stesso lower bound di prima.

(& J

( N\

Con

e una variabile duale libera p; per ogni vincolo (10.1b) (j € .#)
e una variabile duale non negativa m, per ogni vincolo (10.1c) (b € A)

e una variabile duale non positiva A, per ogni vincolo (10.10b) (b € A)

il modello duale del modello LPgpp ¢ il seguente:

max > pit > A (10.11a)

jes be
soggetto a pj —w; m <0, Vje s, Vbe B, (10.11b)
cmp+ Ay < 1, Vb € &, (10.11¢)
i Z 0, Vje .z, (10.11d)
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m > 0, Vb € B, (10.11e)
A <0, Vb € A. (10.11f)

Questo modello PL si chiama modello duale D(LPgpp).

- J

Esempio 10.5: modello D(LPppp)

Il modello D(LPgpp) dell’Esempio 10.1 é:
max 11 + uo + us + A\ + X 4+ A3
soggetto a 1 — Tm <0
1 — Tma <0
M1 — Tm3
2 — 6m <0
12 — 6mo
2 — b3 <0
3 — 3m
w3 — 3m
H3 — 3m3 <0
107 +\1 <1
109 + X2 <1
1073 +A3 <1
H1s M2, M3 ; 0
1, o, 3 >0
A1, A2, A3 <0
11 valore ottimo z(D(LPppp)) & %. Una soluzione ottima (f, 7, 5\) di D(LPgpp) &:
ﬂ1_1_70’ fi2 % ﬂ3=1%, 7~T1=7~T2=7~T3=1—10, AM=X=X=0
L ),

e [ vincoli:

i <1, Vje s, Vbe B,

sono anch’essi validi poiché, per ogni j € .# e ogni b € %, abbiamo:
Tjp € {0, 1} = Zjb <1

ma sono implicati dai vincoli (10.1b).
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Proposizione 10.4

Una soluzione ottima del modello primale LPgpp é:
- 1 .
Tjp = Vje I, Vbe B,
(10.12)
. Wi
iy = @, Vb € B,
mec
e una soluzione ottima del modello duale D(LPgpp) é:
=2, Vies,
c
- 1 10.13)
Fp=-, Vbe B, (10.
c
=0, VbeAB.
. J

Corollario 10.5

I1 valore ottimo dei modelli primale LPgpp e duale D(LPgpp) ¢é:

Zjef Wy

Z(LPBPP) = = Z(D(LPBPP)) (10.14)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢é simile alla precedente. In piti, occorre osservare che

- Zje] Wy
Y= —""—
mc

<1, Vbe A,

poiché 3 wj/c < 2(ILPgpp) < m, dove l'ultima disuguaglianza vale perché m é un
upper bound sul numero di contenitori in una qualunque soluzione ottima del BPP. Di
conseguenza, anche i vincoli (10.10b) sono soddisfatti.

O
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10.4.1 Alcune proprieta teoriche importanti

e Le due proposizioni seguenti mostrano che il rapporto fra z(LPgpp) e z(ILPgpp) ¢ almeno
un mezzo per ogni istanza del BPP (per ipotesi z(ILPgpp) > 1, poiché gli oggetti non
entrano tutti in un solo contenitore). Inoltre, esistono istanze per cui il valore un mezzo
si raggiunge asintoticamente quando la capacita ¢ — +oc.

Proposizione 10.6

Per ogni istanza del BPP abbiamo:

Z(LPBPP)

—_ >
Z(ILPBPP) -

1
= 10.1
5 (10.15)

Dimostrazione. Consideriamo una soluzione ottima &(ILPgpp) di valore z = z(ILPgpp)
(numero di contenitori usati). Possiamo supporre, senza perdita di generalita, che i
contenitori 1,2,..., z siano quelli non vuoti.

In una soluzione ottima, due contenitori non possono avere entrambi peso totale degli
oggetti al pit ¢/2, altrimenti il loro contenuto si potrebbe unire in un solo contenitore

senza superare la capacita ¢ (contro I'ottimalita).

Se tutti i contenitori non vuoti hanno peso totale degli oggetti maggiore di ¢/2, allora

z Zje] L
} e =ies J g z(LPgpp) _ 1
¢ = . . — E ¢ — f— —_— > =5
Z Wy Z Z wjTjp > 2 5 PR z(ILPgpp) ~ 2

jes b=1jes

Altrimenti, supponiamo che esista un contenitore con peso totale degli oggetti al piu ¢/2.
Rinumerando i contenitori se necessario, sia il contenitore z, cosi che

. c
Z wj sz S 5
jeS
Poiché z > 1, esiste un altro contenitore, diciamo il contenitore 1; per 'ottimalita, deve

E wji‘jl—i- E wj'i‘jz > ¢,

jes jes

valere

e, per l'ottimalita, ogni contenitore in {2, 3, ...,z — 1} ha peso totale degli oggetti > ¢/2.
Quindi,

z z—1
dowi=) Y widiy =) Y widp + Y widp + Y w;dg
JES b=1 je.s b=2 je.s jes JES
>£(:-2) e
zje] wy
Cc 1 Z(LPBPP) 1
> —(2-2 = . > - 25
(Z ) te=2 2 % 2 Z(ILPBPP) -2

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 43


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

Proposizione 10.7

Esistono istanze del BPP tali che:

z(LPgpp) _>1
2(ILPppp) 2

per ¢ — +00 (10.16)

Dimostrazione. Dato ¥ € Zx>1, consideriamo listanza del BPP con capacita dei
contenitori ¢ = 2% e n oggetti con i seguenti pesi:

wj:19+1, Vje ~.

Nessun contenitore puo contenere piu di un oggetto, quindi ogni oggetto va inserito da
solo nel proprio contenitore. Quindi il valore ottimo del BPP &

z(ILPgpp) = n.

Per il rilassamento lineare abbiamo:

n(¥+1)
LP = —,
2(LPgpp) o
Ne segue che:
LP n(9+1) 11 1
lim m: lim 29— lim -4+ — | ==
Y—+o00 Z(ILPBPP) Y—+00 n Y9—+oo | 2 27 2

Di conseguenza, concludiamo che:

Z(LPBPP) -

1
—— = = 0 .
Z(ILPBPP) 2 o ¢ oo

O

e Le due proposizioni seguenti mostrano che il rapporto fra [z(LPppp)] e z(ILPgpp) ¢
almeno un mezzo per ogni istanza del BPP. Inoltre, esistono istanze per cui il valore un
mezzo si raggiunge asintoticamente quando il numero di oggetti n — +o0.

Proposizione 10.8

Per ogni istanza del BPP abbiamo:

(10.17)

Dimostrazione. Consideriamo una soluzione ottima &(ILPgpp) di valore z = z(ILPgpp)
(numero di contenitori usati). Possiamo supporre, senza perdita di generalita, che i
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contenitori 1,2, ...,z siano quelli non vuoti.

In una soluzione ottima, due contenitori non possono avere entrambi peso totale degli
oggetti al pit ¢/2, altrimenti il loro contenuto si potrebbe unire in un solo contenitore
senza superare la capacita ¢ (contro I'ottimalita).

Se tutti i contenitori non vuoti hanno peso totale degli oggetti maggiore di ¢/2, allora

z

. zc Dies Wi _ 2z > jes Wi AR
SumyTumey = U5 o [t [R]

jeS b=1 jes

Ee
e .1 . [(LPeep)] 1
pu— pu— 2'

= —
z 2 z(ILPgpp)

Altrimenti, supponiamo che esista un contenitore con peso totale degli oggetti al piu ¢/2.
Rinumerando i contenitori se necessario, sia il contenitore z. Allora abbiamo:

Py z—1 j
Su=3 Ywign > Y N wia > c-0f = <23 Y41

jes b=1 jE.¥ b=1jE.7 jeS

Poiché z ¢ intero, questo implica:

JES jES
Quindi:
(e | Sl [Pee)] 1
% -2 Z(ILPBPP) -2

O

Proposizione 10.9

Esistono istanze del BPP tali che:

[2(LPgpp)] 1
2(ILPppp) 2

per n — 400 (10.18)

Dimostrazione. Dato n € Z>2 (con n pari), consideriamo l'istanza del BPP con capacita

dei contenitori ¢ = n e n oggetti con i seguenti pesi:

c n
=—4+1=—=-+1 Vje .~.
Nessun contenitore pud contenere piu di un oggetto, poiché w; > ¢/2 per ogni j. Quindi

ogni oggetto va inserito da solo nel proprio contenitore, e il valore ottimo del BPP ¢

Z(ILPBPP) =n.
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Per il rilassamento lineare abbiamo:
csWi n(y+1
+(LPgpp) = 2jes Wi _ (3 +1) _ E+17
c n 2
quindi [2(LPgpp)| = § + 1 (poiché n ¢ pari). Ne segue che:
LP 241 1 1 1
lirf [Z(ILPBPPN = lim 2 + = lim 3 + - =
n——+0o0
z( BPP) n—-+o0o n n—-+o0o n
—0
Di conseguenza, concludiamo che:
LP 1

[(LPpep)] — B per n — +00.

O

Z(ILPBPP)

10.5 Un modello PLI per il problema del cutting stock

Il problema di questa sezione ¢ il problema del cutting stock (CSP), definito nel Capitolo 3

«Problemi di packing», con la sua istanza di riferimento.

e Dato un upper bound m € Zx>2 sul numero di contenitori usati in una qualunque soluzione

ottima del CSP, introduciamo le seguenti mn variabili intere:
x5 = numero di copie dell’oggetto j inserite nel contenitore b

Vie s, Vbe{l,2,...,m},
=%

e le seguenti m variabili binarie:
Vb e Z.

1 se il contenitore b ¢ usato

Y =
{0 altrimenti

Il numero totale jes d; di copie ¢ un valore valido di m, e lo ¢ anche il numero di
<

contenitori di una qualunque soluzione ammissibile del CSP.

(10.19a)

r

del cutting stock (CSP) ¢ il seguente:

Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

46
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min Z Up
be#
soggetto a Z By = T, Vje .z, (10.19b)
be#
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=) wjzp+ecy >0, Vb € B, (10.19¢)
jeS
zjp € Lo, Vje I, Vbe B, (10.19d)
up € {0, 1}, Vb e A. (10.19e)
Questo modello PLI si chiama modello ILPcgp.
L

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPcgp:

— la funzione obiettivo lineare (10.19a) minimizza il numero totale di contenitori usati;

— i vincoli (10.19b) garantiscono che siano inserite esattamente d; copie di ogni oggetto
J (n vincoli lineari);

i vincoli (10.19¢) collegano le variabili intere alle variabili di attivazione e impongono
i limiti di capacita, come i vincoli (10.1c) del modello ILPgpp (m vincoli lineari);

— infine, i vincoli (10.19d) e (10.19¢) definiscono le variabili del modello PLI.

e Con d; = 1 per ogni oggetto, i vincoli (10.19b) danno xj, € {0, 1}, e il modello ILPcgp &
il modello ILPgpp.

e Le copie di un oggetto sono identiche: una sola variabile intera le conta in ogni contenitore.
Il modello ILPgpp sull’insieme esteso degli oggetti userebbe ij d; variabili binarie
invece di mn variabili intere.

Esempio 10.6: modello ILPggp

Consideriamo contenitori di capacitd ¢ = 10 e un insieme .# = {1,2,3,4} di 4 oggetti
(n =4), con i seguenti pesi e copie richieste:

‘jzl j=2 j=3 j=4

w; | 4 5 3 6
dj | 2 1 3 1

Questa é l'istanza del CSP del Capitolo 3 «Problemi di packing», dove si trova a occhio
una soluzione con 3 contenitori: quindi m = 3 & un upper bound valido. Il modello ILPcgp
con m = 3 per questa istanza del CSP é:
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min = y1 +y2 + 3

soggetto a w11 + x12 + 13 =)
T21 + X22 + T23 = 1
z31 + Z32 + T33 = 3
Ta1 + Ta2 + T43 = 1
—4x11 —95x21 —3w31 — 6241 +10y; > O
—4x19 —bxo9 —3x39 — 6240+ 10y > 0
—4113 —5x23 —3w33 —6wy3 +10ys = 0
T, L1125 X135 - - -5 D43 € Zxo
Y1, Y2, Y3 e {0,1}

Una soluzione ottima &(ILPcgp) ¢é:
Tn=cn=1 T32=3, Ti3=Tz=1, 1 =y2=y3 =1,

con tutte le altre variabili pari a 0. Il valore ottimo ¢ z(ILPcgp) = 3, come trovato nel
Capitolo 3. T contenitori contengono una copia degli oggetti 1 e 4 (peso 10), tre copie
dell’oggetto 3 (peso 9), e una copia degli oggetti 1 e 2 (peso 9). La soluzione ottima non
¢ unica: anche la soluzione del Capitolo 3, con i contenitori {4, 1}, {1,3,3} e {2,3}, usa 3
contenitori.

10.6 Errori tipici

Attenzione

e Scegliere m troppo piccolo. Il numero m di contenitori deve essere un upper
bound sul numero di contenitori di una soluzione ottima: con m < z(ILPppp) il
modello non ha soluzioni ammissibili. Il valore m = n é sempre valido.

e Dimenticare di arrotondare per eccesso. Il valore ottimo del modello ILPgpp
¢ intero, quindi il lower bound dei rilassamenti ¢ [}, w;/c[; nell’Esempio 10.1 ¢

[8] =2, non &.

e Credere che il modello conti solo i contenitori non vuoti. I vincoli permettono
yp» = 1 per un contenitore vuoto: é la funzione obiettivo che spegne questi contenitori,
in ogni soluzione ottima.

e Ignorare la simmetria. Permutando gli indici dei contenitori si ottiene un’altra
soluzione ottima con lo stesso riempimento: il modello ILPgpp ha molte soluzioni
ottime equivalenti.

e Aspettarsi un rilassamento migliore da y;, < 1. Il secondo rilassamento ha lo
stesso valore ottimo del primo: i limiti superiori ¥, < 1 non tagliano la soluzione
ottima del primo rilassamento.
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e Dichiarare binarie le variabili del modello di cutting stock. Nel modello
ILPcsp xj, conta le copie dell’oggetto j nel contenitore b: con xj;, € {0, 1} le tre copie
dell’oggetto 3 dell’esempio non potrebbero stare nello stesso contenitore.

10.7 In sintesi

In sintesi

e Il modello ILPgpp ha m - n variabili di assegnamento x;, e m variabili di attivazione
yp; 1 vincoli di capacita le collegano.

e Entrambi i rilassamenti lineari hanno valore ottimo z(LPgpp) = > ;w;/c, con
soluzione duale fi; = w;/ce 7, =1/c.

e Poiché il valore ottimo ¢ intero, [z(LPgpp)] ¢ un lower bound sul numero di
contenitori.

e Il rapporto fra z(LPppp) e z(ILPppp) ¢ almeno %, e il valore % si raggiunge

asintoticamente; lo stesso vale per [z(LPgpp)].

e Il modello ILPcsp ha la struttura del modello ILPgpp, con mn variabili intere x,
che contano le copie e le domande d; come termini noti; sull’istanza del CSP del
Capitolo 3 il suo valore ottimo ¢& 3.

Quadro riassuntivo dell’Esempio 10.1. Bound su z(ILPppp) calcolati in questo
capitolo:

Bound Valore Da
Primo rilassamento z(LP-Ogpp)
Secondo rilassamento 2(LPgpp)

H
schemi {1,3} e {2}

Lower bound

[N] DN wiloo woo

Valore ottimo

Qui il bound arrotondato coincide gia con il valore ottimo.
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Capitolo 11

Formulazioni dei problemi di colorazione

Prerequisiti

e Dal modulo Programmazione lineare, Capitolo 9 «Teoria della dualitay: il duale di un
problema LP, dualita debole e forte.

e Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 1 «Programmazione lineare in-
tera» e Capitolo 2 «Bound primali e duali»: problemi PLI, rilassamenti lineari e
bound.

e Da questo modulo, Capitolo 4 «Problemi di colorazione»: il problema, le sue ipotesi
e la notazione sui grafi.

Obiettivi

Al termine di questo capitolo saremo in grado di:

e scrivere il modello PLI del problema della colorazione dei vertici e spiegare il ruolo
delle variabili di attivazione y;

e scrivere i due rilassamenti lineari e i loro duali, e calcolarne le soluzioni ottime;

e dimostrare che il valore ottimo dei rilassamenti lineari & 2 per ogni grafo con almeno
uno spigolo;

e spiegare perché questo bound é molto debole, e perché il modello non basta per
colorare un grafo.
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11.1 Panoramica della famiglia

e I modelli PLI dei problemi di colorazione usano un upper bound k sul numero di colori e
I'insieme € = {1,2,...,k} dei colori che si possono usare.

e Le variabili di assegnamento binarie x,. danno un colore ¢ € € a ogni vertice v € V,
e le variabili di attivazione binarie y. dicono se il colore ¢ é usato.

e Ogni spigolo e ogni colore danno un vincolo, che vieta lo stesso colore sui due estremi
dello spigolo, e la funzione obiettivo minimizza il numero ) . y. di colori usati.

I modelli di colorazione sono modelli di assegnamento, come i modelli di packing: un
vertice € assegnato a un colore come un oggetto € assegnato a un contenitore, e i vincoli
sugli spigoli prendono il posto dei vincoli di capacita.

e La tabella elenca i membri della famiglia, con il nome del loro modello PLI e la sezione
che lo scrive.

Problema Modello Variabili Sezione

VCP ILPvcp binarie Z,. € Y. 11.2

11.2 Un modello PLI per il problema della colorazione dei vertici

Il problema della colorazione dei vertici e le sue ipotesi sono definiti nel Capitolo 4 «Problemi
di colorazione», Sezione 4.2.

e Dato un grafo G = (V, E), per un vertice v € V indichiamo con d(v) I'insieme degli spigoli
incidenti in v.

e Dato un upper bound k£ € Z>o sul numero di colori usati in una qualunque soluzione
ottima del VCP, introduciamo le seguenti k |V| variabili binarie:
~—~

=n

Vo e {1,2,...,n}, Yee{1,2,...,k},

{1 se il vertice v prende il colore c,
Tyc =

0 altrimenti

=V =%
(11.1)
e le seguenti k variabili binarie:
1 se il colore ¢ é usato,
Ye = Vee{1,2,...,k}. (11.2)
0 altrimenti \—%—’

Il numero n di vertici ¢ un upper bound valido sul numero minimo di colori necessari per
colorare tutti i vertici poiché, nel caso peggiore, ogni vertice prende un colore diverso.
Anche il numero di colori usati in una qualunque soluzione ammissibile del VCP é un
upper bound valido.
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Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

della colorazione dei vertici (VCP) ¢ il seguente:

min Z Ye

cE€

soggetto a Z By = 1
ce®

—Tyc — Toc + Ye Z 07
Zye € {0,1},

Ye € {07 1}7

Questo modello PLI si chiama modello ILPvcp.

.

Yv eV,

Ve e €, Y{u,v} € E,
Yo eV, Vee &,

Vee €.

(11.3a)

(11.3b)

(11.3c)
(11.3d)

(11.3e)

~N

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPycp:

la funzione obiettivo lineare (11.3a) minimizza il numero totale di colori usati;

— ivincoli (11.3b) garantiscono che ogni vertice prenda esattamente un colore (n vincoli

lineari);

i vincoli (11.3c) garantiscono che, per ogni colore e ogni spigolo, i due vertici adiacenti

non prendano entrambi quel colore, e che nessun vertice prenda un colore non usato

(k |E| vincoli lineari);
—

=m

— infine, i vincoli (11.3d) e (11.3e) definiscono le variabili del modello PLI.

Spiegazione del legame fra le variabili

e Se il colore ¢ é assegnato a un vertice, allora é usato. L’implicazione logica &

(1c OR 9. OR ... OR Zpe) =  ¥e.

Ogni vertice ha uno spigolo incidente {u,v}, e il vincolo xye + Zye < Y. impone y. = 1

non appena Ty = 1.

e Se il colore ¢ non é usato, allora nessun vertice lo prende. E la contronominale

dell’implicazione precedente. Per y. = 0 il vincolo sullo spigolo da xy. = . = 0 per ogni

spigolo {u,v} € E.

e Se il colore ¢ é usato, allora qualche vertice lo prende, ma solo in una soluzione

ottima. I vincoli non lo impongono. Tuttavia, se x,. = 0 per ogni v e y. = 1, porre
Yo = 0 mantiene soddisfatti tutti i vincoli e diminuisce di uno il valore obiettivo. Quindi,

in ogni soluzione ottima, i colori non usati non sono contati.

Autore: Fabio Furini
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Esempio 11.1: modello ILPvycp

Consideriamo il seguente grafo G = (V, E) con 3 vertici (n = 3) e 3 spigoli (m = 3):

N

~

/

min

soggetto a 11 + 12 + 213

—x11
—T11
—T12
—Z12
—T13
—13
11, x12, x13,

21

—T21

—x21

x21,

L’insieme dei vertici V' e I'insieme degli spigoli £ sono:
v={1,2 3},

Chiamiamo questa istanza del VCP Esempio 11.1.

Il modello ILPvycp con k = 3 per questa istanza é:

+ x22 + 23 =1

—T22

—22

z22,

Una soluzione ottima &(ILPycp) é:

T11 =1, T12 =213 =T21 =0, T2 =1,

E={{1,2}, {1,3}, {2,3} }.

yr +Y2 +y3

r31 + T32 + 33 =1
+ 1
—T31 + U1
—T31 + 1
+ Y2 >0
—T32 + Y2 >0
—x32 + Y2 >0
—T23 + y3 >0
—33 + y3 >0
—Tg3 —33 + y3 >0

x93, 31, ®32, ®33, Y1, Y2, Y3 €{0,1}

To3 =131 =T32=0, T33=1, 1 =92 =y3 =1

Autore: Fabio Furini
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11 valore ottimo z(ILPycp) € 3.

La soluzione ottima associata del VCP ¢ data dalle classi di colore Q1 = {1}, Q2 = {2} ¢

Q3 = {3}. La partizione ottima ¢ unica, ma le 3! permutazioni dei colori danno 6 soluzioni
ottime diverse.

11.3 Un primo rilassamento lineare

e N
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPvycp, rilassiamo i vincoli (11.3d) e
(11.3e) con i seguenti:

ZTye > 0, Yv eV, VeeE, (11.4a)

Ye > 0, Vee E. (11.4b)

Questo modello PL si chiama modello LP-Oycp.

"

Esempio 11.2: modello LP-0ycp

Il modello LP-Oycp per 'istanza del VCP dell’Esempio 11.1 é:
min o tY2 + Y3
soggetto a x11 + x12 + T13 = ]l
To1 + T2z + To3 =1
T31  + 232 + T33 =1
—rn —Z21 + >0
—11 —x31 + 2
—T21 —T31 + >
—x12 —x22 + Y2
—T12 —T32 + Y2
—T99 —x32 + Y2
—T13 —T23 +tys =2
—T13 —33 +ys 20
—T23 —33 + Y3
z11, 212, z13, 221,  X22, x23, 31,  L32, L33, Y1, Y2, Yy =
Una soluzione ottima &(LP-Oycp) é:
- - - - - - 1 . - - L -
Tu=Z=In=In=%I=3In=, T13=23=233=0, h =92=1, y3=0
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11 valore ottimo z(LP-Oycp) & 2.

Di conseguenza, abbiamo il lower bound:

2 < 2(ILPycp)

( N\

Con

e una variabile duale libera pu, per ogni vincolo (11.3b) (v € V)

e una variabile duale non negativa 7. per ogni vincolo (11.3¢c) (c € €, e = {u,v} € E)

il modello duale del modello LP-Oycp € il seguente:

max Z,uv (11.5a)

veV

soggetto a  fu, — Z Tee < 0, Yv eV, YVeeE, (11.5b)
e€d(v)

D e <1, Ve e €, (11.5¢)
ecl

[ty = 0, Yv eV, (11.5d)

Tee > 0, Vee €, Vee€ E. (11.5e)

Questo modello PL si chiama modello D(LP-Oycp).

- J

Esempio 11.3: modello D(LP-0Oycp)

I1 modello duale D(LP-Oycp) per l'istanza del VCP dell’Esempio 11.1 ¢é:
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max p1 + p2 4+ ps
soggetto a —T112 —7113 <0
T —To12 —T213 <0
1 —T312 —7T313 <0
2 —T112 —T123 <0
o —T212 —T223 <0
o —T312 —m323 <0
13 —T113  —T123 <0
H3 —T213 —M223 <0
U3 —m313 —7323 <0
T2 +73 +mi2s <1
212 +7213  +7223 <1
312 7313 +mseg <1
Hi, K2, H3 E 0

112, 113, 123, 2125 213, 223, 3125 313, 323 >0

11 valore ottimo z(D(LP-Oycp)) € 2. Una soluzione ottima (i, 7) di D(LP-Oycp) é:

o =p2 =1, g3 =0, MT11g = To12 = 7312 = 1, tutti gli altri 7. =0
L y,

Proposizione 11.1

Una soluzione ottima del modello primale LP-Oycp é:

1
Tl = Toap) = 3 YVoeV e Z,=0, YveVVce{3,4,...,k}, (11.6a)
nn=9=1 e §.=0, VYee{3,4,...,k}, (11.6b)
e una soluzione ottima del modello duale D(LP-Oycp) é:
fy=fw=1 e [, =0, YweV\{uv}, (11.7a)

Tefupy =1, VC€EE e Tee=0, Vce¥, ec B\ {{u,v}}, (11.7b)

dove {u, v} é uno spigolo qualunque di E.

Corollario 11.2

11 valore ottimo dei modelli primale LP-Oycp e duale D(LP-Oycp) é:

2(LP-Oycp) = 2 = 2(D(LP-Oycp)) (11.8)

e La dimostrazione procede in tre passi:

1. mostriamo che (11.6) & una soluzione ammissibile del modello primale LP-Oycp;
2. mostriamo che (11.7) é una soluzione ammissibile del modello duale D(LP-Oycp);

3. mostriamo che le due soluzioni ammissibili hanno lo stesso valore della funzione
obiettivo.
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Quindi, per la dualita debole della PL, (11.6) e (11.7) sono una coppia di soluzioni ottime
primale e duale.

Dimostrazione.

1. Per ogni v € V, abbiamo:

S o= iti=1
ve T 2 2 -
cE?
Quindi i vincoli (11.3b) sono soddisfatti.
Per ¢ € {1,2} e ogni {u,v} € E, abbiamo:
- - 1 1
yc_xuc_wvc:1_§—§:0

e per ¢ € {3,4,...,k} abbiamo g, — Tyec — Tye = 0 — 0 — 0 = 0. Quindi i vincoli
(11.3c) sono soddisfatti.

Abbiamo Z,. > 0 e g, > 0, per ogni v € V e ogni ¢ € €, quindi i vincoli (11.4a) e
(11.4b) sono soddisfatti.

Quindi (11.6) fornisce una soluzione ammissibile del modello primale LP-Oycp.

2. Per ogni ¢ € ¢, abbiamo:

Zﬁce:1

Quindi i vincoli (11.5¢) sono soddisfatti.
Per ogni ¢ € ¥ e w € {u, v}, abbiamo:
iy — Y Fe=1-1=0
ecd(w)

Per ogni ¢ € € e w € V' \ {u,v}, abbiamo fi,, = 0 e T,e = 0 per ogni e € d(w)
(poiché 7. ¢ diverso da zero solo per e = {u, v}, che non ¢ incidente in w), quindi
fas— Y Fee=0-0=0.

e€d(w)
Quindi i vincoli (11.5b) sono soddisfatti.

Abbiamo i, > 0, Vv € V e T,e > 0 per ogni ¢ € € e ogni e € E. Quindi i vincoli
(11.5d) e (11.5e) sono soddisfatti.

Quindi (11.7) fornisce una soluzione ammissibile del modello duale D(LP-Oycp).

3. Per le funzioni obiettivo abbiamo:
D de=1+1=2 jiw
ce® veV
quindi i valori delle funzioni obiettivo primale e duale coincidono.
Quindi, per la dualita debole della PL, (11.6) e (11.7) sono una coppia di soluzioni ottime

primale e duale.
O
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e Riportiamo una dimostrazione alternativa, che non usa la formulazione duale ma ragiona
direttamente sul valore minimo della funzione obiettivo imposto dai vincoli.

Proposizione 11.3

Una soluzione ottima del modello primale LP-Oycp é:

1
Bl = Goap) = o YVoeV e Z,=0, YveV,Vce{3,4,...,k}, (11.9a)
i=ia=1 e =0, Vee{3,4,... k} (11.9b)
e 1l valore ottimo &
z(LP-Oycp) = 2. (11.10)
. J

Dimostrazione. Sommando i vincoli sugli spigoli (11.3¢) su tutti i ¢ € €, per uno spigolo
qualunque {u,v} € E, otteniamo

Zyc_zxuc_zl'vc >0 = Zyc > Zajuc + vac =2,

cEC cE? cE? cE? cE? cEC
S~—— N——
per (11.3b)=1 per (11.3b)=1

quindi

D v > 2 (11.11)

cEC

Quindi ogni soluzione ammissibile di LP-Oycp soddisfa (11.11).

Consideriamo ora il punto definito in (11.9). Per ogni v € V', abbiamo

Zi'vc:%_‘_%:la

cE?
quindi i vincoli (11.3b) valgono. Inoltre, per ogni {u,v} € E e c € {1,2},

~ . 11
yc_xuc_$vc:1_7_§:()’

[\

quindi i vincoli (11.3c) valgono all'uguaglianza, mentre per ogni ¢ > 3 entrambi i membri
sono nulli. Infine, i vincoli (11.4a) e (11.4b) sono soddisfatti per costruzione. Quindi il
punto definito in (11.9) ¢ una soluzione ammissibile di LP-Oycp.

Il valore obiettivo di (11.9) &

D Ge=1+1=2,

cEC

che coincide con il lower bound (11.11). Quindi il punto (11.9) & una soluzione ottima
con valore obiettivo (11.10).
O
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11.4 Un secondo rilassamento lineare

r

(11.3e) con i seguenti:

&

Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPycp, rilassiamo i vincoli (11.3d) e

Tye > 0, Yv e V,Ve e E, (11.12a)
ye <1, Ve e €, (11.12Db)
Ye = 0, Vee@. (11.12¢)

Questo modello PL si chiama modello LPycp.

N

Esempio 11.4: modello LPycp

Il modello LPvycp per l'istanza del VCP dell’Esempio 11.1 é:
min y t+y t+ys
soggettoa x11 4+ x12 + 13 =
To1  + x22 + X3 =1
T3l  + X3z + T3 =1
—Z11 —x21 + % >0
—T11 —Z31 +u >0
—Z21 —Z31 +y >0
—T12 — 222 + v >0
—T12 —T32 + Y2 >0
—Z22 —T32 + Y2 >0
—Z13 —Z23 +ys >0
—Z13 —33 +ys >0
—Z93 —33 +ys >0
Y1 <1
Y2 <1
ys <1
11, T12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33, Y1, Y2, Y3 >0
Una soluzione ottima &(LPvycp) é:
531125312252125‘222531253225, Z13=23=233=0, fr=92=1, y3=0
11 valore ottimo z(LPycp) ¢ 2. Di conseguenza, abbiamo lo stesso lower bound.
. J
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s N

Con

e una variabile duale libera p, per ogni vincolo (11.3b) (v € V)
e una variabile duale non negativa 7. per ogni vincolo (11.3c) (c € €, e = {u,v} € E)

e una variabile duale non positiva A, per ogni vincolo (11.12b) (Ve € €)

il modello duale del modello LPv/cp ¢ il seguente:

max ZM“ -I—Z)\c (11.13a)

veV cET
soggetto a i, — Z Tee <0, YveV, Vee €, (11.13b)
ecd(v)
> et A <1, Ve e €, (11.13¢)
eeE
iy = 0, Yv eV, (11.13d)
Tee > 0, Vee €, Ve € E, (11.13e)
A <0, Vee b, (11.13f)

Questo modello PL si chiama modello D(LPvycp).

- J

Esempio 11.5: modello D(LPycp)

Il modello duale D(LPvycp) per l'istanza del VCP dell’Esempio 11.1 é:
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max 1 o +p3 +A1 +A2 +A3

soggetto a fi1 —T112 —7113 <0

H1 —T212 —7T213 <
H1 —T312 —T313 <0
2 —T112 —T123 <0

2 —T212 —T223 <

M2 —T312 —T323 =
13 —T113 —7123 <0
U3 —T13 —T223 <0
H3 —T313 —T323 <0
T2 +7113 +7123 +A <1
o1z +T213 +7223 +A2 <1
m312 +7313 +7323 +A3 <1
B, H2,  f3 20
112, 113, 7123, 7212, 7213, T223, 7312, 7313, 7323 >0
A, A2, A3 <0

11 valore ottimo z(D(LPycp)) ¢ 2. Una soluzione ottima (f, 7, A) di D(LPvycp) é:
1 =p2 =1, a3 =0, Ti12 = To12 = W312 = 1, tutti gli altri 7. =0
M=0, da=0, A\3=0
& J
e I vincoli:
Tye < 1, Yv e V,Ve e €,

sono anch’essi validi poiché, per ogni v € V e ogni ¢ € ¥, abbiamo:
Toe € {0,1} = 2, <1

ma sono implicati dai vincoli (11.3b).

Proposizione 11.4

Una soluzione ottima del modello primale LPvycp é:

Bl = Doap) = %, YoeV e Z,=0, YwveV,Vece {3,4,...,k}, (11.14a)
l=f=1 e §.=0, VYee{3,4,.. .k} (11.14b)
e una soluzione ottima del modello duale D(LPycp) é:
fu=fw=1 e [fiu=0, YweV\{u,v}, (11.15a)
Tefupy = 1, VCEE, Tee =0, Ve €€, e € E\ {{u,v}}, e A =0, Ve €€,
(11.15b)

dove {u,v} é uno spigolo qualunque di E.
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Dimostrazione. La dimostrazione € simile alla precedente. In pitli, occorre osservare che:
Je <1, VYee®.

Di conseguenza, anche i vincoli (11.12b) sono soddisfatti. O

Corollario 11.5

11 valore ottimo dei modelli primale LPycp e duale D(LPycp) é:

z(LPvcp) = 2 = 2(D(LPvcp))

11.5 Errori tipici

Attenzione

e Scegliere k troppo piccolo. Il numero k£ di colori deve essere almeno il numero
cromatico del grafo: con meno colori il modello non ha soluzioni ammissibili. Il valore
k = n é sempre valido.

e Fidarsi del bound del rilassamento. Il valore ottimo di entrambi i rilassamenti é
2 per ogni grafo con almeno uno spigolo, anche per il grafo completo su n vertici, il
cui valore ottimo & n.

e Credere che il modello conti solo i colori davvero usati. I vincoli permettono
Yo = 1 per un colore che nessun vertice prende: é la funzione obiettivo che spegne
questi colori.

e Ignorare la simmetria. Permutando i colori di una soluzione ottima si ottiene
un’altra soluzione ottima: una colorazione che usa g dei k colori ha k!/(k — ¢)! copie
equivalenti nel modello ILPycp (k! quando usa tutti i colori).

e Scrivere la soluzione duale con uno spigolo sbagliato. I valori duali 7. sono
diversi da zero solo per uno spigolo e = {u,v}, e per ogni colore ¢: tutti gli altri
spigoli hanno valore zero.
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11.6 In sintesi

In sintesi

colore.

questo capitolo:

ulteriori disuguaglianze valide.

e Il modello ILPycp ha k - n variabili x,. (il vertice v prende il colore ¢) e k variabili
ye (il colore ¢ é usato); i vincoli sugli spigoli vietano colori uguali su vertici adiacenti.

e [ due rilassamenti lineari hanno lo stesso valore ottimo 2 per ogni grafo con almeno
uno spigolo: basta mettere % su due colori per tutti i vertici.

e La soluzione duale sceglie uno spigolo {u,v} e da valore 1 a p,, p, € Tefu,w} PEr OgNI

e [l bound 2 é molto debole: una formulazione che deve colorare grafi ha bisogno di

Quadro riassuntivo dell’Esempio 11.1 (triangolo). Bound su z(ILPycp) calcolati in

Bound

Valore Da

Primo rilassamento
Secondo rilassamento

Valore ottimo

z(LP-Ovcp)
Z(LPVCP)
classi di colore {1}, {2}, {3}

Qui il gap fra 2 e 3 é piccolo, ma cresce con la dimensione del grafo completo: 2 contro n.

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 12

Formulazioni dei problemi di clique

Prerequisiti

e Da questo modulo, Capitolo 5 «Problemi di cliquey: il problema, le sue ipotesi, clique,

insiemi stabili, il grafo complementare e w(G) = a(G).

e Da questo modulo, Capitolo 4 «Problemi di colorazione» e Capitolo 11 «Formulazioni
dei problemi di colorazione»: il numero cromatico x(G) e un modello PLI con i suoi
rilassamenti lineari.

e Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 2 «Bound primali e duali», Ca-
pitolo 3 «Formulazioni ideali» e Capitolo 4 «Disuguaglianze valide»: rilassamenti
lineari, formulazioni piu forti e disuguaglianze valide.

e Dal modulo Programmazione lineare, Capitolo 9 «Teoria della dualitay: il duale di un
problema LP, la dualita debole e la dualita forte.

Obiettivi

Al termine di questo capitolo saremo in grado di:

e scrivere la formulazione sugli spigoli del problema della clique massima sui non-spigoli
di G, cioé sugli spigoli di G;

e spiegare perché il suo rilassamento lineare & debole: il punto z, = % & sempre

ammissibile;
e scrivere la formulazione a clique e confrontare i due bound LP su un grafo piccolo;

e dimostrare w(G) < z(LP{}tp) < Xx(G) con la dualita LP e una formulazione di
colorazione;

e scrivere la formulazione sugli spigoli e la formulazione a clique del problema
dell’insieme stabile massimo;

e scrivere i modelli PLI dei problemi della clique massima pesata sui vertici e pesata
sugli spigoli, linearizzando il prodotto x, x, con le variabili y,,,.
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12.1 Panoramica della famiglia

e I modelli PLI dei problemi di clique usano una variabile binaria di selezione z, per
ogni vertice v € V, pari a 1 se il vertice é nella clique.

e Due vertici non adiacenti non possono essere selezionati entrambi: i vincoli di conflitto
si scrivono sui non-spigoli di G, cioé sugli spigoli del grafo complementare GG, oppure sulle
sue clique.

e La funzione obiettivo massimizza il numero di vertici selezionati o il loro peso totale; il
problema pesato sugli spigoli aggiunge una variabile per spigolo.

I'modelli di clique selezionano vertici con variabili binarie e vietano la selezione di due vertici
non adiacenti. Gli stessi modelli, scritti sugli spigoli di G invece che di G, selezionano insiemi
stabili.

e La tabella elenca i membri della famiglia, con il nome dei loro modelli PLI e le sezioni che
li scrivono.

Problema Modelli Vincoli di conflitto Sezione

MCP ILPycp (formulazione sugli spigoli) — sui non-spigoli di G 12.2

MCP ILPS[%P (formulazione a clique) sugli insiemi stabili massi- 12.5
mali di G

MSSP ILPyssp, ILPSKsp sugli spigoli e sulle clique 12.7
di G

VWMCP ILPY op sui non-spigoli di G 12.8

EWMCP  ILP}Yp sui non-spigoli di G 12.8

12.2 Un modello PLI per il problema della clique massima: la
formulazione sugli spigoli

I problema di questa sezione ¢ il problema della clique massima (MCP), definito nel Capitolo 5
«Problemi di clique», Sezione 5.2.

e Dato un grafo semplice G = (V, E), con V = {1,2,...,n} e m spigoli, indichiamo con
E={{uv}:uveV, utv, {uv} ¢ E}
I'insieme dei non-spigoli di G, cioé¢ gli spigoli del grafo complementare G = (V, E).
e Introduciamo le seguenti n variabili binarie:
1 se il vertice v & selezionato nella clique

Ty = Yv e V. (12.1)
0 altrimenti
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s N
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

della clique massima (MCP) ¢ il seguente:

max Z 95 (12.2a)
soggetto a  xy, + x, < 1, V{u,v} € E, (12.2b)
x, € {0,1}, Yo e V. (12.2¢)

Questo modello PLI si chiama modello ILPy;cp, o formulazione sugli spigoli.
(& J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPpcp:

— la funzione obiettivo lineare (12.2a) massimizza la cardinalita della clique selezionata;

— 1 vincoli (12.2b) garantiscono che due vertici non adiacenti non siano selezionati
entrambi (|E| = (g) — m vincoli lineari, uno per ogni spigolo di G);

— infine, i vincoli (12.2¢) definiscono le variabili del modello PLI.

e Per ogni non-spigolo {u, v}, il vincolo x,, + x, < 1 impone z,, = 1 = z, = 0. Il viceversa
¢ falso: z, = x, = 0 & ammissibile.

e Letto su G, lo stesso modello ¢ la formulazione sugli spigoli del MSSP: di ogni spigolo
di G si seleziona al pitt un estremo.

Esempio 12.1: Istanza del MCP

Consideriamo il grafo G con 7 vertici formato dal ciclo 1,2,...,7,1 e dalla corda {1,3}
(I'istanza di riferimento del Capitolo 5 «Problemi di clique»), e il suo complementare G-

G ha m = 8 spigoli, e G ha i (;) — 8 = 13 non-spigoli di G:
F = {{1,4},{1,5},{1,6},{2,4},{2,5},{2,6},{2, 7},
{3,5},{3,6},{3,7},{4,6},{4,7},{5, 7} }.

Chiamiamo questa istanza del MCP Esempio 12.1.

(& J
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Esempio 12.2: Modello ILPycp

Il modello ILPycp per l'istanza del MCP dell’Esempio 12.1 ha 7 variabili binarie e un

vincolo per ciascuno dei 13 spigoli di G:

max x1 +%2 +x3 +x4 +T5 +x6 +I7

AN

soggetto a o1 + T4

IA

T + x5

IA

T + x¢

IN

) + x4

IN

) + x5

IN

To + ¢

T2 + x7

IA

3 + x5

IN

&3 + Zg

INA

&3 +x7

IN

T4 + Tg

IA

T4 + x7

VAN
e = T = S S e e S S S = W Sy S

IA

T5 + x7

m

{0,1}

Iy, T2, T3, X4, T, Te, 7
Una soluzione ottima &(ILPycp) é:
T1=%2=23=1, Ta=25=Z6=27=0

11 valore ottimo z(ILPycp) € 3 = w(G). La soluzione ottima associata del MCP ¢ la clique

K = {1,2,3}, ed ¢ 'unica soluzione ottima.
(& J

12.3 Un primo rilassamento lineare

s N
Per ottenere un rilassamento lineare (LP) del modello ILPycp, rilassiamo i vincoli (12.2¢)

in vincoli di non negativita. Il modello PL ottenuto é il seguente:

max Z 55 (12.3a)

soggetto a  xy, + x, < 1, V{u,v} € E, (12.3Db)
it 22 0 YveV. (12.3c)

Questo modello PL si chiama modello LP-Opicp.
. J

e Gli upper bound x, < 1 non sono implicati in LP-Oyicp: se un vertice € adiacente a tutti
gli altri, non compare in nessun vincolo (12.3b), e LP-Oycp € illimitato. Nell’Esempio 12.1
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ogni vertice ha un non-spigolo, e LP-Oy;cp ha una soluzione ottima.

Esempio 12.3: Modello LP-0yicp

Il modello LP-Opcp per listanza del MCP dell’Esempio 12.1 é:

max T +T2 +T3 +T4 +T5 +Tg +T7

soggetto a x + x4

VAN VAN

T + x5

IA

T + x¢

IN

T2 + x4

IN

X9 + x5

IN

To + Zg

To + x7

IA N
e e S Sy G S

x3 + x5

IN

xs + x¢

IN

€3 +x7

IN

T4 + Zg

IN

T4 + a7

IA

x5 +x7

Vv
o

xi, T2, I3, T4, T5, e, X7

Una soluzione ottima &(LP-Oycp) &

=

- - - - - - 1
T =T =2T3 =Ty =I5 =T6 =27 =5

11 valore ottimo z(LP-Opcp) & % Di conseguenza, abbiamo 'upper bound:

z(ILPyep) <

. J

N =

e 2
Con una variabile duale non negativa m,, per ogni vincolo (12.3b), il modello duale del

modello LP-Oyicp €:

min Z G (12.4a)

{uv}er

soggetto a Z iy 2 1o Yv eV, (12.4b)
u:{up}el

Tuw > 0, V{u,v} € E. (12.4c)

Questo modello PL si chiama modello D(LP-Opcp).

- _/

e [ vincoli (12.4b) chiedono che ogni vertice sia coperto da un peso totale almeno pari a uno
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sugli spigoli di G incidenti in esso: il modello D(LP-Oycp) é una copertura frazionaria
dei vertici con spigoli di G.

Esempio 12.4: Modello D(LP-0ycp)

Il modello duale D(LP-Oyicp) per listanza del MCP dell’Esempio 12.1 ha una variabile per
ogni spigolo di G' e un vincolo per ogni vertice:

min 74 + W15 + M6 + T4 + o5 + Mog + mor

+735 + T36 + W37 + 46 + Ta7 + 757

soggetto a T4 + 715 + M6 > 1
T4 + o5 + Tog + T27 > 1
735 + 36 + T37 > 1
14 + 24 + Ta6 + Ta7 > 1
T15 + T25 + T35 + 757 > 1
16 + 726 + 736 + T46 > 1
o7 + W37 + Ta7 + 757 > 1
T14, T15, T16, -+ -5 75T > 0

Una soluzione ottima 7 (D(LP-Oycp)) da valore % ai 7 spigoli del ciclo 1,4,7,2,5,3,6,1 di
G:

1

T4 = T4y = oy = To5 = T35 = 36 = W1 = 3

46 = 757 =0

M

M5 = To4 = o = T37 =

Ogni vertice sta su due spigoli del ciclo e riceve 3 + % = 1. 1l valore ottimo z(D(LP-Oncp))

eﬁ.
- J

12.4 Un secondo rilassamento lineare

( N\
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPycp, rilassiamo i vincoli (12.2c) nei

bound 0 < z, < 1. Il modello PL ottenuto ¢ il seguente:

max » (12.5a)
veV
soggetto a  m, + x, < 1, V{u,v} € E, (12.5Db)
xy <1, Yv eV, (12.5¢)
xy >0, Yv e V. (12.5d)

Questo modello PL si chiama modello LPycp.
(N J
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Esempio 12.5: Modello LPyicp

Il modello LPyicp per l'istanza del MCP dell’Esempio 12.1 é:

max x1 +&2 +x3 +x4 +T5 +x6 +T7

IN

soggetto a w1 + T4

IA

T + x5

IN

X1 + g

IN

) + x4

IN

T2 + x5

IN

T2 + 6

IA

X9 + x7

IN

3 + x5

IN

3 + x6

IN

&3 +x7

IN

T4 + Tg

IA

T4 + a7

IN

x5 +x7

IN

x1

IN

T2

IN

3

IA

L4

IN

Ts

IN

Ze

G G G LG G G G O T VA VAT VT O iy

IN

z7

Vv
o

X, €2, zs3, Xy, Ts5, Z6, €T

Una soluzione ottima &(LPyicp) é:

5 N N N N N N 1
x1 332:303:56‘4:365:306:167:5

Il valore ottimo z(LPycp) € % Di conseguenza, abbiamo 'upper bound:

z(ILPwmcp) <

- J

N

s N
Con una variabile duale non negativa m,, per ogni vincolo (12.5b) e una variabile duale non

negativa A\, per ogni vincolo (12.5¢), il modello duale del modello LPycp ¢é:

min Z Tuw + Z Av (12.6a)

{u,v}€eE veV
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soggetto a Z Tuw + Ay > 1, Yv eV, (12.6Db)
w: {u,v}EE
Tuw > 0, Y{u,v} € E, (12.6¢)
Ay >0, YveV. (12.6d)
Questo modello PL si chiama modello D(LPyicp).

- J

Esempio 12.6: Modello D(LPycp)
I1 modello duale D(LPycp) per Uistanza del MCP dell’Esempio 12.1 é:
min 74 + W15 + Tig + Tog4 + o5 + Wog + mor

+7r35 + w36 + W37 + Wag + a7z + W57 + A1
+Xo 4+ A3+ M+ A5 + Ag + A7

soggetto a 4 + Ti5 + T + A1 > 1
To4 + o5 + T + To7 + A2 > 1
T35 + m36 + T37 + A3 > 1
T4 + T4 + 746 + Ta7 + A4 > 1
15 + M5 + T35 + 57 + As > 1
16 + 726 + T36 + T4 + A6 > 1
o7 + T3y + Tyr + 77 + A7 > 1
T14, T15, T16, - -5 57 > 0
A1, A2, A3, A4, A5, Ag, A7 > 0

Una soluzione ottima (7, A)(D(LPycp)) ¢ la soluzione dell’Esempio 12.4 con A, = 0 per
ogniv € V:

- - - - - - - 1
T4 = Ta7 = To7 = M25 = M35 = 736 = 16 = 5>

tutti gli altri 7y, = 0, M=Xd=-=A =0

11 valore ottimo z(D(LPycp)) € %

\ J

Proposizione 12.1: Il bound LP puo essere arbitrariamente debole

Per ogni grafo G con n vertici, z(LPyep) > n/2. Di conseguenza, il rapporto
2(LPymcep)/z(ILPycp) non é limitato al variare dei grafi.

Dimostrazione. Poniamo x, = % per ogni vertice. Ogni vincolo (12.5b) diventa %—i—% =1,
e 1 bound (12.5¢) e (12.5d) sono soddisfatti: ¢ una soluzione ammissibile di LPycp di
valore n/2. I grafi senza triangoli e con almeno uno spigolo hanno w(G) = 2 per ogni n,

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

71

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

e per essi il rapporto & almeno n/4. ]

e [ dati sono interi e il valore ottimo del PLI ¢ intero, quindi anche |z(LPycp)] ¢ un bound
duale. Sull’Esempio 12.1 da L%J = 3 = w(G) per caso; su un grafo senza triangoli da
|n/2], contro w(G) = 2.

e Sul ciclo con 5 vertici C5, dove w(Cs5) = 2, il punto z, = % da z(LPycp) = %

12.5 Disuguaglianze di clique: una formulazione piu forte

Proposizione 12.2: disuguaglianze di clique

Sia @ C V una clique di G, cioé¢ un insieme stabile di G. Allora

> <1 (12.7)

vEQR

¢ una disuguaglianza valida per ILPyicp.

Dimostrazione. Una clique di G e un insieme stabile @) di G hanno al pit un vertice in
comune: due vertici comuni sarebbero insieme adiacenti e non adiacenti. Quindi ogni
soluzione ammissibile di ILPyicp seleziona al pitt un vertice di Q. O

e Le disuguaglianze (12.7) si chiamano disuguaglianze di clique, dalla clique @ di G;
lette su G, sono disuguaglianze di insieme stabile. I vincoli sui non-spigoli sono il
caso |Q| = 2.

e Se Q C @', la disuguaglianza di Q" implica quella di @, perché tutte le variabili sono non
negative. Basta scrivere le disuguaglianze delle clique massimali di G, la cui famiglia
indichiamo con Q.

e

.

Con le variabili (12.1), un secondo modello PLI per il problema della clique massima (MCP)
¢ il seguente:

Questo modello PLI si chiama modello ILP{}p, o formulazione a clique.

max Z T (12.8a)

veV

soggetto a Z Ty <1, vQ € Q, (12.8b)
vEQR

x, €4{0,1}, YveV. (12.8¢)

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLP{{p:

— la funzione obiettivo lineare (12.8a) massimizza la cardinalita della clique selezionata;

Autore: Fabio Furini
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— i vincoli (12.8b) garantiscono che di ogni clique massimale di G sia selezionato al piu
un vertice (|Q| vincoli lineari);

— infine, i vincoli (12.8¢) definiscono le variabili del modello PLIL

e Ogni spigolo di G sta in una clique massimale, quindi ogni vincolo (12.2b) ¢ implicato da
un vincolo (12.8b): i due modelli hanno le stesse soluzioni ammissibili.

e La famiglia Q puo essere molto grande: Moon e Moser (1965) hanno mostrato grafi con
3"/3 clique massimali. In pratica le disuguaglianze si aggiungono solo quando sono violate,
come nel Capitolo 4 «Disuguaglianze valide» del modulo Programmazione lineare intera.

Esempio 12.7: Modello ILP{}.p

Le clique massimali di G nell’Esempio 12.1 sono i 5 triangoli e i 2 spigoli
Q = {{17 47 6}7 {27 47 6}7 {27 47 7}7 {27 57 7}7 {37 57 7}7 {17 5}7 {37 6}}7
e danno 7 vincoli invece di 13. Tl modello ILP§p per questa istanza del MCP é:

max x1 +xy +x3 +x4 +x5 +x6 +2X7

soggetto a x1 + x4 + z¢ <1
x2 + x4 + 6 <1
T2 + 4 +z7 <1
T2 + x5 +x7 < 1
T3 + x5 +ax7 < 1
1 + x5 <1
T3 + Zg <1
r1, T2, T3, T4, Ts, T, w7 € {0,1}

Una soluzione ottima & (TLP{j¢p) é:

S
Ny
Il
=N
ot
Il
=N
=
Il
N
3
Il
(@n)

T1 =22 =23 =1,

1l valore ottimo z(ILP{}¢p) ¢ 3 = w(G).
- J

'd )
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILP{}p, rilassiamo i vincoli (12.8c) in
vincoli di non negativita. Il modello PL ottenuto ¢ il seguente:

max Z 45 (12.9a)

veV
soggetto a Z Ty <1, vQ € Q, (12.9b)
vEQR
zy > 0, YveV. (12.9¢)
Questo modello PL si chiama modello LPI(\J/I%P.
(& J
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e Ogni vertice sta in qualche clique massimale di G, quindi i vincoli (12.9b) implicano
2, < 1: 1 bound (12.5¢) non servono.

e Ogni vincolo (12.5b) ¢ implicato da un vincolo (12.9b). Quindi la regione ammissibile di
LP{{p ¢ contenuta in quella di LPycp, e

w(G) S Z(LPS[I(’;P) S Z(LPMCP).

Esempio 12.8: Modello LP&I@P

1l modello LP$}&p per l'istanza del MCP dell’Esempio 12.1 é:

max x1 +%2 +x3 +x4 +T5 +x6 +T7

soggetto a 3 + x4 + x6 <1
T2 + x4 + z¢ <1

T2 + x4 +a7r <1

To + x5 +a7 < 1

T3 + x5 +x7 <1

x1 + x5 <1

x3 + 6 <1

r1, 2, T3, T4, Ts, T, L7 =0

Il punto z, = % non & pitt ammissibile: Z7 + T4 + Tg = % > 1. Sommando i tre vincoli di
{1,4,6}, {2,5,7} e {3,5, 7} otteniamo

7 7
va+x5+x7§3 = vags.

v=1 v=1

N

Una soluzione ottima &(LPyp) &

T1=22=23=1, Tuy=a5=T6 =27 =0

1l valore ottimo z(LP{kp) ¢ 3 = w(G): il bound LP scende da 7 a 3 e chiude il gap.

- J

e Le disuguaglianze di clique non chiudono sempre il gap. Su Cj5 il complementare ¢ ancora
un ciclo con 5 vertici, le cui clique massimali sono i suoi spigoli: le due formulazioni
s CL 5
coincidono e z(LPyi¢p) = 3 > 2 = w(Cs).

e Se C ¢ un ciclo di G con un numero dispari di vertici e senza corde, allora Y., @y <
(IC| = 1)/2 & una disuguaglianza valida (una disuguaglianza di ciclo dispari): un
insieme stabile di G prende al piu (|C]—1)/2 vertici di C. Per Cs si scrive 1+ - - +x5 < 2

e chiude il gap.
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12.6 La relazione con la colorazione dei vertici

e In una colorazione di G i vertici di una clique hanno colori a due a due diversi, quindi
(Capitolo 4 «Problemi di colorazione )

w(G) < x(Q).
Qui collochiamo il bound LP della formulazione a clique fra i due numeri.

e Le clique massimali di G sono gli insiemi stabili massimali di G, e una classe di colore
¢ un insieme stabile. Introduciamo le seguenti |Q| variabili binarie:

1 se I'insieme stabile () ¢ una classe di colore
yQ = vQ € Q. (12.10)
0 altrimenti

( A
Con queste variabili, un modello PLI per il problema della colorazione dei vertici (VCP) &

il seguente:

min ZyQ (12.11a)
QeQ

soggetto a Z yo > 1, Yo eV, (12.11b)
QeQ:veR

yo € {0,1}, VQ € Q. (12.11c)

Questo modello PLI si chiama modello ILP%%P, o formulazione a insiemi stabili del
VCP.
\

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPYLp:

— la funzione obiettivo lineare (12.11a) minimizza il numero di classi di colore;

— 1 vincoli (12.11b) garantiscono che ogni vertice appartenga ad almeno un insieme
stabile scelto (n vincoli lineari);

— infine, i vincoli (12.11c¢) definiscono le variabili del modello PLI.
e Il suo valore ottimo ¢ x(G): un vertice coperto da due insiemi scelti si tiene in uno solo

dei due, e ogni sottoinsieme di un insieme stabile & stabile, quindi gli insiemi scelti danno
una colorazione con lo stesso numero di colori.

( N\
Con una variabile duale non negativa mg per ogni vincolo (12.9b), il modello duale del

modello LP{p é:

min ) mg (12.12a)
QeQ

soggetto a Z g > 1, Yv eV, (12.12b)
QeQ:veQ

g > 0, vQ € Q. (12.12¢)
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Questo modello PL si chiama modello D(LP{p).

(& J

Proposizione 12.3: bound di clique dalla dualita LP

Tl modello duale D(LP{j¢p) ¢ il rilassamento lineare del modello TLPEp, con le variabili

7 al posto di yg. Quindi

w(G) < z(LPyjep) < X(G).

Dimostrazione. Rilassando i vincoli (12.11c) in yg > 0 si ottiene esattamente il model-
lo (12.12), con yg al posto di mg. Per la dualita forte z(LP{{tp) = 2(D(LP{jp)). La
prima disuguaglianza vale perché LPI(\E/I%P ¢ un rilassamento del MCP. La seconda vale
perché D(LP{}p) ¢ un rilassamento del modello ILP{Ep, un problema di minimo con
valore ottimo x(G). O

e 1Tl valore comune z(LP{p) si chiama numero cromatico frazionario di G. La formu-
lazione a clique del MCP e la formulazione a insiemi stabili del VCP sono due facce dello
stesso problema LP.

Esempio 12.9: Modello D(LP{}p)

Il modello duale D(LP&I@P) per l'istanza del MCP dell’Esempio 12.1 ha una variabile per
ogni insieme stabile massimale di G (w146 per @ = {1,4,6}, e cosi via):

min 46 + Moae + T247 + W57 + 357 + M5 + 736

soggetto a 146 + 15 > 1
To46 + Toa7 + Tas7 > 1

357 +m36 > 1

146 + T246 + 247 > 1

To57 + M357 + 715 > 1

146 + T246 +m3s > 1

47 + Mos7 + T357 > 1

146, T246, 247, 7257, 357, N5, T3g = 0

Una soluzione ottima 7 (D(LP$Kp)) da valore 1 ai moltiplicatori usati nell’Esempio 12.8:
Ti46 = To57 = 357 = 1, a6 = Moa7 = 15 = 36 = 0

1 valore ottimo z(D(LP{{p)) ¢ 3.

. J
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Esempio 12.10: la catena w < 2(LP{%p) < x

e Sull’Esempio 12.1, il modello ILP%,%P é:

min Y146 + Y246 +Y2a7 +Y257 + Y357 +Y15 +Yse

soggetto a Y146 + Y15 > 1
Y246 + Y247 + Y257 > 1

Y3s7 +uyss = 1

Y146 T Y246 + Y247 > 1

Y257 + Y357 + Y15 > 1

Y146 + Y246 +yse = 1

Y247 + Y257 + Y357 > 1

Y146, Y246, Yoar, Y257, Y357, Y15, Y3e € 10,1}

Il punto intero 146 = Y257 = ¥ss7 = 1, con tutte le altre variabili pari a 0, & la
soluzione dell’Esempio 12.9: & una colorazione con 3 colori, le classi {1,4,6}, {2,5,7}
e {3}. Quindi x(G) = 3, e la catena diventa 3 <3 < 3.

e Su (5, con vertici 1,...,5, gli insiemi stabili massimali sono i 5 non-spigoli. Ponendo
TQ = % su ciascuno di essi ogni vertice riceve in totale 1, quindi il duale ha valore g,
come il primale. La catena diventa

5
w(Cs) =2 < z(LP{ikp) = 5 < X(C5) =3.

12.7 Insiemi stabili sul grafo complementare

Il problema di questa sezione ¢ il problema dell’insieme stabile massimo (MSSP), definito nel
Capitolo 5 «Problemi di clique», Sezione 5.2.

e Dato un grafo semplice G = (V, E), con V = {1,2,...,n} e m spigoli, introduciamo le
seguenti n variabili binarie:

1 se il vertice v é selezionato nell’insieme stabile
Ty = YveV. (12.13)
0 altrimenti

( A
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

dell’insieme stabile massimo (MSSP) ¢ il seguente:

max Z Ty (12.14a)

soggetto a @, + x, < 1, V{u,v} € E, (12.14b)
z, € {0,1}, Yo e V. (12.14c)
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L Questo modello PLI si chiama modello ILPygsp, o formulazione sugli spigoli del MSSP. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPyssp:
— la funzione obiettivo lineare (12.14a) massimizza la cardinalita dell’insieme stabile
selezionato;

— ivincoli (12.14b) garantiscono che due vertici adiacenti non siano selezionati entrambi
(m vincoli lineari, uno per ogni spigolo di G);

— infine, i vincoli (12.14c¢) definiscono le variabili del modello PLI.

e Il modello ILPyssp su G ¢ il modello ILPyicp su G: i non-spigoli di G sono gli spigoli di
G. E lidentita a(G) = w(G) scritta come modello.

Esempio 12.11: Modello ILPyssp

Consideriamo il grafo G dell’Esempio 12.1, il ciclo 1,2,...,7,1 con la corda {1,3}, e cer-
chiamo un insieme stabile massimo di G. Il modello ILPyssp ha 7 variabili binarie e un
vincolo per ciascuno degli 8 spigoli di G:

max 1 +%2 +23 +%4 +%5 +Tg + 27

IA

soggetto a x1 + 2

IA

X1 +x3

IN

T + a7

IN

T2 +T3

IA

r3 + x4

IN

T4 +5

IN

Tr5 + Zg

S VY VU G 'y

IN

T + X7

m

{0, 1}

Ty, T2, I3, T4, X5, T, L7
Una soluzione ottima &(ILPygsp) é:
T1=T4=T6=1, To=a3=25=2a7=0
11 valore ottimo z(ILPyssp) € 3 = a(G). La soluzione ottima non ¢ unica: gli insiemi stabili

massimi di G sono {1,4,6}, {2,4,6}, {2,4,7}, {2,5,7} e {3,5,7}, i cinque triangoli di G.

- J

e Un insieme stabile e una clique di G hanno al pitt un vertice in comune, quindi per
ogni clique K di G la disuguaglianza di clique ) _, z, < 1 ¢ valida, e implica i
vincoli (12.14b) degli spigoli di K. Come per il MCP, basta scrivere le disuguaglianze
della famiglia IC delle clique massimali di G.

{ Con le variabili (12.13), un secondo modello PLI per il problema dell’insieme stabile massimo W
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(MSSP) ¢ il seguente:

max va (12.15a)
veV

soggetto a Z By % 1 VK € K, (12.15b)
veK

zy € {0,1}, Yo e V. (12.15¢)

Questo modello PLI si chiama modello ILP{Eqp, o formulazione a clique del MSSP.
& J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLP{{Zqp:
— la funzione obiettivo lineare (12.15a) massimizza la cardinalita dell’insieme stabile
selezionato;

— 1 vincoli (12.15b) garantiscono che di ogni clique massimale di G sia selezionato al
pitt un vertice (|| vincoli lineari);

— infine, i vincoli (12.15¢) definiscono le variabili del modello PLI.

e Tl modello ILP{p su G & il modello ILP{p su G, e il suo rilassamento lineare & forte
almeno quanto quello del modello ILPygsp.

Esempio 12.12: Modello ILP%&%SP

Le clique massimali del grafo G dell’Esempio 12.1 sono il triangolo {1, 2,3} e i cinque spigoli
(3,4}, {4,5},{5,6},{6,7}, {1,7}. Tl modello TLP{{p sostituisce i tre vincoli del triangolo
con un solo vincolo, e ha 6 vincoli:

max 1 +%2 +x3 +%4 +%5 +Tg + 27

soggettoa 1 +x9 + 3 <1
T3 + 24 <1

T4 +x5 <1

x5 + e <1

ze +x7 < 1

x1 +z7 <1

xy, T2, xs3, T4, x5, Z6, €T € {071}

La soluzione ottima 1 = T4 = Z¢ = 1 dell’Esempio 12.11 é ottima anche qui, con valore
2(ILP{Egp) = 3. 1 rilassamenti lineari sono diversi (Gurobi): la formulazione sugli spigoli,
con 0 < z, < 1, ha valore ottimo % in z, = %, mentre la formulazione a clique ha valore
ottimo 3, raggiunto da xo = 5 = x7 = 1.
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12.8 Modelli PLI per le varianti pesate

I problemi di questa sezione sono i problemi della clique massima pesata sui vertici (VWMCP)
e pesata sugli spigoli (EWMCP), definiti nel Capitolo 5 «Problemi di clique», Sezione 5.5, con
le loro istanze di riferimento.

12.8.1 1l problema della clique massima pesata sui vertici

e Dato un grafo semplice G = (V| E) e un vettore dei pesi dei vertici w € 2%y, usiamo le n
variabili binarie (12.1) della formulazione sugli spigoli:

1 se il vertice v é selezionato nella clique
Ty = Yv e V.
0 altrimenti

( N\
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

della clique massima pesata sui vertici (VWMCP) ¢ il seguente:

max Z Wy Ty (12.16a)

veV
soggetto a  x, + x, < 1, V{u,v} € E, (12.16b)
x, €{0,1}, YveV. (12.16¢)

Questo modello PLI si chiama modello ILP\I\%]P.
(& J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPYMp:

— la funzione obiettivo lineare (12.16a) massimizza il peso totale w(K) della clique
selezionata;
— 1 vincoli (12.16b) garantiscono che due vertici non adiacenti non siano selezionati
entrambi (|E| = (%) — m vincoli lineari);
— infine, i vincoli (12.16¢) definiscono le variabili del modello PLI.
e Cambia solo la funzione obiettivo: le soluzioni ammissibili sono le clique di G, come nel

modello ILPyicp, e con w, = 1 per ogni vertice i due modelli coincidono. Anche qui sono
valide le disuguaglianze di clique di G.

Esempio 12.13: Modello ILPR&VCYP

Consideriamo il grafo G con 8 vertici su una circonferenza, in cui ogni vertice ¢ adia-
cente a tutti gli altri tranne quello opposto: G ha 24 spigoli, e G ha i 4 spigoli
{1,5},{2,6},{3,7},{4,8}. I pesi dei vertici sono:

‘vzl v=2 v=3 v=4 v=5 v=6 v=7 v=2_8
wy | 5 8 9 5 6 5 5 9

E Pistanza del VWMCP del Capitolo 5 «Problemi di clique». Il modello TLPyp ha 8
variabili binarie e un vincolo per ciascuno dei 4 spigoli di G:
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max 5x; +8x2 +9x3 +5x4 +6x5 +5x5 +52x7 +9x38

soggetto a x; + x5 <1
o + g <1
x3 + 7 <1
T4 +xg <1
iy, T2, xs, x4, x5, X6, X7, Ty € {0’1}

: - VW Y .
Una soluzione ottima &(ILPyep) é:
To=T3=T5=2a83=1, T1=Ta=26=27=0

1l valore ottimo z(ILPY%p) ¢ 8 +9 + 6 + 9 = 32, come indicato nel Capitolo 5 «Problemi
di clique». La soluzione ottima associata ¢ la clique K = {2,3,5,8}, ed & I'unica soluzione

ottima: ogni vincolo tiene il vertice piti pesante della sua coppia.
(& J

12.8.2 1l problema della clique massima pesata sugli spigoli

e Dato un grafo semplice G = (V, E) e un vettore dei pesi degli spigoli » € ZZ, il peso
di uno spigolo si raccoglie solo se entrambi i suoi estremi sono selezionati: il prodotto
Xy T, non ¢ lineare. Introduciamo le n variabili binarie (12.1) e le seguenti m variabili
binarie:

1 se gli estremi di {u,v} sono entrambi nella clique
Yuo = V{u,v} € E. (12.17)
0 altrimenti

( N\
Con queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

della clique massima pesata sugli spigoli (EWMCP) ¢ il seguente:

max Z Tuw Yuw (12.18a)
{u,v}erE

soggetto a  Yyuy < Ty, V{u,v} € E, (12.18b)

Yuv < Ty, V{u,v} € E, (12.18c)

Ty 4+ 2y < 1, V{u,v} € E, (12.18d)

x, €{0,1}, Yo eV, (12.18e)

Yuv € {0,1}, V{u,v} € E. (12.18f)

Questo modello PLI si chiama modello ILP%AV(\J/P.
(& J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPYp:

— la funzione obiettivo lineare (12.18a) massimizza il peso totale r(K’) degli spigoli con
entrambi gli estremi nella clique selezionata;
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— 1 vincoli (12.18b) e (12.18¢) permettono y,, = 1 solo se entrambi gli estremi sono
selezionati (2m vincoli lineari);

— i vincoli (12.18d) garantiscono che i vertici selezionati formino una clique ((3) —m

vincoli lineari);

— infine, i vincoli (12.18e¢) e (12.18f) definiscono le variabili del modello PLIL

e [ vincoli (12.18b) e (12.18¢) modellano I'implicazione y,, = 1 = =, = x, = 1. L’implica-

zione inversa x, = T, = 1 = yYyup = 1, Ci0€ Yyy > Xy + T, — 1, non serve: poiché ry, > 0,

in ogni soluzione ottima s, prende il valore massimo consentito, min{z,, x, }.

Esempio 12.14: Modello ILP{Yp

sui non-spigoli:

Consideriamo il grafo G dell’Esempio 12.13, con i pesi degli spigoli dell’istanza dellEWMCP
del Capitolo 5 «Problemi di clique»; sono i coefficienti della funzione obiettivo qui sotto. Il
modello TLPNp ha 8 + 24 = 32 variabili binarie, 48 vincoli ¥y, < Ty, Yuo < Ty € 4 vincoli

max Y12 +4y13 +5y1a +4yi6 +3y17 + 3 Y18
+2y23 + 5y24 + 6y25 + 9y27 +4yas + 3ys4
+6y35 + ys6 + 6yss +4yas + Tyae + 2ya7
+5ys6 + Tys7 + 3Yss + Yo7 + 2Yes + S yrs

T1+25<1 wo+w6<1 2z3+27<1 my+a8=<1

1, T2, ..

Y12, Y13, --

., g €{0,1}

., yrs € {0,1}

Una soluzione ottima (&, ) (ILPEYp) é:

To=Is=Tr==Tg=1, T1=T3=24=126=0,

, tutte le altre g, =0

soggetto a yi2 < 21 Y12 < T2 Y13 < 1 Y13 < T3
Y14 < 71 Y14 < T4 Y16 < X1 Y16 < Zg
Y17 < 1 Y17 < x7 Y18 < X1 Y18 < T3
Y23 < T2 Y23 < X3 Y24 < T2 Y2a S X4
Y25 < T2 Y25 < T3 Y21 < X2 Yo7 < X7
Y28 < T2 Y28 < T3 Y34 < x3 Y34 < x4
Yss < T3 Y35 < T Yse < T3 Y36 < T
Yss < T3 Ysg < g Ya5 < X4 Yas < Ts
Yae < T4 Ya6 < T Yar < T4 Yyar < X7
Ys6 < Ts Ys6 < Tg Ys7 < X5 Ys7 < 7
Ys8 < T Yss < X3 Yo7 < Tg Yo7 < T7
Yes < Tg Yes < T8 yrs < x7 yrs < a8

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

82


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

1l valore ottimo z(ILPEYp) € 6 + 9 + 4 + 7 + 3 + 8 = 37, come indicato nel Capitolo 5
«Problemi di cliquey. La soluzione ottima associata ¢ la clique K = {2,5,7,8}, ed é l'unica
soluzione ottima.

12.9 Errori tipici

Attenzione

e Scrivere i vincoli sugli spigoli di G. La formulazione sugli spigoli del MCP ha
un vincolo per ogni non-spigolo di G; sugli spigoli di G gli stessi vincoli descrivono
gli insiemi stabili di G.

e Fidarsi del bound LP della formulazione sugli spigoli. Il punto z, = % é
sempre ammissibile, quindi z(LPycp) > n/2 anche quando w(G) = 2.

e Dimenticare i bound z, < 1 nella formulazione sugli spigoli. Un vertice
adiacente a tutti gli altri non compare in nessun vincolo, e LP-Oy;cp diventa illimitato.
Nella formulazione a clique i bound sono implicati.

e Credere che le disuguaglianze di clique chiudano ogni gap. Su Cs coincidono
con i vincoli sui non-spigoli, e serve la disuguaglianza di ciclo dispari.

e Usare clique non massimali di G. Le loro disuguaglianze sono valide ma dominate:
le clique massimali danno i vincoli piu forti di questa famiglia.

e Confondere i grafi del MCP e del MSSP. Il modello ILPy;gsp ha un vincolo per
ogni spigolo di G, il modello ILPyjcp uno per ogni spigolo di G.

e Scrivere y,, = x, T, nel modello pesato sugli spigoli. Il prodotto non ¢ lineare:
i vincoli yup < Xy € Yuw < X, lo sostituiscono, e i pesi positivi rendono y,,, = 1 ogni
volta che entrambi gli estremi sono selezionati.

12.10 In sintesi

In sintesi
e La formulazione sugli spigoli ILPycp ha una variabile binaria per vertice e un vincolo
x, + 1, < 1 per spigolo di G: ¢ la formulazione sugli spigoli del MSSP su G.

e ]l suo rilassamento lineare é debole: x, = % ¢ ammissibile e z(LPycp) > n/2.

e Le disuguaglianze di clique ZvGQ z, < 1, per le clique massimali @ di G, danno una
formulazione piti forte con w(G) < 2(LP{{p) < 2(LPymcp).

e Il duale di LP{{%p ¢ il rilassamento lineare di una formulazione di colorazione, quindi
w(G) < 2(LPYiep) < X(G).

e Il modello ILPy;gsp ha un vincolo z,+z, < 1 per spigolo di GG; con le clique massimali

di G diventa la formulazione a clique. Sull’Esempio 12.1 il valore ottimo & a(G) = 3.
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e Il modello pesato sui vertici cambia solo la funzione obiettivo; il modello pesato sugli
spigoli aggiunge una variabile 1,, per spigolo, con Y, < Ty € Yy < T,. Sulle istanze
del Capitolo 5 «Problemi di clique» i loro valori ottimi sono 32 e 37.

Cruscotto (massimizzazione). Bound su w(G) calcolati in questo capitolo:

istanza 2(LPmcp)  2(LP$isp) w(G)
Esempio 12.1 (ciclo con una corda) z 3 3
Cs % % 2 (disuguaglianza di ciclo dispari)
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Capitolo 13

Formulazioni dei problemi di routing

Prerequisiti

e Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 1 «Programmazione lineare in-
teray e Capitolo 2 «Bound primali e duali»: problemi PLI, rilassamenti lineari e

bound.

e Da questo modulo, Capitolo 6 «Problemi di routing»: il problema, le sue ipotesi, i
giri, la matrice delle distanze e l'istanza dell’Esempio 6.1.

Obiettivi

Alla fine di questo capitolo saremo in grado di:

e scrivere il modello PLI del problema del commesso viaggiatore con le variabili di
posizione di Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) e spiegare come eliminano i sottogiri;

e scrivere il modello PLI con i vincoli di eliminazione dei sottogiri di Dantzig-Fulkerson-
Johnson (DFJ) e dimostrarne la correttezza;

e contare le variabili e i vincoli dei due modelli;
e confrontare i rilassamenti lineari dei due modelli sulla stessa istanza;

e scrivere il modello PLI del TSP asimmetrico e spiegare perché il TSP metrico ha gli
stessi modelli del TSP.
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13.1 Panoramica della famiglia

e Dato l'insieme ¥ = {1,2,...,n} delle citta, i modelli di questo capitolo usano 'insieme
degli archi orientati
A={(i,j) i, €V, i #j}.
Ogni lato {i,7} del problema simmetrico & rappresentato dai due archi opposti (i,7) e
(4,1), che hanno lo stesso costo d;; = dj;.

e I modelli PLI dei problemi di routing usano una variabile di arco binaria x;; per ogni
arco (i,7) € A, uguale a 1 se il giro va dalla citta i alla citta j.

e [ vincoli di grado impongono che da ogni citta esca esattamente un arco e che in ogni
citta entri esattamente un arco; i modelli differiscono nei vincoli che eliminano i sottogiri.

I modelli di routing sono modelli di assegnamento sugli archi, con i vincoli di grado,
pitt vincoli che vietano i sottogiri. La funzione obiettivo minimizza la distanza totale

> (i,j)ea i Tij-

e La tabella elenca i membri della famiglia, con i nomi dei loro modelli PLI e le sezioni che
li scrivono.

Problema Modello Eliminazione dei sottogiri Sezione
TSP ILP¥§PZ variabili di posizione u; 13.3
TSP ILP%&% un vincolo per ogni sottoinsieme di citta 13.4
TSP metrico ILPYGZ, ILPRED i modelli del TSP 13.6
ATSP ILP ATsp i vincoli dei modelli del TSP 13.6

13.2 Modelli PLI per il problema del commesso viaggiatore

I problema del commesso viaggiatore e la sua istanza di riferimento (Esempio 6.1) sono definiti
nel Capitolo 6 «Problemi di routing», Sezione 6.2.

e Il TSP ha due modelli PLI classici sulle variabili di arco x;;: il modello di Miller, Tucker
e Zemlin (MTZ) della Sezione 13.3, con variabili di posizione, e il modello di Dantzig,
Fulkerson e Johnson (DFJ) della Sezione 13.4, con vincoli di eliminazione dei sottogiri.

e La Sezione 13.5 confronta i rilassamenti lineari dei due modelli.
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13.3 Un modello con variabili di posizione (MTZ)

e Introduciamo le seguenti n(n — 1) variabili binarie:
1 selarco (i,7) é percorso dal giro
$ij = V(Z,j) € A7
0 altrimenti
e le seguenti n — 1 variabili continue:

u; = posizione della citta ¢ dopo la partenza dalla citta 1, Vie v\ {1}

La citta 1 serve solo come cittd di riferimento: un giro non ha una citta di partenza

privilegiata.

4 1\
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema
del commesso viaggiatore (T'SP) ¢ il seguente:

min Z Z dijxij (13.1&)
iV jev
J#
soggetto a Z gy = 1, YieV, (13.1b)
JEYV
J#i
> wy =1, Vjie¥, (13.1c)
sy
i#]
Uy —uy + (0 — Lz < n— 2, Vi,j e v\ {1}, i # 7, (13.1d)
Tij € {0, 1}, V(Z,j) €A, (13.16)
1<u; <n-—1, Vie ¥\ {1}. (13.1f)
Questo modello PLI si chiama modello ILP}Y4Z, o modello MTZ.

. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPYSZ:

— la funzione obiettivo lineare (13.1a) minimizza la distanza totale percorsa dal giro;

i vincoli (13.1b) garantiscono che da ogni citta esca esattamente un arco (n vincoli
lineari);

— 1 vincoli (13.1c) garantiscono che in ogni citta entri esattamente un arco (n vincoli
lineari);
— ivincoli (13.1d) collegano le variabili di arco con le variabili di posizione ed eliminano

i sottogiri che non contengono la citta 1 ((n — 1)(n — 2) vincoli lineari);

infine, i vincoli (13.1e) e (13.1f) definiscono le variabili del modello PLI.

Spiegazione del legame fra le variabili

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

87

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

e Per ogni coppia di citta i,j diverse dalla citta 1, se 'arco (7,j) é percorso, allora la
posizione della citta j supera di almeno un’unita la posizione della citta i. Questa relazione
logica é I'implicazione

wij:1 - uqui—i—l.

e La sua contronominale &
Uj<ui+1 = a:ij:O.

In particolare, un arco da una citta verso una citta nella stessa posizione o in una posizione
precedente non pud essere percorso.

e Entrambe le implicazioni sono imposte dai vincoli lineari (13.1d). Se z;; = 1, allora il
vincolo da u; —uj + (n—1) < n — 2, ossia u; > u; + 1.

e Viceversa, se u; < u; + 1, allora il vincolo da (n —1)x;; <n—2+4wuj —u; < n— 1. Poiché
x;j € binaria, questo impone x;; = 0.

e Quando z;; = 0, il vincolo diventa u; — u; < n — 2, che ¢ sempre soddisfatto perché
entrambe le posizioni appartengono a [1,n — 1]. Di conseguenza, n — 1 ¢ il piu piccolo
coefficiente big-M possibile per questi bound.

Proposizione 13.1: I vincoli MTZ eliminano i sottogiri

I vincoli (13.1b)—(13.1f) sono soddisfatti da una soluzione intera se e solo se i suoi archi
selezionati formano un unico giro che passa per tutte le citta.

Dimostrazione. 1 vincoli (13.1b) e (13.1c¢) fanno degli archi selezionati una collezione di
cicli orientati disgiunti nei vertici che coprono tutte le citta. Supponiamo che uno di
questi cicli non contenga la citta 1 e visiti, nell’ordine, 41,42,...,7;. Poiché ogni arco
(ir,ir41) € selezionato, I'implicazione precedente da

Uiy ypy = Uy, + 1 r=1,...,k,

dove i1+ = 41. Sommando le disuguaglianze otteniamo w;, > u;, + k, una contraddizio-
ne. Quindi nessun ciclo puo evitare la citta 1, e la collezione ¢ un unico giro.

Viceversa, consideriamo un giro qualsiasi e facciamolo partire dalla citta 1. Per ogni citta
i # 1, poniamo u; uguale alla posizione in cui la citta i é visitata dopo la partenza dalla
citta 1. I bound (13.1f) valgono. Se un arco selezionato (i, ) ha i,j # 1, allora la citta
J segue immediatamente la citta ¢, quindi u; = u; + 1 e (13.1d) vale. Se I’arco non ¢é
selezionato, il vincolo (13.1d) vale grazie ai bound sulle posizioni. Quindi il giro definisce
una soluzione intera ammissibile. O
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Esempio 13.1: Istanza del TSP

Consideriamo l'insieme ¥ = {1,2,3,4,5} di 5 citta (n = 5), con la matrice delle distanze

dj |1 2 3 4 5
1|- 5 2 2 9
2|5 — 4 3 4
312 4 — 47
412 3 - 7
519 4 7 7 —

E l'istanza dell’Esempio 6.1 del Capitolo 6 «Problemi di routing». Chiamiamo questa
istanza del TSP Esempio 13.1.

(& J

Esempio 13.2: Modello ILP%ISTPZ

Il modello ILPI\T/IST;,Z per l'istanza del TSP dell’Esempio 13.1 ha 20 variabili di arco, 4 variabili
di posizione, 10 vincoli di grado e 12 vincoli (13.1d):
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min 519+ 2213+ 2214 + 9215 + 521 + 4203 + 324
+4x95 +2x31 +4x39 +4234 + T35 + 2241 + 342
+4 43+ Txas + 951 + 452 + Tx53 + 754

soggetto a x12 + %13 + T14 + Z15 =
21 + T23 + To4 + X25
T31 + 32 + T34 + X35
Tq1 + T42 + Ta3 + T45
T51 + Ts2 + T53 + T =
T21 + x31 + 41 + T51 =
T12 + X32 + T42 + T2 =
13 + T23 + T43 + T53 =

T14 + T4 + T34 + T54

T15 + X25 + X35 + T45

IA

U9 —U3+4x23

IA

Uy — Uy + 4 x04

Uy — us +4 x5

IN
W W W W W W W W W W w W = = = = = = = =

uz — us +4x30 <

uz — ug +4x34 <

uz — us + 435 <

ug — up + 4 w49 <

ug —uz + 4143 <

ug — us + 445 <

us — U + 4 x59 <

us — ug + 453 <

Uus — Uyq + 4 T54 <
12, T13, T14, ---, Th4 € {01}
Uz, U3, U4, Us Z 1

IN
S

U2, u3, Ug, Us

Il valore ottimo z(ILPl\F/ISrE)Z) ¢ 18. La soluzione ottima associata del TSP ¢ il giro ¢ =
(1,3,5,2,4), di lunghezza L(6) =2+ 7+ 4+ 3+ 2 = 18; ¢ 'unico giro ottimo, a meno del

verso di percorrenza.
(& J
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13.4 Un modello con vincoli di eliminazione dei sottogiri (DFJ)

e Il secondo modello usa solo le n(n — 1) variabili di arco z;; del modello MTZ: non ci
sono variabili di posizione. I sottogiri sono vietati direttamente, con un vincolo per ogni
sottoinsieme di citta.

4 \
Usando queste variabili, un secondo modello di programmazione lineare intera (PLI) per il

problema del commesso viaggiatore (T'SP) ¢ il seguente:

min Z Z dijxij (132&)
€Y jeYV
J#i
soggetto a Z e = |, Yie?, (13.2Db)
JEYV
J#1

> = 1, Vjiev, (13.2¢)
i€V
i#]

> m<I8I-1, VS C ¥\ {1}, IS > 2, (13.2d)
i€S jeS
J#i

Tij € {0, 1}, V(l,j) € A. (13.26)

Questo modello PLI si chiama modello ILP2ES. o modello DFJ.

- J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPRE?:

— la funzione obiettivo (13.2a) e i vincoli di grado (13.2b) e (13.2c) sono quelli del
modello MTZ;

— 1 vincoli (13.2d) si chiamano vincoli di eliminazione dei sottogiri: un giro non
puo contenere tutti gli |S| archi di un ciclo sulle citta di S, quindi usa al pia |S| — 1
archi dentro S (2"~ — n vincoli lineari);

— infine, i vincoli (13.2¢) definiscono le variabili del modello PLI.

e Il numero 2"~ —n dei vincoli (13.2d) é esponenziale in n: per n = 5 sono 11, per n = 20
sono 524 268.

Proposizione 13.2: Vincoli di eliminazione dei sottogiri

I vincoli (13.2b)—(13.2e) sono soddisfatti da una soluzione intera se e solo se i suoi archi
selezionati formano un unico giro che passa per tutte le citta.

Dimostrazione. Sia dato un giro e sia S C ¥ \ {1} con |S| > 2. Se il giro usasse |S]
archi dentro S, questi archi formerebbero un ciclo sulle citta di S, che non é 'intero giro
perché 1 ¢ S: una contraddizione. Quindi (13.2d) vale, e i vincoli di grado valgono per
definizione di giro.
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Viceversa, i vincoli (13.2b) e (13.2¢) fanno degli archi selezionati una collezione di cicli
orientati disgiunti nei vertici. Se ci fosse pit di un ciclo, uno di essi non conterrebbe la
citta 1. Sia S l'insieme delle sue citta: allora |S| > 2 e il ciclo usa |S| archi dentro S, il
che viola (13.2d). Quindi ¢’¢ un unico ciclo, un giro. O

Esempio 13.3: Modello ILP%&%

1l modello TLPREY per I'istanza del TSP dell’Esempio 13.1 ha 20 variabili di arco, 10 vincoli
di grado e 11 vincoli (13.2d), uno per ogni sottoinsieme S C {2,3,4,5} con almeno due
citta:

min 5x12+2x13+ 2214 + 9215 + 521 + 4T3 + 314
+4x95 +2x31 +4x39 +4x34 + T35 + 2241 + 3249
+4 743 + 7245 + 9751 + 450 + 7253 + 7 X354

soggetto a  x12 + 213 + 214 + 15 =
To1 + T23 + T24 + T25
31 + @32 + T34 + X35 =
Ta1 + Ta2 + T43 + Tas
T51 + Ts2 + X53 + Tsa
To1 + 31 + 41 + Ts51
Z12 + @32 + T42 + T52 =
13 + 23 1+ T43 + T53 =

T14 + T24 + T34 + T54

T15 + T25 + T35 + T45

T23 + T32

To4 + T42 <
To5 + T52 <
T34 + T43 <
35 + T53 <
T45 + Ts4 <

IN

X23 + To4 + T32 + T34 + T42 + T43

IN

T93 + o5 + T32 + T35 + T2 + Ts3

IN

To4 + o5 + T2 + T45 + T2 + Tsy

IN

T34 + T35 + T43 + T45 + T53 + Ts4

INA
W N RN N N R e R e e e e R e e e e

IN

X3 + T4 + Tos + T32 + T34 + T35 + T42 + T43 + T45 + T2 + 53 + T4

m

{0,1}

Il sottogiro 2 — 5 — 2 insieme al sottogiro 1 — 3 — 4 — 1 soddisfa i vincoli di grado
ma viola il vincolo wgs 4+ 252 < 1 di S = {2,5}. Una soluzione ottima &(ILPRP) ¢ il giro

Z12, 13, T14, ---, T54
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o= (1,3,5,2,4):
T13 = T35 = Tso = Tog = T41 = 1, tutte le altre .i‘ij =0

1 valore ottimo z(ILPRED) ¢ 18.
. J

13.5 Rilassamenti lineari

13.5.1 1l rilassamento di assegnamento

( A
Tenendo solo i vincoli di grado dei due modelli e rilassando i vincoli di binarietd in vincoli

di non negativita, otteniamo il seguente modello LP:

min Z Z d'ijl‘ij (133&)
€Y jev
J#i
soggetto a Z T = VieV, (13.3b)
JEV
J#i

D a=1, Viev, (13.3¢)
€Y
i#]

Tij > 0, V(Z,]) € A. (13.3(1)

Questo modello LP si chiama modello LP-Opgp, o rilassamento di assegnamento.
_ /

e Aggiungere gli upper bound z;; < 1 non cambia questo rilassamento, né i due rilassamenti
seguenti: per ogni arco (i,7), la non negativita e 'equazione di grado (13.3b) danno

xij < szk =1

ke
ki

Esempio 13.4: Modello LP-Opsp

Il modello LP-Opgp per l'istanza del TSP dell’Esempio 13.1 é:
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min 5z12 + 2213+ 2214 + 9215 + 521 + 4293 + 324
+4x95 + 2231 +4x30 + 4234 + T35+ 2241 + 3240
+4 243 + 7245 + 951 + 4252 + Tx53 + T34

soggetto a 12 + 213 + T14 + Z15 =
21 + ®23 + T24 + X25
T31 + x32 + T34 + X35
T41 + T42 + Ta3 + T45
T51 + Ts2 + Ts3 + Tsg =
T21 + x31 + T41 + T51 =
T12 + 32 + T42 + T2 =
13 + T23 + T43 + X53 =

Ti4 + Xo4 + T34 + T4 =

G VG VU G UG G (N G G

T15 + xo5 + T35 + T45 =

S

12, T13, T14; .., T54 >
Una soluzione ottima &(LP-Opgp) é:
i‘13 = i‘34 = i‘41 = :Z'25 = :2‘52 = 1, tutte le altre i"z'j =0

E intera, ma ¢ formata dai due sottogiri 1 -+ 3 — 4 — 1 e 2 — 5 — 2. Il valore ottimo
z(LP-Opgp) € 16. Di conseguenza, abbiamo il lower bound:

16 < 2(ILPYEZ2) = 2(ILPRE])

13.5.2 1l rilassamento del modello MTZ

( A

Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILP%@E, rilassiamo i vincoli (13.1e) in

vincoli di non negativita; le variabili di posizione mantengono i loro bound. II modello LP
ottenuto € il seguente:

min Z Z dijxij (134&)
€Y jeV
J#i
soggetto a Z gy = 1, YieV, (13.4b)
JjEV
J#
> =1, VieV, (13.4c)
sy
i#
U; — Uj + (n— 1).7}7;]' <n-—2 Vi,j € ¥\ {1}, i J, (13.4d)

Tij >0, V(Z,]) €A, (13.46)

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

94

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

1<u;<n-—1, Vie ¥\ {1}. (13.4f)

Questo modello LP si chiama modello LPI%/ISTPZ.
. J

Proposizione 13.3: Una regione debole del rilassamento MTZ

Sia (z,u) tale da soddisfare le equazioni di grado (13.4b)—(13.4c), con z;; > 0. Se

n—2 .. .
%Sn_l VZ,]GW\{l},l#],

allora (z,u) ¢ ammissibile per LPl\FdéFPZ dopo aver posto u; = 1 per ogni 7 # 1.

Dimostrazione. Con u; = u;j = 1, ogni vincolo (13.4d) diventa
(n—1Dxj; <n-—2,

che ¢é esattamente 'upper bound assunto. Anche i bound (13.4f) sulle variabili di
posizione valgono. O

e La proposizione mostra perché la formulazione compatta MTZ pud avere un lower bound
debole: molte soluzioni frazionarie del rilassamento di assegnamento soddisfano gia i
vincoli di ordinamento.

Esempio 13.5: Modello LP}

Il modello LPI\T/ISTPZ per l'istanza del TSP dell’Esempio 13.1 é:
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min 5z12 + 2213+ 2214 + 9215 + 521 + 4293 + 324
+4x95 + 2231 +4x30 +4x34 + T35+ 2241 + 3T40
+4 243 + 7245 + 951 + 4250 + Tx53 + T34

soggetto a 12 + x13 + T14 + T15 =
21 + ®23 + To4 + X25
T31 + x32 + T34 + X35
T41 + T42 + Ta3 + T45
T51 + Ts2 + Ts3 + Tsg =
T21 + x31 + T41 + T51 =
T12 + 32 + T42 + T2 =
13 + T23 + T43 + X53 =

T14 + T24 + T34 + T54

T15 + xo5 + T35 + T45

IA

U — U3 +4ZL‘23

IA

Ug — Uy + 4 x4

Uz — us +4 x5

AN
W W W W W W W W W wWw w w R = e e

us — uz +4 30 <
ug — ug +4wsy <
ug — us + 435 <
ug — ug + 440 <
ug —u3z + 443 <
Uy — U5 + 4 T45 <
us — uz + 452 <
us — ug + 453 <
us — ug + 454 <
Z12, %13, 14, ---, T54 > 0
U2, U3, U4, Us >
Uz, U3, U4, Us < 4
Una soluzione ottima (&, @)(LPYe?) &
N N - - 1 5 3
Zi3=1, Tg1 =Tg4 =241 = 3 T ==,
- - - - 1 -
Tog = T49 = Tys = Ty = T tutte le altre Z;; = 0,
Uy = U3 = Ug = U = 1
Tutti gli archi fra le citta 2, 3,4, 5 hanno valore al piu % = Z—:%, come nella Proposizione 13.3.
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1 valore ottimo z(LPYSZ) & 17. Di conseguenza, abbiamo il lower bound:

17 < 2(ILPYEZ)

13.5.3 1l rilassamento del modello DFJ

( A
Per ottenere un rilassamento lineare del modello TLPREZ, rilassiamo i vincoli (13.2¢) in

vincoli di non negativita. Il modello LP ottenuto é il seguente:

min Z Z dijmij (135&)
iV jev
J#i
soggetto a Z g = 1, VieV, (13.5Db)
JEYV
J#i

> = 1, VieY, (13.5¢)
€Y
17

> wm<I8|-1, VS C ¥\ {1}, IS > 2, (13.5d)
ieS jes
J#

z;; > 0, Y(i,j) € A. (13.5¢)

Questo modello LP si chiama modello LPRES.
- _J

e Il modello MTZ ¢é prezioso perché ha solo O(n?) variabili e vincoli. Il modello DFJ ha
un rilassamento pitl forte, ma un numero esponenziale di vincoli: in pratica, i vincoli di
eliminazione dei sottogiri si aggiungono solo quando sono violati dalla soluzione corrente
del rilassamento.

Esempio 13.6: Modello LP%}{

1l modello LPRES per listanza del TSP dell’Esempio 13.1 &:
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min S5z12+ 2213+ 2214+ 9215 + 5221 +4x23 + 3204
+4x05 +2x31 +4x30 +4x34 + T35 + 2241 + 340
+4243 + 7245 + 9251 +4 520 + 753 + 754

soggetto a 12 + T13 + T14 + X135 -
T21 + T23 + T24 + Ta5
31 + 32 + T34 + T35
T41 + Ta2 + T43 + T45
51 + 52 + 53 + T4
ZT21 + 31 + T41 + Ts51
T12 + T32 + T2 + Ts2

T13 + X23 + T43 + T53

T14 + To4 + T34 + T4

15 + X25 + T35 + T45

IN
W N NN N H = =l el = = s e e s

T3 + T32 <
T24 + T42
o5 + Ts2 <
T34 + T43 <
T35 + T53 <
T45 + Ty <
To3 + Toq + T32 + T34 + T2 + Ty3 <
o3 + To5 + x32 + T35 + T2 + T3 <
24 + T25 + Tgo + Ta5 + 52 + Tsy <
T34 + T35 + T43 + Tg5 + T53 + Ty <
23 + X4 + X25 + 32 + T34 + T35 + Ta2 + T43 + Ty5 + T52 + X533 +x54 <
12, T13, T14, --., 54 > 0
Una soluzione ottima i(LP%gI‘l) e il giro 6 = (1,3,5,2,4):
Z13 = T35 = Tng = Tog = T41 = 1, tutte le altre Z;; =0
1l valore ottimo z(LP2EP) ¢ 18: su questa istanza il rilassamento chiude il gap.
i\ J

Esempio 13.7: Confronto fra i rilassamenti

Per l'istanza del TSP dell’Esempio 13.1, i tre rilassamenti danno i seguenti lower bound sul
valore ottimo 18:
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Rilassamento Valore ottimo
LP-Orgp (rilassamento di assegnamento) 16
LIPS 17
L2 18

I vincoli di ordinamento alzano il bound da 16 a 17; i vincoli di eliminazione dei sottogiri

chiudono il gap su questa istanza.
- J

13.6 Modelli PLI per il TSP metrico e asimmetrico

I problemi di questa sezione sono il problema del commesso viaggiatore asimmetrico (ATSP) e
il TSP metrico, definiti nel Capitolo 6 «Problemi di routing», Sezione 6.6.

e Dato l'insieme ¥ = {1,2,...,n} delle citta e l'insieme A degli archi orientati, ogni arco
(4,7) ha la sua distanza d;;, che puo differire da d;;. Introduciamo le seguenti n(n — 1)
variabili binarie:

1 se l’arco (i,j) € percorso dal giro
lTij = V(Z,j) € A
0 altrimenti

4 Y
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

del commesso viaggiatore asimmetrico (ATSP) é il seguente:

min Y Y diwi (13.6a)
iV jev
JF
soggetto a Z = 1, VieV, (13.6b)
JEV
JFi

Y @y =1, Vie¥, (13.6¢)
Sy 4
i#]

SN i <ISI-1, VS C ¥\ {1}, |S| > 2, (13.6d)
i€S jES
G

Tij € {0, 1}, V(l,]) € A. (1366)

Questo modello PLI si chiama modello ILP porsp.
. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILP o1sp:

— la funzione obiettivo lineare (13.6a) minimizza la distanza totale percorsa lungo gli
archi del giro, ciascun arco con la sua distanza,;
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— i vincoli (13.6b) e (13.6¢) garantiscono che da ogni citta esca esattamente un arco e
che in ogni citta entri esattamente un arco (2n vincoli lineari);

— i vincoli (13.6d) sono i vincoli di eliminazione dei sottogiri (2"~ —n vincoli lineari);

— infine, i vincoli (13.6e) definiscono le variabili del modello PLI.

e Il modello ILP o1sp € il modello ILP%}], con le distanze degli archi: la sua dimostrazione
di correttezza, la Proposizione 13.2, non usa mai d;; = dj;. Per lo stesso motivo anche il
modello TLPYSZ ¢ un modello PLI dell’ ATSP.

e Un giro e lo stesso giro percorso al contrario usano archi opposti: nell’ATSP sono soluzioni
diverse, in generale di lunghezze diverse.

e Il1 TSP metrico, definito nel Capitolo 6 «Problemi di routing», ha gli stessi modelli PLI
del TSP: la disuguaglianza triangolare € una proprieta delle distanze, non un vincolo del
modello. L’istanza dell’Esempio 13.1 ¢ metrica, quindi i modelli ILPY{# e TLPRED scritti

per essa sono gia modelli di un’istanza del TSP metrico.

Esempio 13.8: Modello ILPs1sp

Consideriamo l'insieme ¥ = {1,2,3,4} di 4 citta (n = 4), con la matrice delle distanze
asimmetrica

dj |1 2 3 4
1 |- 2 7 7
212 — 4 2
319 7 - 1
412 4 1 —

Per esempio, dig = 7 e d3g1 = 9. Il modello ILPaApsp per questa istanza dell’ATSP ha 12
variabili di arco, 8 vincoli di grado e 4 vincoli di eliminazione dei sottogiri, uno per ogni
sottoinsieme S C {2, 3,4} con almeno due citta:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 100


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/ottimizzazione-combinatoria/combinatorial-optimization-problems/tsp/variants-metric-and-asymmetric-tsp/
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

min 2x10+ 7213+ 7214 + 2291 + 4293 + 294
+92x31 + T30 + 34 + 2741 + 4242 + T43

soggetto a 12 + 213 + Z14 =
ZT21 + T23 + T24
T31 + X32 + T34
T41 + Ta2 + T43
T21 + 231 + T4
T12 + T32 + T42 =
T13 + X23 + T43 =
T14 + To4 + T34 =
T23 + T32 e
To4 + T42 <

T34 + T43 <

[ T S S S et

T93 + To4 + X32 + T34 + T42 + X43 <

m

{0,1}

I due sottogiri 1 -2 — 1 e 3 — 4 — 3, di lunghezza totale 2 +2 + 1 + 1 = 6, soddisfano
i vincoli di grado ma violano il vincolo zg4 + 43 < 1 di S = {3,4}. Una soluzione ottima
Z(ILPaTsp) € il giro 6 = (1,2,3,4):

12, 13, T14, ..., T43

T12 = To3 = T34 = T41 = 1, tutte le altre Z;; =0

11 valore ottimo z(ILPaTsp) ¢ 24+ 4+ 142 = 9, e il giro ottimo ¢ unico. Lo stesso giro
percorso al contrario, (1,4, 3,2), ha lunghezza 7+ 147+ 2 = 17.

. J

13.7 Errori tipici

Attenzione

e Scrivere i vincoli MTZ per la citta 1. I vincoli (13.1d) si scrivono solo per le
coppie di citta diverse dalla citta 1: la citta 1 non ha variabile di posizione.

e Usare un big-M minore di n— 1. Scritto come u; —u; + Mx;; < M — 1, il vincolo
con M < n—1 taglia giri ammissibili: quando x;; = 0 richiede u;—u; < M —1 < n—2,
mentre due posizioni possono differire di n—2; M = n—1 é il piu piccolo valore valido.

e Prendere S = 7 nei vincoli di eliminazione dei sottogiri. Un giro usa || archi
dentro #: il vincolo taglierebbe ogni giro. Gli insiemi S sono sottoinsiemi propri delle
citta, con almeno due citta.

e Fidarsi del bound MTZ. Per la Proposizione 13.3, molte soluzioni frazionarie del ri-
lassamento di assegnamento sono ammissibili per il rilassamento MTZ: la formulazione
compatta non é forte.
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e Elencare tutti i vincoli di eliminazione dei sottogiri. Il loro numero & 2"~! —n:
non si scrivono tutti insieme, ma si aggiungono quando sono violati.

e Identificare un giro con il suo inverso nell’ATSP. Con distanze asimmetriche i
due versi di un giro sono soluzioni diverse: nell’Esempio 13.8 hanno lunghezze 9 e 17.

e Aggiungere la disuguaglianza triangolare come vincolo. Nel TSP metrico la
disuguaglianza triangolare vale per i dati d;;; le variabili del modello sono le stesse
del TSP.

13.8 In sintesi

In sintesi

e [ due modelli hanno le stesse variabili di arco z;; e gli stessi vincoli di grado;
differiscono nel modo in cui vietano i sottogiri.

e Il modello MTZ aggiunge n — 1 variabili di posizione e (n — 1)(n — 2) vincoli: ¢
compatto, ma il suo rilassamento & debole.

e Il modello DFJ aggiunge 2" ~! —n vincoli di eliminazione dei sottogiri: il rilassamento
é piu forte, e i vincoli si generano quando servono.

e Entrambi i modelli sono corretti: una soluzione intera ¢ ammissibile se e solo se 1 suoi
archi formano un unico giro.

e Entrambi i modelli sono scritti sugli archi, quindi sono anche modelli dell’ATSP: il
modello ILPa1sp ¢ il modello DFJ in cui ¢ ammesso d;; # dj;. I1 TSP metrico ha gli
stessi modelli del TSP.

e Dal modulo Programmazione lineare intera, il Capitolo 8 «Branch-and-cut» mostra
come i vincoli di eliminazione dei sottogiri si aggiungono solo quando sono violati.

Quadro riassuntivo dell’istanza del capitolo. Lower bound sul valore ottimo 18
calcolati in questo capitolo:

Bound Valore Da

Rilassamento di assegna- 16 z(LP-Opsp)

mento

Rilassamento MTZ 17 Z(LP¥£>Z)
Rilassamento DFJ 18 z(LPRE)

Valore ottimo 18 giro o = (1,3,5,2,4)

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 102


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/programmazione-lineare-intera/metodi-esatti/branch-and-cut/
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Capitolo 14

Formulazioni dei problemi di scheduling

Prerequisiti

e Dal modulo Programmazione lineare, Capitolo 9 «Teoria della dualitay: il duale di un
problema LP, dualita debole e forte.

e Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 1 «Programmazione lineare in-
tera» e Capitolo 2 «Bound primali e duali»: problemi ILP, rilassamenti lineari e
bound.

e Da questo modulo, Capitolo 7 «Problemi di scheduling»: il problema, la sua ipotesi,
il makespan e l'istanza dell’Esempio 7.1.

Obiettivi

Alla fine di questo capitolo saremo in grado di:

e scrivere il modello PLI di P||Cpax € spiegare come la variabile di makespan é collegata
ai carichi delle macchine;

e scrivere i rilassamenti lineari e i loro duali, e dimostrare che il loro valore ottimo é
Zj ti/m;
e dimostrare che il bound LP vale almeno 1/m del valore ottimo, e che il fattore é tight;

e usare le disuguaglianze valide e i vincoli di rottura delle simmetrie del modello.
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14.1 Panoramica della famiglia

e [ modelli PLI dei problemi di scheduling su macchine parallele usano l'insieme 57 =
{1,2,...,m} delle macchine e una variabile di assegnamento binaria xj; per ogni
lavoro j € _# e ogni macchina h € J2.

e Una variabile continua C,x rappresenta il makespan: un vincolo per ogni macchina
impone che Cpax sia almeno pari al carico della macchina.

e La funzione obiettivo minimizza Cpax, quindi all’ottimo é uguale al carico massimo.

I modelli di scheduling sono modelli di assegnamento dei lavori alle macchine, come i modelli
di packing assegnano gli oggetti ai contenitori; 1'obiettivo min-max é linearizzato con la
variabile di makespan Clyax.

e La tabella elenca i membri della famiglia, con il nome del loro modello PLI e la sezione
che lo scrive.

Problema Modello Variabili Sezione

P||Cax ILPp|c 2, binarie e Cax continua 14.2

max

14.2 Un modello PLI per il problema di scheduling su macchine
parallele identiche

Il problema di questa sezione € lo scheduling su macchine parallele identiche (P||Crax), definito
nel Capitolo 7 «Problemi di schedulingy.

e Date m macchine identiche e un insieme ¢ = {1,2,...,n} di n lavori, con tempi di
processamento t;, indichiamo con J# = {1,2,...,m} I'insieme delle macchine.

e Introduciamo le seguenti nm variabili binarie:
1 se il lavoro j € assegnato alla macchina h
Tjp = VjE/,VhE%,
0 altrimenti

e una variabile continua non negativa:

Chax = makespan della schedula.

( N\
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

di scheduling su macchine parallele identiche (P||Crax) € il seguente:

min  Chax (14.1a)
soggetto a Z w = 1 Vie ¢Z, (14.1b)
heAt
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_ Z tizin + Cmax > 0, Vh € S, (14.1c)
j€s
z;n € {0,1}, Vje 7, VYhe i, (14.14d)
Chax > 0. (14.1e)
Questo modello PLI si chiama modello ILP pj ..., -

- J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILP p| ...

— la funzione obiettivo lineare (14.1a) minimizza il makespan;

— i vincoli (14.1b) garantiscono che ogni lavoro sia assegnato a esattamente una mac-
china (n vincoli lineari);

— 1 vincoli (14.1¢) collegano le variabili di assegnamento con la variabile di makespan.
In particolare, garantiscono che il makespan sia maggiore o uguale al carico di ogni
macchina (m vincoli lineari);

infine, i vincoli (14.1d) e (14.1e) definiscono le variabili del modello PLI.

Spiegazione del legame fra le variabili

e Per ogni macchina h, il makespan e il suo carico devono soddisfare la relazione diretta
Cmax > Z tjzjha
jes
che ¢ imposta dal vincolo (14.1c).

e Poiché il vincolo vale per ogni macchina, esso impone

Crax > }Lré% Z tjwjh
i€s

e In ogni soluzione ottima vale I'uguaglianza. Infatti, se Cuax fosse maggiore del cari-
co massimo, sostituendo Chax con il carico massimo tutti i vincoli (14.1c) resterebbero
soddisfatti e il valore obiettivo diminuirebbe di una quantita positiva, il che contraddice
Iottimalita.

Esempio 14.1: Modello ILPp|c

Quando a una macchina non é assegnato alcun lavoro, il suo carico € zero.

max

Consideriamo m = 3 macchine (# = {1,2,3}) e un insieme ¢ = {1,2,...,7} di 7 lavori
(n =1T), con i seguenti tempi di processamento:
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‘j:1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=17

t;| 5 5 4 4 3 3 3

E listanza dell’Esempio 7.1 del Capitolo 7 «Problemi di scheduling»; la chiamiamo
Esempio 14.1. Il modello ILPpj ¢, Per questa istanza é:

min  Chax

soggetto a  x11 + T12 + T13 =
T21 + X2z + X23
31 + 32 + 33 =
T41 + T42 + T43 =
T51 + Ts2 + Ts3 =
61 + Te2 + Te3
T+ T2 + 273 =
—5x11 — 5721 —4x31 — 4741 — 3251 —3w61 — 3271 + Crnax =

—5T12 — 5wy —4x39 — 4242 — 352 — 362 — 3272 + Cnax >

O O O = e

—5x13 — 57923 —4 w33 — 4743 — 3253 — 3263 — 3273 + Cax >

T11, T12, T13, ..., T73 e {0,1}
Cmax > 0

Una soluzione ottima (&, émax)(ILPPHCmaX) é:
5711 = :i‘31 = .’INJQQ = :i‘42 = .’2’53 = -%63 = .f73 = 1, tutte le altre .’i‘jh = O, Cmax =9

Assegna i lavori {1, 3} alla macchina 1, {2,4} alla macchina 2 e {5,6, 7} alla macchina 3,
con carichi 9, 9 e 9. Il valore ottimo 2(ILPpjc,,.,.) ¢ 9, poiché raggiunge il lower bound

| Zesti| | a —
max {grézi:;t], { w } = max{5, [27/3]} = 9.

m
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14.3 Un primo rilassamento lineare

p
in vincoli di non negativita. Il modello LP ottenuto é il seguente:

min  Chax

soggetto a Z = 1 Vie ¢Z,
heA’
—th:):thrC’maXZO, VhEL%ﬂ,
i€t
Zin = U, Vie #, Yhe i,
Cmax Z 0'

Questo modello LP si chiama modello LP-0p .-
.

Per ottenere un rilassamento lineare (LP) del modello ILP p ¢, rilassiamo i vincoli (14.1d)

(14.2a)

(14.2b)
(14.2¢)

(14.2d)
(14.2¢)

Esempio 14.2: Modello LP-0p|c,,..

Il modello LP-0pc,,., per l'istanza dell’Esempio 14.1 é:

min  Chax

soggetto a  x11 + x12 + 213
Tl + X2 + 23
T31 + X32 + 33
T41 + Ta2 + T43
T51 + T52 + T53
Te1 + Te2 + T63

T+ X72 + X173

—5x11 —5x21 — 431 — 4241 — 3251 — 3261 — 3%71 + Crnax
—5212 —5x22 —4x32 — 442 — 3752 — 3262 — 3x72 + Crnax
5213 —5x23 —4 w33 — 443 — 3253 — 3263 — 3273 + Chax
x11, 12, 13, ..., I73

CmaX

Una soluzione ottima (&, Ciyax ) (LP-0 P[Crnax) €

Tjp=5, Vj€ F, Vhe, Chax =9

~— W | —

11 valore ottimo z(LP-0 P||Cimax) € 9- D1 conseguenza, abbiamo il lower bound:

9 S Z(ILPP”Cmax)

SO O O H H H R R =

o
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'd N\
Usando una variabile duale libera jp; per ogni vincolo (14.2b) e una variabile duale non

negativa 7, per ogni vincolo (14.2c), il modello duale del modello LP-Opc,... ¢

max Z 7 (14.3a)

ies
soggetto a p; —tjm, <0, Vie 7, Vhe A, (14.3b)
> m <1, (14.3¢)
hest
ps = 0, Vie #, (14.3d)
mp > 0, Vh e . (14.3¢)
Questo modello LP si chiama modello D(LP-0pc,,...)-
L y

Esempio 14.3: Modello D(LP-0pc,

max )

Il modello duale D(LP-0p|c,,..) per I'istanza dell’Esempio 14.1 é:
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max  f1 + p2 + (3 + pa + ps + e + 7
soggetto a pu; — o5y < 0
p1 — 5o < 0
p1 — 573 < 0
p2 —5m < 0
o — 5o < 0
fo — 53 < 0
p3 — 4 < 0
p3 — 4o < 0
ps —4ms < 0
pa — 4 m < 0
pg — 4o < 0
pa — 43 < 0
ps — 371 < 0
ps — 372 < 0
s — 373 < 0
He — 371 < 0
e — 3 T2 < 0
pe — 373 < 0
pr — 3 < 0
pr — 32 < 0
pr — 33 < 0
T + 7o + 73 < 1
f1, 2, {3, M4, M5y [i6, (7 = 0
m1, T2, T3 > 0
Una soluzione ottima (g, 7)(D(LP-0pjc,,.,.)) &
- - 5 . 4 . - - . . 1
M1=M2=§, M3=M4=§, M5 = He = H7 = 1, 771=7T2=7T3=§
Il valore ottimo 2(D(LP-0p|c,,..)) € 9-
. )
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Dimostrazione. Poniamo xj, = 1/m per ogni lavoro e ogni macchina, e poniamo

Zje/ t

m

Cmax =

Ogni vincolo (14.2b) ¢ soddisfatto e ogni macchina ha il carico indicato, quindi questa ¢é
una soluzione primale ammissibile. Nel duale, poniamo

1 t;
=— VYhes# =2 Y .
T € , i je 7

I vincoli (14.3b) valgono all’uguaglianza, >, 7, = 1, e il valore obiettivo duale &
€
Z Kj = ]m/
ies

Per la dualita debole della PL, le due soluzioni sono ottime, e il valore ottimo é il valore
comune delle funzioni obiettivo. O

14.4 Un secondo rilassamento lineare

( N\
Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILP pjic,,,.., rilassiamo i vincoli (14.1d) nei
bound 0 < z;;, < 1. Il modello LP ottenuto ¢ il seguente:

min  Chax (14.4a)
soggetto a Z W = 1 Vie 7, (14.4b)
hest
— > i + Comax > 0, Vh e A, (14.4c)
jes
zjn <1, Vie ¢, Yhe i, (14.44)
xjp 2> 0, Vie 7, VYhe A, (14.4e)
Crax > 0. (14.4f)
Questo modello LP si chiama modello LPp|c,....-
. J

e I vincoli (14.4d) non cambiano il rilassamento: per (14.4b) e (14.4e), ogni xj, vale al pitt
uno. Quindi
Ejéf L

2(LP pj i) = 2(LP-0p|cae) = -

Esempio 14.4: Modello LP P||Crnax

Il modello LP p|c,,..,. per l'istanza dell’Esempio 14.1 é:
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min  Chax

soggetto a 11 + x12 + 713 = 1
21 + T2 + X23 1
x31 + 232 + 733 1
T41 + Ta2 + T43 1
Z5] - T52 + L53 1
Te1 + Te2 + T3 1
T71 + Xr2 + 73 = 1
—5x11 —5x21 —4231 —4741 —3T51 —3T61 — 3271 + Cmax = 0
—5x12 — T2 — 4232 — 4742 — 352 — 3762 — 3272 + Cpax = 0
—5x13 —5x23 — 4233 — 4743 — 353 — 3263 — 3273 + Cpax = 0
11, %12, T13, ---, T73 < 1
11, %12, T13, ---, T73 > 0
Crmax >
Una soluzione ottima (&, Cpax ) (LP P||Cmax) € la soluzione dell’Esempio 14.2:
- 1 ) ~
mjh=§, Vjie ¢, VYhed, Chax = 9
Il valore ottimo z(LPpjc,..) ¢ 9. Di conseguenza, abbiamo lo stesso lower bound.
(. J
( N

Usando una variabile duale libera j1; per ogni vincolo (14.4b), una variabile duale non negati-
va 7, per ogni vincolo (14.4c) e una variabile duale non positiva Ajp, per ogni vincolo (14.4d),
il modello duale del modello LPpjc,,... €

max Z i+ Z Z Ajh (14.5a)

JES JE I hex
soggetto a pj — tjmy + Ajp <0, Vie #,Yhe i, (14.5Db)
> o m <1, (14.5¢)
hest
pj Z 0, Vie #, (14.5d)
7 > 0, Vh € 2, (14.5¢)
Ajn <0, Vje 7, Vhe . (14.5f)
Questo modello LP si chiama modello D(LP pc,,...)-
L J
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Esempio 14.5: Modello D(LPpjc

max )

Il modello duale D(LP pjc,,,.) per listanza dell’Esempio 14.1 é:

max  fu1 + p2 + p3 + pa + ps + pe + pr + An
+A12 + A1 + A1 + A2 + Aog + Azp + Asg + Ass
A1 + Aa2 + Az + As1 + As2 + Asz + Ae1 + Ae2
+A63 + A71 + Ao + Ars

soggetto a 1 — 5w + A1p < 0
H1 — 52 + A12 < 0
1 — 573+ Ai3 < 0
Ho — 57 + Aoy < 0
f2 — 5o + A2 < 0
Lo — D g + Aog < 0
3 — 4 + A31 < 0
p3 — 42 + As2 < 0
p3 — 473 + As3 < 0
pa — 4T+ A < 0
g — 479 + Ago < 0
pa — 413+ Ay3 < 0
ps — 3T + Asy < 0
ps — 32 + Asz < 0
ps — 373 + As3 < 0
te — 371 + A6l < 0
e — 3T + Ag2 < 0
He — 33 + A63 < 0
pr — 3+ A < 0
pr — 3 + A2 < 0
w7 — 373 + Ars < 0
T + T2 + T3 < 1
1, B2, [3, M4, M5, [16, [T = 0
1, T2, T3 > 0
A11, A1z, A13, .., A3 < 0

Una soluzione ottima (1,7, A)(D(LP P|[Cmax)) € 12 soluzione dell’Esempio 14.3 con Ajn =0
per ogni lavoro e ogni macchina:

- - 5 ~ 4 ~ ~ - ~ - 1 i 0
= SIS = S = = = 1 = To = T = — =
1 = p2 3’ 3 = pa 3 M5 = e = M7 ) 1 2 3 3 jh
Il valore ottimo 2(D(LPp|c,,..)) € 9
. J
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14.4.1 Alcune proprieta teoriche importanti

Proposizione 14.2: Rapporto nel caso peggiore del bound LP

Per ogni istanza di P||Chax,
2(LP pj| o)

>
Z(ILPPHCmax> -

1
—

-
|\

Dimostrazione. Assegnando ogni lavoro a una sola macchina otteniamo una schedula
ammissibile di makespan Zj t;. Quindi 2(ILPpjcyay) < 20 ;tj- Per la Proposizione 14.1,

2(LP p||Cpax) - Lot

m —_—

Z(ILPp|iCpa) — Doty M

O
Proposizione 14.3: Il rapporto 1/m €& raggiunto asintoticamente

Per un numero fissato m > 2 di macchine, esistono istanze per cui

2LPPYCn) |, 1
Z(ILP | Cpax) m

~
|\

Dimostrazione. Per M € Z>o, consideriamo un lavoro di tempo di processamento M e m
lavori di tempo di processamento uno. Il lavoro lungo da solo impone z(ILP pc,,,..) = M.
La schedula che assegna il lavoro lungo da solo alla macchina 1 e gli m lavori unitari alle
altre m — 1 macchine ha carichi al pitt 2 < M, quindi il makespan M ¢ ammissibile.
Quindi z(ILPpc,,..) = M. La Proposizione 14.1 da

M+ m

Z(LPP”Cmax) = m o

Di conseguenza,

" 2(LP pjCpax) i L1 1
m ———— = lim == ==
M—+o0 Z(ILPPHCmax) M—40co \' M M m

Esempio 14.6: Un gap di integralita

Consideriamo due macchine e tre lavori con tempi di processamento (3,3,2). La Proposi-
zione 14.1 da 2(LPp|c,,..) = 8/2 = 4. In ogni schedula intera una macchina esegue almeno
due dei tre lavori, quindi il suo carico é almeno 3+2 = 5; la schedula {3, 2}, {3} lo raggiunge,
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quindi z(ILP pc,,..) = 5. L’assegnamento frazionario

1 )
Tj1 = Tj2 = 5 Vj e {1,2,3}

ha carico quattro su entrambe le macchine, mentre ’ottimo intero ha carichi cinque e tre.
(& J

14.5 Considerazioni aggiuntive

e Per ogni lavoro j, la disuguaglianza
C'max > 7fj (146)

¢ una disuguaglianza valida per il modello (14.1). In ogni schedula intera, il lavoro j
¢ assegnato a una macchina, il cui carico, e quindi il makespan, vale almeno t; (n vincoli
lineari);

e La disuguaglianza
Yje s ti
Crmax > {j S (14.7)
m
¢ anch’essa una disuguaglianza valida per il modello (14.1): gli m carichi delle macchine
hanno somma ) i tis quindi il loro massimo vale almeno la loro media ed ¢ intero in ogni

schedula intera (un vincolo lineare);

e Le macchine sono identiche. I vincoli

St = Y tiwipa Vhe{l,...,m—1} (14.8)
Jjef Jje s

sono vincoli che preservano l’ottimalita: non sono validi per ogni assegnamento
ammissibile, ma le macchine di ogni schedula si possono rinumerare in modo che i carichi
siano non crescenti, senza cambiare il makespan.

e [ vincoli (14.8) eliminano le rinumerazioni equivalenti delle macchine solo quando i carichi
sono distinti. Con carichi uguali non ne eliminano nessuna: nell’istanza del capitolo tutte
le schedule ottime hanno carichi 9, 9, 9, e tutte le 12 soluzioni ottime del modello li
soddisfano.
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14.6 Errori tipici

Attenzione

e Usare solo il bound LP. Il valore }_,¢;/m ignora il lavoro pit lungo: con un
lavoro molto lungo ¢ molto piti piccolo del valore ottimo. Bisogna aggiungere la
disuguaglianza valida Cax > t;.

e Dimenticare ’arrotondamento per eccesso. Tuttiitempi di processamento sono
interi, quindi Cpax ¢ intero in ogni schedula intera: il lower bound & [, ¢;/m].

e Credere che i vincoli di simmetria eliminino tutte le soluzioni equivalenti.
Eliminano le rinumerazioni delle macchine solo quando i carichi sono distinti; con
carichi uguali non ne eliminano nessuna.

e Dimenticare il verso dei vincoli di carico. I vincoli (14.1¢) limitano Ciyax dal
basso: é la minimizzazione che rende Ci,x uguale al carico massimo.

e Confondere gli indici. La variabile z;, ha il lavoro j come primo indice e la

macchina h come secondo.

14.7 In sintesi

In sintesi
e Il modello ILP pc,,,,, ha n-m variabili di assegnamento x;, e la variabile di makespan

Chax, collegate da un vincolo di carico per ogni macchina.

e Ilrilassamento lineare ha valore ottimo z(LP p|c,,.,) = D_; tj/m, raggiunto assegnan-
do ogni lavoro con valore 1/m a ogni macchina; la soluzione duale & 7, = 1/m e

fij = tj/m.

e Il rapporto fra z(LPp|c,..) € 2(ILPp|c,..) vale almeno 1/m, e 1/m ¢é raggiunto
asintoticamente.

e Le disuguaglianze valide Cpax > t; € Cinax > [) it /m| rafforzano il modello.

Quadro riassuntivo dell’istanza del capitolo (m = 3, t = (5,5,4,4,3,3,3)). Lower
bound sul valore ottimo 9:

Bound Valore Da
Rilassamento lineare 9 >oti/m=27/3
Disuguaglianze valide 9 max{5, [27/3]}
Valore ottimo 9 carichi 9, 9, 9

Sull’istanza del gap di integralita (m = 2, ¢t = (3,3,2)) il bound LP vale 4 e il valore ottimo
€ b.
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Capitolo 15

Formulazioni dei problemi di lot sizing

Prerequisiti

Dal modulo Programmazione lineare intera, Capitolo 1 «Programmazione lineare in-
teray» e Capitolo 2 «Bound primali e duali»: problemi ILP, rilassamenti lineari e lower

bound.

Da questo modulo, Capitolo 8 «Problemi di lot sizing»: il problema, le sue ipotesi, i
piani e l'istanza di riferimento.

Obiettivi

Alla fine di questo capitolo saremo in grado di:

scrivere la formulazione big-M del problema di lot sizing capacitato e calcolare un
valore debole e un valore forte di big-M;

scrivere la formulazione a cammino minimo e interpretarne le variabili come gli archi
di una rete;

rappresentare un piano di produzione come combinazione di cammini della rete;
confrontare i bound LP delle formulazioni sull’istanza di riferimento;
scrivere il modello PLI del problema di lot sizing senza capacita;

estendere la formulazione big-M a pitu prodotti con tempi di setup, alla scorta iniziale,
agli straordinari e alla domanda non soddisfatta, e calcolare i valori forti di big-M di
ogni modello.

Autore: Fabio Furini
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15.1 Panoramica della famiglia

e [ modelli big-M dei problemi di lot sizing usano, per ogni periodo t € T, una variabile
di produzione intera x;, una variabile di scorta intera s; e una variabile di setup

binaria y;.

e [ vincoli di bilanciamento del flusso collegano le scorte di periodi consecutivi alla
produzione e alla domanda; le variabili di setup sono collegate alla produzione da vincoli

big-M.

e La funzione obiettivo minimizza il costo totale di setup, di produzione e di mantenimento

a scorta. La formulazione a cammino minimo del CLS sostituisce le variabili di produzione

e di scorta con gli archi di una rete.

I modelli di lot sizing sono modelli di flusso sui periodi, con variabili di setup binarie che
attivano la produzione. I membri della famiglia aggiungono prodotti, tempi di setup, una
scorta iniziale, straordinari o domanda non soddisfatta agli stessi vincoli di bilanciamento

e big-M.

e La tabella elenca i membri della famiglia, con i nomi dei loro modelli e le sezioni che li

scrivono.

Problema Modelli Formulazione Sezione

CLS ILPcLsp formulazione big-M 15.3

CLS MIPY op formulazione a cammino mini- 15.5
mo

ULS ILPyLs big-M, senza capacita 15.7

MLS ILPE gp big-M, tempi di setup 15.7

LS-SI ILPE p big-M, variabili di scorta ini- 15.7
ziale

LS-OT ILPOsp big-M, variabili di straordina- 15.7
rio

LS-UD ILPEPsp big-M, variabili di domanda  15.7

non soddisfatta

Autore: Fabio Furini
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15.2 Modelli PLI per il problema di lot sizing capacitato

I1 problema di lot sizing capacitato e la sua istanza di riferimento (Esempio 8.1) sono definiti
nel Capitolo 8 «Problemi di lot sizing», Sezione 8.2.

e Il CLS ha due formulazioni: la formulazione big-M ILPcrgp della Sezione 15.3 e la
formulazione a cammino minimo MIP%IESP della Sezione 15.5.

e La Sezione 15.6 confronta i bound dei loro rilassamenti lineari sull’istanza di riferimento.

15.3 Una formulazione con un legame big-M

e Dato un insieme 7" = {1,2,...,m} di periodi con domande d;, per j < ¢ scriviamo
Dj; = ZZ:;’ dy, per la domanda totale dei periodi j,7 +1,...,t.

e Introduciamo le seguenti variabili intere e variabili binarie, per ogni periodo ¢t € T*:

xy € Z>o (produzione), st € Z>o (scorta alla fine del periodo),

1 se c¢’é un setup nel periodo ¢
Yt =
0 altrimenti

La scorta all’inizio dell’orizzonte é la costante sq.
e Le variabili di setup sono collegate alle quantita dall’implicazione logica
zy >0 — Yy = 1,

modellata dal vincolo big-M xz; < M;y;, dove M; é un upper bound sulla produzione
del periodo t.

e Se si ignorano i setup, il piano migliore produce in ogni periodo esattamente la sua do-
manda: non ha scorte e, nell’istanza di riferimento, ha costo 0. E un lower bound molto
debole: i costi di setup vanno modellati.

( A
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

di lot sizing capacitato (CLS) é il seguente:

min Z (sctyr + ver xe + hey st) (15.1a)
teT

soggetto a  st_1 + x¢ = dy + s, VieT, (15.1b)

xr < Mgy, VteT, (15.1¢)

z¢ < capy, VteT, (15.1d)

50 = 8m =0, (15.1e)

xt € Z>0, VieT, (15.1f)

st € Z>o, VteT, (15.1g)
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y: € {0,1}, VteT. (15.1h)

Questo modello PLI si chiama modello ILPcp,sp, o formulazione big-M.

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILP ¢y ,gp:
— la funzione obiettivo lineare (15.1a) minimizza il costo dei setup, della produzione e
del mantenimento a scorta;

— ivincoli (15.1b) sono i vincoli di bilanciamento del flusso: la domanda del perio-
do t & soddisfatta dalla produzione del periodo e dalla scorta del periodo precedente,
e 'eccedenza diventa la scorta alla fine del periodo ¢ (m vincoli lineari);

— 1 vincoli (15.1c) collegano le quantita con i setup, e i vincoli (15.1d) sono i vincoli di
capacitad (m vincoli lineari ciascuno);

— il vincolo (15.1e) impone una scorta vuota all’inizio e alla fine dell’orizzonte;

— infine, i vincoli (15.1f), (15.1g) e (15.1h) definiscono le variabili del modello PLI.

15.3.1 Valori deboli e forti di big-M

e Un valore debole. Poiché s,, = 0 e le scorte sono non negative, la produzione del
periodo t non pud superare la domanda dei periodi ¢,...,m: Mlem = Dy, € un valore
valido.

e Un secondo valore. Per i vincoli di capacita (15.1d), anche M = cap; ¢ valido.

e Un valore forte. Il valore migliore ¢ il pitt piccolo dei due:

M; = min {caps, Dim}.

N

Piu piccolo é il valore di big-M, piu forte é il rilassamento lineare: il vincolo
xy < My, taglia i valori frazionari di y; inferiori a x;/M;. Un valore troppo piccolo, pero,
taglia piani ammissibili.

Esempio 15.1: L’istanza di riferimento

Consideriamo m = 5 periodi, con i seguenti dati:

periodo t 1 2 3 4 5
domanda d; 2 1 3 4 1
capacita cap; 4 4 4 4 4
costo di setup scy 50 50 50 50 50
costo di produzione vc; 0O o0 0 0 O
costo di mantenimento hc; | 10 10 10 10 10

E l'istanza dell’Esempio 8.1 del Capitolo 8 «Problemi di lot sizing». I valori di big-M sono:
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periodo ¢t 1 2 3 4 5

Mdem = D5 | 11
M =capy | 4 4 4 4 4
M; 4 4 4 4 1

Nej
0]
—_

Chiamiamo questa istanza del CLS Esempio 15.1.

- J

Esempio 15.2: Modello ILPcrsp

Il modello ILPcrsp con i valori forti di big-M per l'istanza del CLS dell’Esempio 15.1 &
(so = 0 & una costante e non compare):
min  50y; +950y2 +50y3 +50y4 +50ys + 1051 + 10 52
+10s3 + 10 s4 + 10 s5
soggetto a x1 — S1 N’

81+ X2 — S2 1

So + x3 — S3 3

S3+ Ty — S4 4

S4 + x5 — S5 !

z1 — 4y < 0

2 — 4y < 0

r3 —4ys3 < 0

g —4ys < 0

T5 — Ys < 0

T < 4

T2 < 4

T3 < 4

T4 < 4

5 < 4

S5 = 0

T1, T2, T3, T4, T5 € Z>o

S1, 82, 83, S4, S5 € Z>o

Y1, Y2, Y3s Y4, Y5 € {0,1}
Una soluzione ottima (g, , 5)(ILPcrsp) é:

v=(1,0,1,1,0), z=(3,0,4,4,0), §=(1,0,1,1,0)

11 valore ottimo z(ILPcrgp) € 3-50 + 3 - 10 = 180, il costo del piano ottimo trovato per
enumerazione nel Capitolo 8 «Problemi di lot sizing». I valori deboli di big-M danno la
stessa soluzione ottima.
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15.4 1l rilassamento lineare della formulazione big-M

[ Per ottenere un rilassamento lineare (LP) del modello ILPc,sp, rilassiamo i vincoli (15.1f)— |
(15.1h) in vincoli di non negativita e nei bound y; < 1. Il modello LP ottenuto é il seguente:
min Z (sctyr + vep xy + hey st) (15.2a)
teT
soggetto a  sy_1 + 1 = di + S, VteT, (15.2Db)
xy < My y, VieT, (15.2¢)
xy < capy, VteT, (15.2d)
S0 = Sm =0, (15.2¢)
w <1, VteT, (15.2f)
x>0, VteT, (15.2¢)
s¢ > 0, VteT, (15.2h)
yr >0, VteT. (15.2i)
Questo modello LP si chiama modello LP&S,, LPER. 0 LPRI%S, quando i valori di big-M
sono Mgem M o i valori forti M,.

. J

Esempio 15.3: Valori di big-M e bound LP

Il modello LP (15.2) per l'istanza del CLS dell’Esempio 15.1 é:
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.

con i valori My, ..
soluzioni ottime (y, &, §), con §5 = 0:

min

soggetto a

50y1 +50y2 +50y3 +50ys + 50ys + 1051 + 10 59
+10s3 + 10s4 + 10 s5

1 — S1
S1+ T2 — S2
So + T3 — S3
83+ T4 — S4
S4 + x5 — S5
x1 — My
x2 — Moy
z3 — M3 ys
x4 — Myyy
x5 — Ms ys
x1

x2

T3

T4

T5

S5

Y1

Y2

Y3

Ya

Ys

r1, T2, T3, T4, Ts

S1, 82, 83, 84, S5

Yi, Y2, Y3, Ya, Ys

Y2 A Y A AN AN 17 A N A N /AN | R AN /AN /AN /2N /AN AN /AN /AN /AN /AN | | 1
T T T e S == T G G NG G G o S e B e S e S e S SO NG JURMI SR Xt

[an)

., M5 della tabella dell’Esempio 15.1. Le tre scelte danno le seguenti

Modello ] x (81,...,84) valore ottimo
LP&m,  (£,%5,3.2,00 (2,1,4,4,00 (0,0,1,1) 965 ~ 9965
LPihe  (5,3,2,1,3)  (2,1,3,4,1) (0,0,0,0) 25 =1375
LP&%E  (3,1,1,1,0)  (2,1,4,4,0) (0,0,1,1) 215 =1575

In ogni soluzione §; = &;/M,;: piu piccolo & My, maggiore ¢ il costo dei setup pagato dal
rilassamento. La soluzione ottima intera dell’Esempio 15.2 ha valore z(ILPcrgp) = 180.

Autore: Fabio Furini
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15.5 Una formulazione a cammino minimo

e La seconda formulazione non decide direttamente le quantitd. Per ogni ¢,k € T, con
k > t, introduciamo la seguente variabile continua: zv;; > 0, la frazione della domanda
Dy, dei periodi t,. ..,k prodotta nel periodo ¢.

e Produrre nel periodo ¢ la domanda dei periodi ¢,. ..,k costa la produzione di Dy j unita
e il mantenimento a scorta delle unita che attendono il loro periodo:

k s—1
cog = veg Dyy + Z g hey, ds.
s=t+1 u=t

( N\
Usando queste variabili e le variabili binarie y;, un modello di programmaszione lineare intera

mista (MIP) per il CLS ¢ il seguente:

min Z scty + Z i CU 2V (15.3a)

teT teT k=t

m
soggetto a Z v = 1, (15.3b)
k=1

t—1 m
> zvygo1— Y zvg =0, vt e T\ {1}, (15.3¢)
u=1 k=t

> v <, VteT, (15.3d)
k=t
ZDt,k 2o, < capy, VieT, (15.3¢)
k=t
zvg, > 0, Vi,keT, k>t, (15.3f)
v € {0,1}, VteT. (15.3g)

Questo modello MIP si chiama modello MIPZ o5, o formulazione a cammino minimo.
- J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello MTPEY ¢p:

— la funzione obiettivo lineare (15.3a) minimizza il costo dei setup e degli archi del
piano;

— i vincoli (15.3b) e (15.3¢) sono i vincoli di flusso di una rete (m vincoli lineari);

i vincoli (15.3d) impongono il setup se il prodotto é prodotto nel periodo ¢, e i
vincoli (15.3¢) impongono le capacita (m vincoli lineari ciascuno);

— infine, i vincoli (15.3f) e (15.3g) definiscono le variabili del modello MIP.

e La rete é disegnata nella Figura 15.1: i nodi sono 0, 1,...,m, e la variabile zvy é I’arco dal
nodo ¢t — 1 al nodo k, con costo cvy,. Un’unita di flusso esce dal nodo 0 (vincolo (15.3b)),
e il flusso si conserva negli altri nodi (vincoli (15.3¢)).
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e Un cammino dal nodo 0 al nodo m ¢ un piano che produce solo quando la scorta ¢ vuota:
ogni arco (t — 1,k) ¢ una produzione nel periodo ¢ per i periodi t,...,k. Per questo la
formulazione si chiama formulazione a cammino minimo: rilassate le capacita, il piano
ottimo ¢ un cammino minimo.

e I vincoli (15.3d) collegano gli archi con i setup con il coefficiente 1 invece di un valore di
big-M. Nei vincoli (15.3e) la quantita prodotta nel periodo t & x; = >, Dy i, 20t

e | cammini sono i mattoni elementari, e un piano che non é un cammino ¢ una com-
binazione di cammini: le quantita sono intere, ma le variabili zv; possono essere
frazionarie.

FAUD) ZV23

ZV13

Figura 15.1: Rete delle variabili zvy, per m = 3: la variabile zvy é 'arco dal nodo ¢ — 1 al nodo
k.

Esempio 15.4: Modello MIP%IESP e combinazioni di cammini

Per I'istanza del CLS dell’Esempio 15.1 le domande Dy, e i costi cvy, sono (il costo di
produzione ¢ nullo, quindi cvy ¢ solo costo di mantenimento a scorta):

Dt,k CUtE
t\tk |1 2 3 4 5|1 2 3 4 5
1 2 3 6 10 110 10 70 190 230
2 4 8 9 0 30 110 140
3 3 7 8 0 40 60
4 4 5 0 10
) 1 0

Tl modello MTPZE p per questa istanza é:
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min  50y; +50y2 + 50y3 + 50y4 + 50 y5 + 10 zv12 + 70 zv13
+190 zv14 4 230 zv15 + 30 zvo3 + 110 zv9y + 140 zvos + 40 zv34
+60 zvgs + 10 zvg5

soggetto a  zvi1 + zv12 + 2v13 + 2U14 + 2U15 = 1
ZU11 — ZV99 — ZU23 — ZU24 — ZV25 0
2V12 + 2V22 — 2ZU33 — 2U34 — 2U35 = 0
ZU13 + 2V93 + 2U33 — 2Usq — ZV45 0
2V14 + 2Voq + 2U34 + 2VUgq4 — 2U55 =0
zv11 + 2v12 + 2013 + 2014 + 2V15 — Y1 < 0
2V99 + 2U23 + 2U24 + 2V25 — Yo < 0
233 + 2v34 + 2U35 — Y3 < 0
2V44 + 2U45 — Y4 < 0
2Us5 — Ys < 0
2zv11 + 3 zv12 + 6 zv13 + 10 zv14 + 11 2015 < 4
222 + 4 zv23 + 8 2v24 + 9 2V25 < 4
32v33 + 7 2034 + 8 2035 < 4
4 2044 + 5 2045 < 4
ZUs5 < 4
ZU11, 2V12, ZV13, ..., ZUs5 > 0
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5 e {0,1}

Una soluzione ottima (2w, §)(MIPZ, ¢p) &:

) Z~’U45 - %7 g = (1707 17 170)7

=

. - 4 -
Zviz =1, Zv33 =5, ZU3s =

e tutte le altre variabili zvy; sono nulle. E il piano ottimo & = (3,0, 4,4, 0), che non ¢ un
cammino: nel periodo 3 produce 4 unita, pit della domanda 3 del periodo 3 e meno della
domanda 7 dei periodi 3 e 4. E la combinazione, con pesi % e %, dei cammini0 -2 -3 — 5
(piano (3,0,3,5,0)) e 0 = 2 — 5 (piano (3,0, 8,0,0)). Le quantita sono x1 = D 2 zv12 = 3,
r3=3-2+8 -t =4emxy =5 3%=4. 1l valore ottimo 2(MIPEF op) ¢

4 1 4 _
3:504+10-140-5+60-£+10- 5 = 180.
setup —30

- J

'd )\
Per ottenere un rilassamento lineare del modello MIPZY ¢p, rilassiamo i vincoli (15.3g) nei
bound 0 < y; < 1. Il modello LP ottenuto ¢ il seguente:

min Z scey + Z i CU 2V (15.4a)

teT teT k=t
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m
soggetto a szlk — 1, (15.4Db)
k=1
t—1 m
Z Uy -1 — Z zvg, = 0, Vte T\ {1}, (15.4c¢)
u=1 k=t
m
Z 20 < Yt, VteT, (15.4d)
k=t
m
Z Dy i, zvy, < capy, VteT, (15.4e)
k=t
yr <1, vVt eT, (15.4f)
zuge > 0, Vt,keT, k>t, (15.4g)
yr > 0, vVt eT. (15.4h)
Questo modello LP si chiama modello LP%IESP.
. J

Esempio 15.5: Modello LP%ESP

Il modello LPEY «p per l'istanza del CLS dell’Esempio 15.1 é:
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.

min  50y; + 50y2 + 50y3 + 50y4 + 50 y5 + 10 zv12 + 70 zv13

4190 zv14 + 230 zv15 + 30 zvog + 110 zvey + 140 zvas + 40 zv3y

+60 zv35 + 10 zvs5

soggetto a  zv11 + z2v12 + 2v13 + 2U14 + 2V
211 — 222 — 223 — ZV24 — ZU25
ZV12 + 2V22 — 2U33 — 2U34 — ZU3s
2V13 + 2V23 + 2V33 — 2Ugq — 245
20U14 + 2V24 + 2V34 + 2V44 — 255
zZv11 + 2012 + 2v13 + 2014 + 2V15 — Y1
ZV92 + 2V93 + 2V24 + 2V25 — Yo
2V33 + 2V34 + 2V35 — Y3
ZV44 + 2V45 — Y4
2Us5 — Y5
2zv11 + 3 zv12 + 6 zv13 + 10 zv14 + 11 2015
220 + 4 zv23 + 8 2v24 + 9 2V25
3 zvg3 + 7 zu34 + 8 zu35
4 2044 + 5 2045
2v55
U
Y2
Y3
Y4
Ys

zZv11, <V12, 2V13, ..., 2Us5

Y1, Y2, Y3, Y4, Y5

Una soluzione ottima (zv, §)(LPg ¢p) &

(S

~ ~ 4 ~ 1 ~ ~
zZV12 = 17 ZV33 = 5 2V35 = 5 2V45 = &, Yy = (1)07 1

e tutte le altre variabili zvy, sono nulle: sono gli archi del piano ottimo, con il setup del

4

periodo 4 pagato solo per la frazione . Il valore ottimo z(LP%ESP) ¢ 180 — % -50 = 170.

4
757

),

(AN VAN VAN VAN /AN VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN VAN

AV,

— = = R R R R R R RO O O O 0O O o o o =

(e}

Autore: Fabio Furini
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15.6 Confronto fra le formulazioni

e Le formulazioni hanno lo stesso valore ottimo z(ILPcrsp) = 2(MIPZ ¢p) = 180, ma i loro
rilassamenti lineari hanno valori ottimi diversi. Sull’istanza di riferimento i lower bound,
calcolati con 'algoritmo del simplesso in aritmetica esatta e verificati con Gurobi, sono i
seguenti.

e [’ultima colonna é il gap del Capitolo 1 «Problemi di ottimizzazione combinatoria» fra il
bound e il valore ottimo; non ¢ definito per il bound 0.

Modello Lower bound Gap %
Senza setup 0 non definito
LP&SL (My = Dy ) 99.65 80.6%
LP&sp (M = capy) 137.50 30.9%
LP3%S (M = min{capt, Dy }) 157.50 14.3%
LPZY ¢p (cammino minimo) 170 5.9%

e [l bound 170 della formulazione a cammino minimo ¢ il valore ottimo del problema senza
capacita (piano (3,0,8,0,0), di costo 170): i vincoli di capacita (15.4e) agiscono solo sulle
quantitd, e una combinazione di cammini puo soddisfarli.

e Il prezzo della formulazione a cammino minimo ¢ la sua dimensione: ci sono O(m?)
variabili zvy, contro le O(m) variabili della formulazione big-M.

15.7 Modelli PLI per le varianti

I problemi di questa sezione sono le varianti del problema di lot sizing capacitato definite nel
Capitolo 8 «Problemi di lot sizing», Sezione 8.6. Ogni sottosezione scrive il modello PLI di una
variante, nell’ordine di quel capitolo.

15.7.1 1l problema di lot sizing senza capacita

e Dato un insieme 7' = {1,2,...,m} di periodi con domande d; e senza capacita vincolante,
introduciamo, per ogni periodo t € T, le seguenti variabili intere e variabili binarie:

xt € Z>o (produzione), st € Z>o (scorta alla fine del periodo),

1 se c¢’é un setup nel periodo ¢
Yt =
0 altrimenti

e Poiché s, = 0, la produzione del periodo ¢ vale al pitt la domanda Dy ,, dei periodi
t,...,m: questo ¢ il valore di big-M del legame fra x; e y;.

{ Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema W
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di lot sizing senza capacita (ULS) é il seguente:

min Z (sceye + vep xy + hey st) (15.5a)
teT

soggetto a  sy_1 + 1 = di + ¢, VteT, (15.5b
Ty < Dum Yt, YVt € T,

80 = $m =0,

; € Lo, VteT, (
St € Zzo, VieT, (155f
yr € {0,1}, VteT. (15.5g

Questo modello PLI si chiama modello ILPyys.
- J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello ILPys:

— la funzione obiettivo lineare (15.5a) minimizza il costo dei setup, della produzione e
del mantenimento a scorta;

i vincoli (15.5b) sono i vincoli di bilanciamento del flusso (m vincoli lineari);
— 1 vincoli (15.5¢) impongono un setup in ogni periodo con produzione positiva (m
vincoli lineari);
— il vincolo (15.5d) impone una scorta vuota all’'inizio e alla fine dell’orizzonte;
— infine, i vincoli (15.5¢)—(15.5g) definiscono le variabili del modello PLI
e Il modello ILPyrg ¢ il modello ILPcrgp senza i vincoli di capacita (15.1d) e con i valori

di big-M M; = Dy ,,. L’algoritmo di PD di Wagner e Whitin del Capitolo 25 «PD per il
problema di lot sizing senza capacita» risolve I'ULS in tempo polinomiale.

Esempio 15.6: Modello ILPyrs

Consideriamo l'istanza del CLS dell’Esempio 15.1 senza le capacita: le domande sono d =

(2,1,3,4,1), i costi di setup s¢; = 50, i costi di mantenimento he; = 10, e vey = 0. 1 valori
di big-M sono Dy 5 = (11,9,8,5,1), e il modello ILPyrg per questa istanza dell’ULS é:
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min  50y; +50y2 +50y3 + 50ys + 50ys + 10 s¢
+10s9 +10s3 +10s4 + 10 s5

soggetto a x1 — S1
S1+ T2 — S2
So + X3 — S3
83+ T4 — 84

S4 + x5 — S5

x1 — 11y
2 — Y2
z3 —8y3
Ty —OY4
T5 — Ys
S5

X1, T2, T3, T4, T5
S1, 82, 83, S4, S5

Y1, Y2, Y3, Y4, Y5

Una soluzione ottima (g, Z, §)(ILPyrg) é:

IANIAN IAN IA IA I
O O O 0O O O = & W H N

N
v
(=)

ZZO
{0,1}

Q:(l,O,l,0,0), T = (3a0a8a070)a g:(170,5,1,0)

Il valore ottimo z(ILPyrg) € 2-50 4+ (1 +5+ 1) - 10 = 170, il bound della formulazione a
cammino minimo del CLS. La soluzione ottima non ¢ unica: anche il piano (3,0,3,5,0),

con tre setup e le scorte (1,0,0,1,0), costa 3-50+2-10 = 170.

15.7.2 Piu prodotti e tempi di setup

e Un insieme P di prodotti condivide la risorsa di ogni periodo. Scriviamo dy¢, scp, vept €
hepe per i dati del prodotto p € P nel periodo ¢t € T'. Produrre un’unita di p richiede il

tempo vty € Z>1, un setup richiede il tempo st,; € Z>g, e la capacita cap; ¢ un tempo.

Per j < k scriviamo sd;, = EZ: j dpy, per la domanda del prodotto p nei periodi j, . ..

k.

e Introduciamo, per ogni prodotto p € P e ogni periodo t € T, le seguenti variabili intere

e variabili binarie:

Zpt € Z>o (produzione), Spt € Z>o (scorta alla fine del periodo),

1 se c¢’é un setup del prodotto p nel periodo ¢

Ypt =
0 altrimenti

Le scorte all’inizio dell’orizzonte sono le costanti spo = 0.
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s N
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

di lot sizing con pin prodotti e tempi di setup (MLS) ¢ il seguente:

min Z Z (sCpt Ypt + vCpt Tpt + hepr Spt) (15.6a)
peEP teT

soggetto a sp; 1+ Tp =dp +5pt, Vpe P, VteT, (15.6b)

Z (Stpt Ypt + Vtpe Tpt) < capy, VteT, (15.6¢)

peP
Zpt < Mpt Ypt, Vpe P, VteT, (15.6d)
S50 = S = U Vpe P, (15.6e)
Zpt € L>0, Vpe P, VteT, (15.6f)
Spt € Li>0, Vpe P, VteT, (15.6g)
ypt € {0, 1}, Vpe P, VteT. (15.6h)

Questo modello PLI si chiama modello TLP&; gp.
N J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPE; ¢p:
— la funzione obiettivo lineare (15.6a) minimizza il costo dei setup, della produzione e
del mantenimento a scorta di tutti i prodotti;

— 1 vincoli (15.6b) sono i vincoli di bilanciamento del flusso di ogni prodotto (|P|m
vincoli lineari);

i vincoli (15.6¢) impongono che i tempi di setup e i tempi di produzione di ogni
periodo non superino la sua capacita (m vincoli lineari);

i vincoli (15.6d) collegano le quantita con i setup (|P|m vincoli lineari);
— i vincoli (15.6e) impongono una scorta vuota all’inizio e alla fine dell’orizzonte;

— infine, i vincoli (15.6f)—(15.6h) definiscono le variabili del modello PLI.

e Un setup di p nel periodo ¢ lascia il tempo cap; — st per la produzione, e s,,, = 0 limita
la produzione alla domanda residua. Il valore forte di big-M &

cap; — st
My = min{ {MJ , sdptm} .
Utpt

e [ prodotti interagiscono solo attraverso i vincoli di capacita (15.6¢): senza di essi, il
modello si scompone in |P| modelli indipendenti a un solo prodotto.

Esempio 15.7: Modello ILPgLSP

Consideriamo |P| = 2 prodotti e m = 3 periodi, con capacita cap; = 9, tempi di produzione
vty = 1, tempi di setup st,; = 1, costi di mantenimento hc,; = 5 e costi di produzione
vepy = 0. I costi di setup sono scyy = 30 e scoy = 40, e le domande sono:
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prodotto 1 | prodotto 2
periodot | 1 2 311 2 3

dy 3 2 4|2 4 1
sdpim 9 6 4|7 5 1
My 8 6 4|7 5 1

Il modello ILP&; gp con i valori forti di big-M per questa istanza é:

min  30y11 + 30y12 + 30913 +40y21 + 40 Y22 + 40 123
+5511 + 5812 + 5813 + 5521 + 5822 + 5823

soggetto a x11 — S11 =
S11 + Z12 — S12 =
812 + 13 — S13 =
Z21 — S21 =

S91 + X922 — S22 =

S92 + 23 — S23

11 + 221 + Y11 + Yo1 <
12 + T22 + Y12 + Yoo <
13 + %23 + Y13 + Y23 <
11 — 8y <
12 — 612 <
13 — 4913 <
xo1 — Tyn <
T2 — Y22 <
23 — Y23 <
513 =
523 =
11, T12, T13, T21, 22, 23

S11, S12, S13, S21, S22, S23 S

Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23
Una soluzione ottima (¢, &, 8)(ILP&; gp) é:
Y11 =913 = Y21 = Y22 = 1, Y12 = 423 = 0,
T11 =05, T13=4, To1 =2, Top =05, Ti2 =1T23 =0,

511 = 2, S99 =1, tutte le altre gpt =0

O O O O O O O O O © O F BN B DND W

N
Vv
S

ZZO
{0,1}

1l valore ottimo z(ILPE;¢p) ¢ 2-30 +2-40 4+ (24 1) - 5 = 155, e la soluzione ottima &
unica (Gurobi). Il periodo 1 usa tutta la sua capacita, 54+ 2+ 1+ 1 = 9. Senza i vincoli
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di capacita il prodotto 2 sarebbe prodotto solo nel periodo 1, con valore 140: questo piano
richiede il tempo 5+ 7+ 1+1=14 > 9.

15.7.3 Scorta iniziale

e [ dati sono quelli del problema di lot sizing con pitt prodotti e tempi di setup. In pii, la
scorta iniziale del prodotto p ¢ una decisione, acquistata al costo fc, per unita.

e Introduciamo le variabili intere xp, sp¢ e le variabili binarie y,; del modello ILPgLSP e,
per ogni prodotto p € P, la seguente variabile intera:

sty € Z>q (scorta del prodotto p all'inizio dell’orizzonte).

4 N\
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

di lot sizing con scorta iniziale (LS-SI) & il seguente:

min Z Jcp sty

peEP
Z Z (sCpt Ypt + vVt Tpt + hept Spr) (15.7a)
peP teT
soggetto a  sip + xp1 = dp1 + Spi, Vp e P, (15.7b)

Spi—1+Tpt =dpt +5pt, Vpe P, VteT\{l}, (15.7¢)

Z (Stpt Ypt + Vtpr Tpt) < capy, VteT, (15.7d)
peP

ZTpt < Mt Ypt, Vpe P, VteT, (15.7e)

S = U Vpe P, (15.7f)

Zpt € L>0, Vpe P, VteT, (15.7g)

Spt € Z>0, Vpe P, VteT, (15.7h)

sip € Z>0, Vp € P, (15.71)

ypt € {0,1}, Vpe P, VteT. (15.7))

Questo modello PLI si chiama modello ILP%ILSP.
. J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLP] ¢p:

— la funzione obiettivo lineare (15.7a) minimizza il costo della scorta iniziale, dei setup,
della produzione e del mantenimento a scorta;

— 1 vincoli (15.7b) e (15.7¢) sono i vincoli di bilanciamento del flusso di ogni prodotto,
con la scorta iniziale si, nel primo periodo (|P|m vincoli lineari);

— 1 vincoli (15.7d) impongono che i tempi di setup e i tempi di produzione di ogni
periodo non superino la sua capacita (m vincoli lineari); i vincoli (15.7¢) collegano
le quantita con i setup (|P|m vincoli lineari);
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— 1 vincoli (15.7f) impongono una scorta vuota alla fine dell’orizzonte (|P| vincoli
lineari);
— infine, i vincoli (15.7g)—(15.7j) definiscono le variabili del modello PLI.

e Tl modello TLPZ} ¢ & il modello TLPE; ¢p con le variabili si, al posto delle costanti s, = 0,
e con il loro costo nella funzione obiettivo; i valori forti di big-M M,,; sono gli stessi.

Esempio 15.8: Modello ILP%ILSP

Consideriamo |P| = 2 prodotti e m = 3 periodi, con capacita cap; = 2500, caps = 2100,
capz = 2500, i costi della scorta iniziale fc; = feo = 3000 e i costi di setup scp; = 10000.
Gli altri dati sono:
prodotto 1 prodotto 2
periodo ¢ 1 2 3 1 2 3
dpt 100 200 10 | 10 100 150
Vtpt 20 10 10 | 10 5 5
Stpt 100 100 100 | 110 110 110
hept 110 100 100 | 105 105 105
VCpt 1100 1000 1000 | 900 800 800
I valori di big-M sono:
periodo t ‘ 1 2 3 1 2 3
Sdyim 310 210 10 | 260 250 150
| (caps — stpe) /vty | | 120 200 240 | 239 398 478
My 120 200 10 | 239 250 150
Il modello TLPEL ¢p con i valori forti di big-M per questa istanza é:
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(&

min 3000 sz; + 3000 st2 + 10000 y11 + 10000 y12 + 10000 y15 + 10000 y21
+10000 y22 + 10000 y23 + 1100 £17 + 1000 £12 + 1000 213 + 900 221
+800 z22 + 800 w23 + 110 511 + 100 s12 + 100 s13 + 105 s91
4105 s22 + 105 s23

soggetto a sty + x11 — S11 = 100
511 + T12 — S12 = 200
512 + 13 — 513 = 10
Sto + 21 — S91 = 10
S21 + Tag — S22 = 100
S22 + T23 — 523 = 150
2011 + 10221 + 100 y11 + 110 y21 < 2500
10212 + 5299 + 100 412 + 110 920 < 2100
10213 + 503 + 100413 + 110 923 < 2500
r11 — 120 Y11 < 0
z12 — 200912 < 0
z13 — 10y13 < 0
T21 — 239 Y21 < 0
T2 — 250 Y22 < 0
x23 — 150 Y23 < 0
S13 = 0
S23 = 0
si1, Sio € Zxo
Z11, 12, T13, T21, T22, 23 € Zxo
S11, S12, S13, S21, S22, 523 € Zxo
Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23 € {0,1}

Una soluzione ottima del modello ILP%ILSP é:

F11 =59, F12 =200, F13=10, Fo; = 110, Foo =0, Fo3 = 150,

sip =41, sip =0, 891 = 100, tutte le altre 5, = 0,

con un setup in ogni periodo tranne che per il prodotto 2 nel periodo 2. Il valore ottimo
2(TLPEL ¢p) ¢ 677400, e la soluzione ottima ¢ unica (Gurobi). Il prodotto 1 parte con 41
unita acquistate all’inizio dell’orizzonte, perché il periodo 1 non ha il tempo di produrre

tutta la sua domanda.
J

~

~N

Per ottenere un rilassamento lineare del modello ILPE} «p, rilassiamo i vincoli (15.7g)—(15.7j)

Autore: Fabio Furini
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in vincoli di non negativita e nei bound y,; < 1. Il modello LP ottenuto ¢ il seguente:

min Z fep sip +

peP
Z Z (SCpt Ypt + vVept Tpt + hept Spt) (15.8a)
peP teT
soggetto a  si, + zp1 = dp1 + Sp1, Vp e P, (15.8b)

Spit—1+ Tpt =dpt +Spt, Vpe P, VteT\{1}, (15.8¢c)

Z (Stpt Ypt + Vtpr ) < capy, VteT, (15.8d)

peP
ZTpt < Mpt Ypt, Vpe P, VteT, (15.8e)
Spm = 0, Vpe P, (15.8f)
Yot <1, Vpe P, VvteT, (15.8g)
Zpt > 0, Vpe P, vteT, (15.8h)
spt > 0, Vpe P, VteT, (15.8i)
Ypt = 0, Vpe P, VteT, (15.8))
sty > 0, Vpe P.  (15.8k)

Questo modello LP si chiama modello LPE! «p.

\ J

e Nella formulazione a cammino minimo ogni prodotto ha la sua rete, con una variabile
continua aggiuntiva wy; > 0, 'arco dal nodo 0 al nodo ¢, per la frazione della scorta
iniziale che copre le domande dei primi ¢ periodi. I costi degli archi sono

k s—1 t s—1
CUptk, = VCpt SApy, + E E hepy dps, cipt = fepsdpiy + E E hepy dps.
s=t+1 u=t s=2 u=1
' \

Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera mista (MIP) per il
problema di lot sizing con scorta iniziale (LS-SI) ¢ il seguente:

min Z Z (5Cpt Ypt + Clipt wpt) +

peEP teT
m
Z Z Z CUptk ZUptk (15.9a)

peP teT k=t
m
soggetto a Z (wpk + 2Up1x) = 1, Vpe P, (15.9Db)
k=1
t—1 m
Wpt—1 + szp%t_l — Z 2t = 0, Vpe P, Vt e T\ {1}, (15.9¢)
u=1 k=t
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m
Z 2Uptk < Ypt, Vpe P, VteT, (15.9d)
k=t
m
Z Stpt Ypt Z Z Vtpt Sdpik 2Vpek < Capy, VteT, (15.9¢)
peP peP k=t
m
Z Sdpik 2Uptk € L>0, Vpe P, VteT, (15.9f)
k=t
Z sdp1t wpt € Zi>o, Vpe P, (15.9g)
teT
2VUpti; > 0, Vpe P, Vt,keT, k>t, (15.9h)
wpt > 0, Vpe P, VteT, (15.91)
ypt € {0, 1}, Vpe P, VteT. (15.9j)
Questo modello MIP si chiama modello MIP%};’SSII). Rilassando i vincoli (15.9j) in 0 <y, <1
ed eliminando i vincoli (15.9f) e (15.9g) otteniamo il modello LP chiamato modello LP%E’SSII).
- J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello MIP%I;’SSII):

— la funzione obiettivo lineare (15.9a) minimizza il costo dei setup, della scorta iniziale
e degli archi dei piani di tutti i prodotti;

— 1 vincoli (15.9b) e (15.9¢) sono i vincoli di flusso della rete di ogni prodotto, con gli
archi wy,; della scorta iniziale uscenti dal nodo 0 (|P|m vincoli lineari);

— ivincoli (15.9d) impongono il setup del prodotto p nel periodo ¢ se questo ¢ prodotto
(|P|m vincoli lineari), e i vincoli (15.9¢) impongono le capacita, tempi di setup
compresi (m vincoli lineari);

— i vincoli (15.9f) e (15.9g) mantengono intere le quantita e le scorte iniziali;

— infine, i vincoli (15.9h)—(15.9j) definiscono le variabili del modello MIP.

o La quantita prodotta & z, = > )", sdpk 20pk, € la scorta iniziale & si, = >, sdp1s Wyt
i vincoli (15.9f) e (15.9g) le mantengono intere, come nel modello TLPZ ¢p.

e Con un solo prodotto e vt; = 1 questi vincoli non servono: fissati i setup, resta un
problema di flusso di costo minimo, che ha una soluzione ottima intera.

e Con piu prodotti e tempi di produzione vty > 1, una quantita frazionaria puo usare
meglio la capacita. Senza i vincoli (15.9f) e (15.9g) il modello ¢ solo un rilassamento del
problema, e il suo valore ottimo puo essere minore di z(ILPZL ¢p) (Esempio 15.9).

Esempio 15.9: Lower bound con due prodotti

Per l'istanza dell’Esempio 15.8, ignorando i setup (nei costi e nelle capacita), il valore
ottimo € 575400, raggiunto dalla soluzione intera x1; = 120, x12 = 160, 13 = 10, o1 = 10,
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T99 = 100, x93 = 150, s11 = 40, si; = 20. I lower bound e il valore ottimo delle formulazioni

SONno:
Modello Valore
Senza setup 575400.00
LPZ op con My = sdpim 638 882.20
LPZ ¢p con gli M), forti 651 267.37
LPoh 668 928.57
MIPZ 56 senza (15.9f) e (15.9g) 676 450.00
8 o @ 1\/IIP%}£’SSIID (ottimo intero) 677400

Senza i vincoli (15.9f) e (15.9g) il modello a cammino minimo raggiunge 676450 con gli
stessi setup e le quantita frazionarie x1; = 59.5 e si; = 40.5: il periodo 1 usa allora tutta
la sua capacita, 100 + 20 - 59.5 + 110 + 10 - 110 = 2500.

(& J

15.7.4 Straordinari

e [ dati sono quelli del problema di lot sizing con pitt prodotti e tempi di setup, ma il tempo
di ogni periodo non é una capacita fissa: nel periodo ¢ il tempo di lavoro in orario normale
costa cw; per unita, fino a capiv , € lo straordinario costa co; per unita, fino a cap? .

e Introduciamo le variabili intere x,;, sp; e le variabili binarie y,; del modello ILPgLSP e,
per ogni periodo t € T', le seguenti variabili intere:

pt € Z>o (tempo di lavoro in orario normale), vt € Z>¢ (straordinario).

Poiché i tempi vty e sty sono interi, i tempi di lavoro si possono prendere interi.

( N\
Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema

di lot sizing con straordinari (LS-OT) é il seguente:

min g E (scpt Ypt + VCpt Tpt + hept Spt) +
peEP teT

Z (cwy pt + cop vy) (15.10a)
teT

soggetto a  spi 1+ Tpt =dpt + 5, Vpe P, Vt €T, (15.10b)
> (Stpt Ypt + VEpt Tpt) < e + 11, Vte T, (15.10c)
peP

e < caply, VteT, (15.10d

—

v < cap?, VteT, (15.10e

Tp < Myyyp, Vpe P, VteT, (15.10f

~ o~~~
~—  ~—  ~— "

5p0 = Spm = 0, Vpe P, (15.10g

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 138


https://github.com/fabiofurini/ottimizzazione-combinatoria
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Ottimizzazione combinatoria

ZTpt € L0, Vpe P, Vte€ T, (15.10h)
Spt € L>0, Vpe P, VteT, (15.10i)
He € Z>o, VteT, (15.10j)
v € Z>o, Vte T, (15.10k)
ypt € {0, 1}, Vpe P, VteT. (15.10])
Questo modello PLI si chiama modello TLPEfp.

\ J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPO{qp:

— la funzione obiettivo lineare (15.10a) aggiunge ai costi del modello ILPgLSP il costo
del tempo di lavoro in orario normale e in straordinario;

i vincoli (15.10b) sono i vincoli di bilanciamento del flusso di ogni prodotto (|P|m
vincoli lineari);
— 1 vincoli (15.10c¢) impongono che i tempi di setup e i tempi di produzione di ogni
periodo siano coperti dal tempo di lavoro, in orario normale e in straordinario (m
vincoli lineari);

i vincoli (15.10d) e (15.10e) limitano i due tempi di lavoro (m vincoli lineari ciascuno);

— 1 vincoli (15.10f) collegano le quantita con i setup (|P|m vincoli lineari);

i vincoli (15.10g) impongono una scorta vuota all’inizio e alla fine dell’orizzonte;

— infine, i vincoli (15.10h)—(15.101) definiscono le variabili del modello PLI.

e Il tempo disponibile nel periodo ¢ é al piu capiv + cap?, quindi il valore forte di big-M &

N O
ca cap;y — st
Mpt:min{{ Pi_ T capy th , sdptm}.
Utpt

e Con co; > cwy una soluzione ottima usa lo straordinario solo quando le ore normali del
periodo sono esaurite.

Esempio 15.10: Modello ILPE[

Consideriamo 'istanza del CLS dell’Esempio 15.1, con un solo prodotto (|P| = 1, e omettia-
mo l'indice p), tempi di produzione vt; = 1 e tempi di setup st; = 0. La capacita cap, = 4
diventa I’orario normale cap)¥ = 4, al costo cw; = 1, e in ogni periodo ¢& disponibile un’unita
di straordinario: cap? =1, al costo co; = 6. I valori di big-M sono M; = min{5, D; 5}, ossia
(5,5,5,5,1). Il modello ILP%TSP per questa istanza é:
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min  50y; +50y2 +50y3 + 50ys + 50ys + 10 s¢
+10s2 + 1053 + 1054 + 1055 + p1 + p2
+ps + pa+ s + 601 + 619 + 613

+6v4 + 615

soggetto a =1 — s1 = 2
S1+ T2 — S9 1
S9 + x3 — S3 = 3
S3 4+ T4 — 84 = 4
S84+ I5 — S5 = 1
T — 1 — < 0
Ty — 2 — V2 < 0
T3 — p3 — V3 < 0
Ty — 4 — vy < 0
Ts5 — U5 — Vs < 0
T1— oY1 < 0
T2 —DY2 < 0
3 — Y3 < 0
Ty —5ys < 0
T5 —Ys < 0
M1 < 4
2 < 4
3 < 4
Ha < 4
M5 < 4
12 < 1
) < 1
Vs < 1
V4 < 1
Us < 1
S5 = 0
T1, T2, T3, T4, T5 € Zxo
S1, S2, 83, S4, S5 € Zxo
M1, M2, M3, ---y Vs € Zxo
Y1, Y2, Y3, Y4s Us € {0,1}
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Una soluzione ottima del modello ILP&TSP é:

§=(1,0,1,1,0, &=(3,0,3,50), 5=(1,0,0,1,0),
p=(3,0,3,4,0), ©=(0,0,0,1,0)

I valore ottimo 2(ILPOfqp) ¢ 3-50 +2-10+10-1+41-6 = 186, e la soluzione ottima
¢ unica (Gurobi). Un’unita di straordinario nel periodo 4, al costo 6, sostituisce un’unita
tenuta a scorta dal periodo 3 al periodo 4, al costo 10: il piano ottimo (3,0,4,4,0) del CLS

qui costa 191.

15.7.5 Domanda non soddisfatta

e [ dati sono quelli del problema di lot sizing con pitt prodotti e tempi di setup. In pitl, una

parte della domanda d,; puo restare non soddisfatta, con la penalita cuy; per unita.

e Introduciamo le variabili intere z,;, s, e le variabili binarie y,; del modello ILPS; ¢p e,

per ogni prodotto p € P e ogni periodo t € T, la seguente variabile intera:

ept € Z>( (domanda del prodotto p nel periodo ¢ non soddisfatta).

Vs

~N

Usando queste variabili, un modello di programmazione lineare intera (PLI) per il problema
di lot sizing con domanda non soddisfatta (LS-UD) ¢ il seguente:
min Z Z (sCpt Ypt + VCpt Tpt + hepr Spt) +
peEP teT
SN cuprep (15.11a)
peEP teT

soggetto a  sp4 1+ XTpp = dpt — Ept + Spt, VD E P, VEET,
(15.11b)

Z (Stpt Ypt + Vtpr Tpr) < capy, VteT,

peP

(15.11c)

Tpt < Mpt Ypt s Vpe P, VteT,
(15.11d)

Ept Sdpt) Vpe P, VteT,
(15.11e)

5p0 = Spm = 0, Vp € P,
(15.11f)

Tpt € Zi>0, Vpe P, VteT,
(15.11g)

Spt € Z>0, Vpe P, VteT,
(15.11h)
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Ept € L>0, Vpe P, VteT,
(15.111)

ypt€{071}a VpEP, vteT.
(15.11j)

Questo modello PLI si chiama modello TLPE gp.
- J

e Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli del modello TLPE qp:
— la funzione obiettivo lineare (15.11a) aggiunge ai costi del modello ILPE; ¢p la pena-
lita della domanda non soddisfatta;

— i vincoli (15.11b) sono i vincoli di bilanciamento del flusso, con la domanda ridotta
della sua parte non soddisfatta (|P|m vincoli lineari);

i vincoli (15.11c¢) sono i vincoli di capacita e i vincoli (15.11d) collegano le quantita
con i setup (m e |P|m vincoli lineari);

— ivincoli (15.11e) garantiscono che la domanda non soddisfatta non superi la domanda
(|P| m vincoli lineari);
— 1 vincoli (15.11f) impongono una scorta vuota all’inizio e alla fine dell’orizzonte;

— infine, i vincoli (15.11g)—(15.11j) definiscono le variabili del modello PLI.

e I valori di big-M del modello ILPgLsp restano validi, poiché la produzione puod solo
diminuire. Con €,; = 0 per ogni prodotto e periodo il modello ¢ il modello ILPgLSP.

Esempio 15.11: Modello ILPHESP

Consideriamo l'istanza del CLS dell’Esempio 15.1, con un solo prodotto (|P| = 1, e omettia-
mo l'indice p), tempi di produzione vt; = 1, tempi di setup st; = 0 e i valori forti di big-M
M, = (4,4,4,4,1). Ogni unita di domanda non soddisfatta costa cu; = 18. Il modello
ILPICJESP per questa istanza é:
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min  50y; +50y2 +50y3 +50ys + 50ys + 10 51
+10s92 +10s3 + 1054 + 1055 + 18e1 + 182
+18¢e3 + 18¢4 + 18¢5

soggettoa 1 —s1+¢€1 = 2
S1+x9 — 82+ €9 1
S2 + x3 — 53 + €3 3
83+ x4 — 54+ €4 4
S84+ x5 — S5+ €5 = 1
a8 < 4
To < 4
T3 < 4
T4 < 4
Ts5 < 4
x1—4y < 0
T2 — 4y < 0
z3 —4ys3 < 0
Ty —4Ys < 0
T5 — Ys < 0
€1 < 2
€9 < 1
€3 < 3
€4 < 4
€5 < 1
S5 = 0
T1, T2, T3, T4, Tj € Zxo
S1, S2, 83, S4, S5 € Z>o
€1, €2, €3, €4, €5 € Z>o
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5 € {0,1}

Una soluzione ottima del modello ILP&Pgp é:
Q: (0707 1’ 170)’ 5:: (070’37470)7 '§: (0’07070’0)’ é: (27170707 1)

1 valore ottimo z(ILPE p) & 250 + 4 - 18 = 172, e la soluzione ottima & unica (Gurobi).
Le domande dei periodi 1, 2 e 5 non sono soddisfatte: le loro 4 unita costano 72, e il piano
risparmia un setup e tutti i costi di mantenimento a scorta del piano ottimo (3,0,4,4,0)
del CLS, di costo 180.
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15.8 Errori tipici

Attenzione

e Prendere un valore di big-M troppo piccolo. Un valore minore della produzione
di un piano ammissibile taglia quel piano: i valori Dy, e cap; sono entrambi validi.

e Prendere un valore di big-M troppo grande. Ogni valore valido da un mo-
dello corretto, ma un valore grande da un rilassamento debole: le variabili di se-
tup diventano quasi nulle nelle soluzioni LP, come nel bound 99.65 dell’istanza di
riferimento.

e Dimenticare i tempi di setup nei vincoli di capacita. Con piu prodotti i vincoli
contengono sty yYpt oltre a vty Tyt

e Contare il costo di mantenimento della domanda del periodo di produzione.
In cvy, le unita per il periodo t non vanno a scorta: la somma dei costi di mantenimento
parte dalla domanda del periodo ¢ + 1.

e Credere che la formulazione a cammino minimo richieda cammini binari.
Le variabili zvy sono continue: un piano ammissibile che non é un cammino é una
combinazione di cammini.

e Dimenticare l’interezza delle quantita con piu prodotti. Con tempi di produ-
zione vty > 1 le variabili continue zvp, possono dare quantita frazionarie: il modello
a cammino minimo richiede i vincoli di interezza (15.9f) e (15.9g), altrimenti ¢ solo

un rilassamento (676450 < 677400).

e Mantenere la capacita fissa nel modello con straordinari. Il tempo del periodo
t ¢ limitato dal tempo di lavoro p; 4 14, e i valori di big-M usano caply + cap?.

e Lasciare illimitata la domanda non soddisfatta. Senza e, < dp; i vincoli di
bilanciamento ammetterebbero una domanda netta negativa, ossia scorta creata dal
nulla al prezzo della penalita.

15.9 In sintesi

In sintesi
e Senza i setup il CLS é un semplice problema di flusso; i setup richiedono le variabili

binarie ¥; e un legame con le quantita.

e Nella formulazione big-M il legame x; < M;y; € corretto per ogni M; valido, ma il
bound LP migliora quando M; diminuisce: il valore forte ¢ min{cap;, D¢ }.

e La formulazione a cammino minimo scrive i piani come cammini in una rete, con il
legame ), zvy, < y; e senza valore di big-M: il suo rilassamento é il piu forte.

e Le due formulazioni hanno lo stesso valore ottimo; differiscono nel lower bound e nella
dimensione del modello.
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Ottimizzazione combinatoria

e Il modello ULS ¢ il modello big-M senza capacita e con M; = Dy ,,: sull’istanza di
riferimento il suo valore ottimo & 170.

e Le varianti mantengono la struttura del modello big-M: piu prodotti condividono
la capacita con i loro tempi di setup, la scorta iniziale aggiunge le variabili si,, gli
straordinari aggiungono i tempi di lavoro p¢, ¢, € la domanda non soddisfatta aggiunge
le variabili €,;. Sull’istanza di riferimento, gli straordinari danno 186 e la domanda
non soddisfatta 172.

Quadro riassuntivo dell’istanza di riferimento. Lower bound sul valore ottimo
calcolati in questo capitolo:

Bound Valore Da

Senza setup 0 piano lot-for-lot
Big-M, M; = Dy 99.65 z(LP&TR,) = 2865
Big-M, M; = cap; 137.5 z(LPg&fsp)

Big-M forte 157.5  2(LPgra®)
Cammino minimo 170 z(LPZ: op)
Valore ottimo 180 piano (3,0,4,4,0)
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