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Come si legge questa dispensa

I ventitre problemi di questa dispensa applicano, uno per volta, le tecniche della dispensa di

modellazione: i legami fra variabili, i bound dai due lati, il protocollo del sandwich. Chi arriva

qui senza averla letta trova comunque tutto quello che serve nell’enunciato e nel modello, ma

le dimostrazioni dei legami — il passo che distingue un modello corretto da uno plausibile —

stanno 1i.

Che cosa produce ogni esercizio

1.

una soluzione ammissibile e intera da un’euristica costruttiva, verificata su vincoli,
bound e interezza (il controllo di interezza ¢ quello che rende il valore un bound del
MILP e non del solo rilassamento);

. il duale del rilassamento senza i bound, scritto in forma generale e per l'istanza,

con i versi presi dalla tabella di conversione;

una soluzione duale ammissibile costruita a mano, con la ricetta dichiarata,
verificata ammissibile e valutata;

i due rilassamenti z(LP) e z(LP") dal solver, con 'annotazione se coincidono e
perché;

I'ottimo z(MILP) e la tabella UB - LB - 2(LP) - z(LP™) - z( MILP)- gap;

le considerazioni aggiuntive: disuguaglianze valide con il loro conteggio, vincoli che
preservano l'ottimalita dichiarati come tali, confronto dei rilassamenti fra formulazioni
alternative.

Ogni numero della tabella esiste in un CSV prodotto dallo script del problema, e un assert

in verifica_numeri.py lo confronta con il valore citato nel testo.
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Capitolo 7

Assegnamento e scheduling

Classe: BIP / MILP Script: uno per problema, python/fam07_1_assegnamento.py ...

Pagina online

La famiglia

Sette problemi con lo stesso scheletro: dei lavori vanno assegnati a delle macchine con disponi-
bilita limitata. Cambia, di problema in problema, che cosa si paga e che cosa si decide: il costo
dell’assegnamento (problema 1), il costo fisso di ogni macchina accesa (2), il ricavo dei lavori
che si scelgono di eseguire (3), il tempo di lavorazione quando i lavori sulla stessa macchina
vanno in parallelo (4), il setup di una classe di lavori (5), un premio che si incassa se e solo se
una classe ¢ completa (6), il ritardo rispetto alle scadenze quando i lavori si susseguono su una
sola macchina (7).

I legami fra variabili che qui si rivedono:

e attivazione (problemi 2, 3, 5): la variabile binaria «macchina usata» o «classe attivata»
che comanda le assegnazioni, con il vincolo aggregato > j LimTjm < amym o disaggregato
Z; < Ye;

e variabile di massimo (problema 4): il tempo di lavorazione y,, > tjm2;m per ogni
lavoro, che all’ottimo vale esattamente il massimo;

e se e solo se (problema 6): un verso lo impone il vincolo, I'altro I’obiettivo;

e big-M e disgiunzioni (problema 7): «o j prima di ¢ o ¢ prima di j», con M pari alla
somma dei tempi.

Per ognuno: modello, dimostrazione dei legami, istanza, euristica costruttiva (un bound dal
lato delle soluzioni ammissibili), duale del rilassamento LP con una soluzione duale costruita a
mano (un bound dall’altro lato), soluzione del solver, considerazioni aggiuntive e due domande
di modellazione con soluzione. Tutti i numeri vengono dagli script fam07_1_assegnamento.py

. fam07_7_ritardo.py della cartella python/, uno per problema, con il suo notebook.
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Notazione della famiglia

Simbolo  Tipo Significato

n € L1 numero di lavori, indicizzati da j € {1,2,...,n}

k € Z>1 numero di macchine, indicizzate da m € {1,2,...,k}

tim € Qo tempo di lavorazione (minuti) del lavoro j sulla mac-
china m; t; se non dipende dalla macchina

Cim € Qo costo (euro) di eseguire il lavoro j sulla macchina m

Cm € Qo costo fisso (euro) se la macchina m viene usata

Qm € Qo disponibilita (minuti) della macchina m; a se la mac-
china é una sola

P € Z>1 numero massimo di lavori che la macchina m puo ese-
guire

Tj € Qo ricavo (euro) se il lavoro j viene eseguito

d; € Qso scadenza (minuti) del lavoro j

q € ZL>o numero di classi di lavori, indicizzate da ¢ €
{1,2,...,q}

He C{L,2,...,n} lavori della classe ¢; le classi partizionano i lavori

fe, 5c € Q>0 costo (euro) e tempo (minuti) di setup della classe ¢

Ve € Qo premio (euro) se tutti i lavori della classe ¢ sono eseguiti

u € Qo riduzione (minuti) della disponibilita se si eseguono la-

vori di almeno due classi

7.1 Assegnamento a costo minimo con disponibilita

Script: python/fam07_1_assegnamento.py Notebook in Colab

Problema 7.1 — assegnamento a costo minimo

Un’azienda deve eseguire n € Zx>p lavori su k € Z>1 macchine. Per ogni lavoro j &
{1,2,...,n} e ogni macchina m € {1,2,...,k}, il valore ¢, € Qs ¢ il tempo di lavora-
zione in minuti e il valore ¢;,, € Q¢ ¢ il costo in euro di eseguire il lavoro j sulla macchina
m. Per ogni macchina m € {1,2,...,k}, il valore a,, € Q¢ ¢ il tempo di lavorazione dispo-
nibile in minuti. Ogni macchina esegue un lavoro alla volta (niente lavorazioni in parallelo).

L’azienda vuole assegnare tutti i lavori alle macchine a costo minimo.
(& J

Il problema a parole. Decidiamo su quale macchina eseguire ciascun lavoro. L obiettivo:
costo totale minimo. I vincoli: ogni lavoro va eseguito da esattamente una macchina; il tempo
complessivo dei lavori assegnati a una macchina non supera la sua disponibilita. E il problema
di assegnamento generalizzato: un assegnamento con un vincolo di zaino per macchina.

Dati (input del modello)

Simbolo Tipo Significato

n € Z>1 numero di lavori, j € {1,2,...,n}

k € Z>1 numero di macchine, m € {1,2,...,k}

Lim € Qso tempo di lavorazione del lavoro j sulla macchina
m

Cjm € Qs¢ costo di eseguire il lavoro j sulla macchina m

am € Qso disponibilita della macchina m
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Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n k variabili binarie:

1 se il lavoro j € eseguito dalla macchina m,
J,’jm =
0 altrimenti,

Vie{l,2,...,n}, Vm e {1,2,...,k}.

Usando queste variabili, un modello BIP per il problema ¢ il seguente:

Modello 7.1 — assegnamento a costo minimo

n k

min Z Z - (7.1a)

j=1m=1

k
soggetto a Z o, = 1L Vie{l,2,...,n}, (7.1b)
m=1

thmxjm < Qm, vm e {1,2,...,k}, (7.1c)

j=1
zim €{0,1},  Vje{L,2,...,n}, Yme{1,2,...,k}.  (7.1d)

g J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (7.1a) minimizza il costo totale di lavorazione, somma dei
costi degli assegnamenti scelti;

e i vincoli lineari (7.1b) assicurano che ogni lavoro sia assegnato a esattamente una
macchina, cosi che tutti i lavori vengano eseguiti (n vincoli lineari);

e i vincoli lineari (7.1c) garantiscono che il tempo di lavorazione complessivo dei lavori
assegnati a ciascuna macchina non superi la sua disponibilita (k vincoli lineari);

e i vincoli (7.1d) definiscono le variabili del modello.

Il modello ha una sola famiglia di variabili: non ci sono legami da dimostrare. I vinco-
li (7.1c) sono del tipo «capacita/risorsa»: due quantita della stessa natura (minuti richiesti e
minuti disponibili) messe a confronto, nessuna implicazione logica da scrivere. I due bound
che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal rilassamento —
riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca progressivamente di
chiudere.

Il modello in gurobipy

Ogni famiglia di vincoli ¢ una addConstrs con il nome della sua etichetta; la matrice ¢;,, ¢ una
lista di liste, a,, una lista.

m = gp.Model("assegnamento"); m.Params.OutputFlag = 0
x = m.addVars(n, k, vtype=GRB.BINARY, name="x"
m.setObjective (gp.quicksum(c[j] [mm] * x[j, mm] for j in range(n)
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for mm in range(k)), GRB.MINIMIZE)

m.addConstrs ((x.sum(j, "*") == 1 for j in range(n)), name="assegna')
m.addConstrs ((gp.quicksum(t[j] [mm] * x[j, mm] for j in range(n)) <= al
mm ]

for mm in range(k)), name="disponibilita")
m.optimize ()

L’istanza

n = 3 lavori, k = 3 macchine:

tim ‘mzl m=2 m=3 Cim m=1 m=2 m=3
j=1 2 1 3 j=1 5 10 2
j=2 3 4 2 j=2 5 4 6
7 =3 4 5 3 7 =3 5 4 6

Il modello (7.1) per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min 5z11 +10z12 42213 +5x21 +4222 +6223 +5231 +4232 +6233
soggetto a x11 +x12 +T13 =1
T21 +T22 +xT23 =1

31 +x32 +x33=1

2211 +3z21 +4x31 <5
T12 +4x22 +5x32 <6
313 +22x23 43233 <7
Z11, %12, 13, X21, T2, T23, T3l, L3z, 3z €{0,1}
(& J

Euristica costruttiva: il bound primale

Tre euristiche ispirate al bin packing, tutte in tempo lineare nel numero di coppie lavoro-
macchina. Next-fit: si carica una macchina alla volta e si passa alla successiva quando un
lavoro non ci sta pit. First-fit: ogni lavoro va sulla prima macchina con disponibilita residua
sufficiente. Best-fit: fra le macchine con disponibilita sufficiente si sceglie quella di costo minimo.
Riportiamo il best-fit, che qui ¢ il pitt naturale perché ’obiettivo & un costo.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Esecuzione sull’istanza (output dello script):

e Passo 1. Lavoro 1: disponibilita residue ra = (5,6, 7); tutte le macchine bastano (2 < 5,
1<6,3<7);costib,10,2: il minimo ¢ la macchina 3, quindi z[1][3] =1 era[3] =7-3 =
4.
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e Passo 2. Lavoro 2: ra = (5,6,4); tutte bastano; costi 5,4, 6: il minimo ¢ la macchina 2,
quindi z[2][2] =1 eral2] =6 —4 = 2.

e Passo 3. Lavoro 3: ra = (5,2,4); la macchina 2 non basta (5 > 2); fra le altre, costi 5 e
6: il minimo ¢ la macchina 1, quindi z[3|[1] =1 e ra[l] =5 -4 = 1.

La soluzione ammissibile trovata é
T3 =1, Toe =1 T3 =1, tuttelealtrez;, =0,
di valore 2+ 4 4 5 = 11. Quindi UB = 11 é un upper bound sull’ottimo:
z(MILP) < 11.

Next-fit e first-fit trovano entrambe l’assegnamento x1; = x91 = x30 = 1, di valore 14: un
bound peggiore.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Il rilassamento LP del modello (7.1) sostituisce i vincoli (7.1d) con
Tim >0,  Vje{l,2,....n}, ¥me{1,2,... k}. (7.2)

(I vincolo xj,, < 1 & implicato dai vincoli (7.1b): aggiungerlo non cambierebbe nulla.) Asso-
ciamo una variabile duale libera y; a ciascun vincolo (7.1b) (uguaglianza) e una variabile duale
non positiva m,, a ciascun vincolo (7.1c) (verso < in un problema di minimo). Il duale del
rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 7.1

max z”: i + zk: A, T, (7.3a)
j=1 m=1
soggetto a  pj + tjm T < Cjm, Vie{l,2,...,n}, Vm e {1,2,...,k}, (7.3b)
pj Z 0, Vi e {1,2,...,n}, (7.3¢c)
Tm < 0, Ym e {1,2,...,k}. (7.3d)
L J

Descrizione. La variabile y; ¢ il valore che si attribuisce al lavoro j, che va assegnato comun-
que, e T, il prezzo (non positivo) di una unita di capacita della macchina m. L’obiettivo (7.3a)
valuta i lavori e la capacita disponibile. I vincoli (7.3b) sono le colonne delle z;,,: mettere il
lavoro j sulla macchina m soddisfa il suo vincolo di assegnamento, e quindi vale u;, e consuma
tjm di capacita al prezzo m,; il saldo non puo superare il costo ¢j,, di quell’abbinamento. Le p;
sono libere perché i vincoli di assegnamento sono uguaglianze, le m,, non positive perché quelli
di capacitd hanno verso < in un problema di minimo.

Per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

max p1 +p2 +ps +5m +6me +773

soggetto a 1 +2m <5
H1 +72 <10

H1 +3m3 <2

2 +3m1 <5

2 +4mo <4

2 +2m3 <6

p3 +4m <5

K3 +5m2 <4

w3 +3m3 <6

M1, H2,  p3 % 0

m, w2, m<0

(& J

Una soluzione duale a mano. Con 7, = 0 per ogni macchina, i vincoli (7.3b) diventano
i < cjm per ogni m: il valore pit grande ammissibile &

g1 = min{5, 10,2} = 2, f2 = min{5,4,6} =4, fi3 = min{5,4,6} = 4,

con valore 2+4 4440 = 10. Per la dualita debole ogni soluzione duale ammissibile vale al pit
quanto il rilassamento LP, che a sua volta vale al piti quanto il MILP:

10 < 2(LP) < z(MILP) < 11.

La ricetta ha un significato: «ogni lavoro costa almeno il suo costo minimo» & un lower bound
che chiunque scriverebbe; il duale lo formalizza e dice come migliorarlo, con m,, < 0 dove la
disponibilita & stretta.

Quello che dice il solver. L’ottimo del rilassamento LP & z(LP) = 53/5 = 10,6 (uguale
all’ottimo del duale: dualita forte), con duali it = (2, 4,8, 5) e # = (0, —0,2, 0): la macchina
2 ¢ la risorsa stretta. I1 MILP ha ottimo z(MILP) = 11 con &13 = Z92 = T31 = 1: leuristica
best-fit aveva trovato la soluzione ottima, ma solo il solver lo certifica, perché il bound duale si
fermava a 10 (e il rilassamento a 10,6: nessun intero fra 10,6 e 11, dunque in realta [53/5] = 11
chiude il gap — un argomento che vale perché i costi sono interi).

UB (best-fit) LB (duale a mano) 2z(LP) 2z(MILP) gap euristica
11 10 53/5 11 0,0%

Considerazioni aggiuntive

e Per ogni lavoro j e macchina m, zj, € {0,1} implica z;, < 1: le nk disuguaglianze
Zjm < 1 sono valide per il modello (7.1), ma sono implicate dai vincoli (7.1b) e non
rafforzano il rilassamento (infatti 2(LP) = z(LP™)).

e Se un lavoro j non sta su una macchina m (t;m, > an), la variabile z,, puo essere fissata
a zero prima di risolvere: il vincolo (7.1c) la forzerebbe comunque, ma il modello & piu
piccolo e il rilassamento non peggiora.
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Modellazione MIP

Assegnamento: soluzione ottima (z = 11)

macchina 1 -

macchina 2 -

macchina 3 -

0 1 2 3 4 5 6 7
tempo (minuti); in rosso la disponibilita a,

Figura 7.1: La soluzione ottima dell’istanza: i lavori assegnati a ciascuna macchina e, in rosso,
la disponibilita a,.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 7.1 — costo fisso per macchina usata

Ogni macchina che esegue almeno un lavoro costa in piu g, = 3 euro di accensione. Model-
lare il costo fisso e trovare il nuovo ottimo. Quale legame del capitolo «Legami fra variabili»
entra in gioco?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 11  soluzione euristica (UB)
LB 10 bound certificato (LB)
2(MILP) 11 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|

l2(MILP)] 0.0%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percid non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 1; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

=9.1%.
g

Una variante svolta: i lavori 1 e 3 sulla stessa macchina

I'lavori 1 e 3 usano lo stesso utensile e devono essere eseguiti dalla stessa macchina. E un legame
fra due variabili della stessa famiglia: per ogni macchina m, 1, = 1 se e solo se z3,, = 1, cioé

Tim = T3m, vm e {1,2,...,k}
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(k vincoli lineari). Entrambi i versi sono imposti dal vincolo: se z1,, = 1 allora z3,, = 1 e
viceversa; i vincoli di assegnamento garantiscono poi che la macchina comune sia una sola.

Il legame cambia anche il duale: aggiunge una variabile libera o,, per ogni macchina, e
con essa i due lavori si possono valutare insieme: i vincoli delle loro colonne danno p; + pug <
min,, (¢1m + ¢3m), che & piu di quanto si ottenga valutandoli separatamente.

28 (145 <6, costo 10+4), sulla 3 s1 (3+3 <7, costo 2+ 6); con il lavoro 2 sulla macchina
2 (costo 4) la scelta migliore & la macchina 3 per la coppia, e il nuovo ottimo & 2+ 6 +4 = 12.

Sull’istanza la coppia deve stare dove t1,,;, +t3;, < ap,: sulla macchina 1 no (2+4 > 5), sulla

I due bound si toccano e il problema si chiude senza il solver.

valore che cos’é

UB 12 soluzione euristica

LB 12 certificato duale costruito a mano
z(LP) 12 rilassamento senza i bound
2(LP™T) 12 rilassamento con i bound
z(MILP) 12 ottimo del MILP

7.2 Macchine con costo fisso di utilizzo

Script: python/fam07_2_costofisso.py Notebook in Colab

Problema 7.2 — macchine con costo fisso

Un’azienda deve eseguire n € Z>1 lavori e dispone di k € Z>; macchine. Per ogni lavoro
Jj € {1,2,...,n} e ogni macchina m € {1,2,...,k}, il valore tj;, € Q5o ¢ il tempo di
lavorazione in minuti del lavoro j sulla macchina m. Per ogni macchina m € {1,2,...,k},
il valore a,, € Q¢ ¢ la disponibilita in minuti e il valore ¢, € Qsg € il costo in euro se la
macchina viene usata. Ogni macchina esegue un lavoro alla volta. L’azienda vuole assegnare

tutti i lavori alle macchine minimizzando il costo delle macchine usate.
(. J

Il problema a parole. Decidiamo quali macchine accendere e su quale macchina eseguire
ciascun lavoro. L’obiettivo: costo totale delle macchine accese. I vincoli: ogni lavoro su esatta-
mente una macchina; una macchina spenta non esegue lavori; una macchina accesa non supera
la sua disponibilita. Rispetto al problema 7.1 il costo non sta piit sugli assegnamenti ma sulle
macchine: servono variabili di attivazione.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € Z>1 numero di lavori, j € {1,2,...,n}

k € Z>1 numero di macchine, m € {1,2,...,k}

tim € Qs¢ tempo di lavorazione del lavoro j sulla macchina
m

Am € Qs disponibilita della macchina m

Cm € Qs costo fisso se la macchina m é usata

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 11


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://colab.research.google.com/github/fabiofurini/modellazione-mip/blob/main/notebooks/fam07_2_costofisso.ipynb
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n k + k variabili binarie:

Zjm = 1 se il lavoro j ¢ eseguito dalla macchina m, 0 altrimenti,

ym = 1 se la macchina m ¢é usata, 0 altrimenti,

Vie{l,2,...,n}, Vm e {1,2,...,k}.

Usando queste variabili, un modello BIP per il problema ¢ il seguente:

Modello 7.2 — macchine con costo fisso

k
min g Cin Wi
m=1

k
soggetto a > @jm = L, Vi€ {1,2,...,n},
m=1

n
_thmxjm+amym20, VmE{l,Q,...,k},

j=1
zjm € {0,1}, Vie{l,2,...,n}, Vm e {1,2,...,k},
ym€{0,1}7 VmE{l,Q,,k}

(7.4a)

(7.4b)

(7.4c)

(7.4d)
(7.4e)

J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

la funzione obiettivo lineare (7.4a) minimizza il costo totale delle macchine usate;

i vincoli lineari (7.4b) assicurano che ogni lavoro sia assegnato a esattamente una

macchina (n vincoli lineari);

i vincoli lineari (7.4¢) collegano le variabili di assegnamento con le variabili di utilizzo

e impongono le restrizioni di capacita. In particolare, per ogni macchina, garantiscono

che se almeno un lavoro le ¢ assegnato allora la macchina ¢ usata, che a una mac-

china non usata non é assegnato alcun lavoro e che, se la macchina é usata, il tempo

complessivo dei lavori assegnati non supera la sua disponibilita (k£ vincoli lineari);

i vincoli (7.4d) e (7.4e) definiscono le variabili del modello.

Legame fra le variabili

e Per ogni macchina m, se il tempo di lavorazione complessivo dei lavori assegnati alla

macchina € positivo, allora la macchina deve essere usata. Questo legame logico si

scrive come 'implicazione

n
Zt]’mx]’m >0 = y,=1.
j=1

Autore: Fabio Furini
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Dalla contronominale otteniamo

n
Ym =0 = thmxjm =0:
g=il

se la macchina m non é usata, il tempo complessivo dei lavori assegnati deve essere
nullo — cioe, poiché ¢;,, > 0 per ogni j, nessun lavoro puo esserle assegnato.

L’implicazione ¢ imposta direttamente dai vincoli (7.4c) del modello (7.4). Infatti,
per ogni macchina m, il vincolo (7.4c) da Z?Zl i S G 56 Z;‘:l Do = Uy
allora an,ym, > Z?:l tim%jm > 0, dunque y,, > 0 e, essendo y,, binaria, y,, = 1.
Viceversa, se y,, = 0, il vincolo da 2?21 timZTjm < am -0 = 0 e, poiché tj, > 0 e
xjm > 0 per ogni j, questo forza x;,, = 0 per ogni j, cio¢ 2?21 timTjm = 0.

e Viceversa, per ogni macchina m, se il tempo di lavorazione complessivo dei lavori
assegnati alla macchina é nullo, allora la macchina non ¢é usata:

n
thmwjm =0 = ym =0,
j=1

e per contronominale

n
Yn =1 — thml'jm >0:
j=1
se la macchina é usata, almeno un lavoro le é assegnato.
Questa implicazione non & imposta dai vincoli del modello (7.4) (la soluzione y,, = 1
senza lavori ¢ ammissibile), ma segue dalla funzione obiettivo in ogni soluzione ottima.
Infatti, poiché ¢, > 0, se xj,, = 0 per ogni j e ¥, = 1, porre y,,, = 0 mantiene tutti i
vincoli soddisfatti (il vincolo (7.4c¢) diventa 0 > 0) e riduce l'obiettivo della quantita
strettamente positiva ¢,,: la soluzione di partenza non era ottima. Quindi, in ogni
soluzione ottima, una macchina senza lavori non é usata.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("costo_fisso"); m.Params.OutputFlag = 0
x = m.addVars(n, k, vtype=GRB.BINARY, name="x"
s y = m.addVars(k, vtype=GRB.BINARY, name="y") #

y_m
m.setObjective (gp.quicksum(c[mm] * y[mm] for mm in range(k)),
GRB.MINIMIZE)

; m.addConstrs ((x.sum(j, "*") == 1 for j in range(n)), name="assegna")
m.addConstrs ((-gp.quicksum(t[j] [mm] * x[j, mm] for j in range(n))

+ al[mm] * y[mm] >= 0 for mm in range(k)),

name="1link")
m.optimize ()
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L’istanza

n = 3 lavori, kK = 3 macchine:

T
ji=3 20 13 10 m 25 20 12
Il modello (7.4) per l'istanza — si minimizza, e le tre famiglie di vincoli sono nell’ordine

assegnamento, attivazione e dominio:

Modello 7.2 sull’istanza

min 8y1 +7y2 +5y3
soggetto a w11 +T12 +T13 =1
T21 +T22 +T23 =1
T31 +T32 +T33 =1
—6211 —5x21 —20x31 +25y1 >0
—5x12 —10z22 —13z32 +20y2 >0
—3x13 —2123 —10z33 +12y3 >0
x11, <12, X13, %21, T22, T23, 31, 32, 33 < {O, l}

Y1, Y2, Y3 6{071}

- J

Euristica costruttiva: il bound primale

Le stesse tre famiglie del problema 7.1, con il criterio del best-fit che diventa il tempo minimo
(non ci sono costi di assegnamento: conviene consumare poca disponibilitd). Il best-fit trova

T13 = Tog = T32 = 1:

e Passo 1. Lavoro 1: ra = (25,20,12); tempi 6,5,3, tutti ammissibili; minimo sulla
macchina 3: z[1][3] =1, ra[3] =12 -3 = 9.

e Passo 2. Lavoro 2: ra = (25,20,9); tempi 5, 10, 2; minimo sulla macchina 3: z[2][3] = 1,
ral3|=9-2=".

e Passo 3. Lavoro 3: ra = (25,20,7); la macchina 3 non basta (10 > 7); fra 20 e 13 il
minimo ¢ la macchina 2: z[3|[2] =1, ra[2] =20 - 13 =T.

Le macchine usate sono la 2 e la 3: y = (0,1,1), valore 7+ 5 = 12, quindi z(MILP) < 12.
Next-fit e first-fit usano le macchine 1 e 2 (valore 15); anche le varianti «prima le macchine gia
aperte» danno 15. Il best-fit a tempo minimo € 'unica delle cinque a trovare 12.

B un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Il rilassamento LP sostituisce (7.4d) e (7.4e) con zj,, > 0 e y,, > 0. Con una variabile duale
libera pu; per ogni vincolo (7.4b) e una non negativa 7, per ogni vincolo (7.4c) (verso > in un
minimo), il duale é:
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Duale del rilassamento LP del modello 7.2

max il:uj (7.5a)
j=1
soggetto a  pj — tjm mm <0, Vi e{1,2,...,n}, Vm € {1,2,... k}, (7.5b)
A, T, < Cpy Vm e {1,2,...,k}, (7.5¢)
pj = 0, Vi€ {1,2,...,n}, (7.5d)
Tm > 0, vm e {1,2,...,k}. (7.5¢)
. y

Descrizione. La variabile p; ¢ il valore del lavoro j e m,, il prezzo di una unita di capacita
della macchina m. L’obiettivo (7.5a) valuta i soli lavori: la capacita, di per sé, non si paga.
I vincoli (7.5b) sono le colonne delle zj,,: assegnare il lavoro j alla macchina m incassa p; e
consuma tj,, di capacita al prezzo m,, e il saldo non puo essere positivo perché le x;,;,, non
compaiono nell’obiettivo primale. I vincoli (7.5¢) sono le colonne delle y,,,: tutta la capacita a,,
che l'accensione della macchina m mette a disposizione, valutata a m,,, non pud valere piit del
costo fisso ¢;,.

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max p1 +p2 +us
soggetto a u1 —671 <0
1 —5m2 <0
I —3m3 <0
M2 —5m; <0
H2 —10m2 <0
2 —2m3 <0
3 —207y <0
n3 —13m2 <0
3 —107w3 <0
25m; <8
2072 <7
1273 <5
M1, p2, M3 z 0

m™, T2, w3 >0

(& J

Una soluzione duale a mano. I vincoli (7.5¢) dicono quanto puo valere al pitt ogni 7y,
prendiamo il massimo, Ty, = ¢y /am, ciod

5

8 =
) ) ™ = 15

ﬁ-l:% g =

S

(il costo per minuto di ogni macchina). I vincoli (7.5b) danno allora p; < T, per ogni m, e
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il massimo ammissibile &

i, 8 5.7 9. 51 _ .48 7 51 _5
i =min{6- 35, 5- 55, 3- 5} =min{3s, 1,7} =7,
6 — mMi .8 . LB oind8 7 51 5
fio =min{5 - 55, 10- 55, 2 35} =min{z, 5,8} = ¢,
= = mi .8 . L2l —mind 32 91 251 _ 25
Ms—mln{20 955 13- 55, 10 12}—mm =, 55,81 =2

Valore: % + % + %5 = %. Quindi
L < Z(MILP) < 12.

La lettura: ogni lavoro «paga» almeno il costo per minuto della macchina pitt economica per
lui, moltiplicato per il suo tempo. E un bound debole: il costo fisso di una macchina si paga
per intero appena la si usa, ma il rilassamento lo spalma sui minuti.

Quello che dice il solver. L’ottimo del rilassamento senza i bound é proprio z(LP) =
25/4: la soluzione costruita a mano ¢ ottima per il duale. Il rilassamento con i bound con
Ym < 1 e xjm < 1 vale 2(LPT) = 1273/200 = 6,365; aggiungendo i vincoli disaggregati
ZTjm < Ym (validi, si veda sotto) sale a 440/67 = 6,567. L’ottimo intero ¢ z(MILP) = 12, con
le macchine 2 e 3 accese e T12 = To3 = T3z = 1: Deuristica aveva trovato I'ottimo, e il gap fra
6,25 e 12 misura quanto ¢ lontano il rilassamento dall’intero in questa famiglia di modelli, dove
i costi fissi «frazionati» ingannano I’'LP.

LB (best-fit) UB (duale a mano) z(LP)  z(LP%) z(MILP) gap euristica
12 95/4  25/4  1273/200 12 0,0%

Costo fisso: soluzione ottima (z = 12)

macchina 1 -

e --
macchina 3 -'

0 5 10 15 20 25
tempo (minuti); in rosso la disponibilita a,

Figura 7.2: La soluzione ottima del problema 7.2: si accendono le macchine 2 e 3.

Considerazioni aggiuntive

e Le disuguaglianze y,, < 1 (k) e xj, < 1 (nk) sono valide; le seconde sono implicate
da (7.4b), le prime no: infatti rafforzano il rilassamento (6,25 — 6,365).

e Per ogni macchina m, «se almeno un lavoro é assegnato a m allora m ¢ usata» é 'impli-
cazione booleana

(x1m OR oy OR -+ OR Zpm) = Ym,
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la cui contronominale &
NOT y, = (NOT &1, AND --- AND NOT y,,) :

se la macchina non ¢ usata, nessun lavoro le ¢ assegnato. Come espressione booleana si
scrive
NOT (1, OR --- OR Zpm) OR 9y,

che con De Morgan e la proprieta distributiva diventa la CNF
(NOT %1, OR ¥m,) AND (NOT #3, OR ¥y) AND --- AND (NOT Zpm OR ¥m),
cio¢ i vincoli 1 — @ + Yy > 1:
ZTim < Ym Vie{l,2,...,n}, Yme {1,2,... k}

(n k disuguaglianze valide, la forma disaggregata del legame). 11 modello le implica — lo
abbiamo dimostrato sopra — ma il rilassamento no: aggiunte, portano z(LP") a 440/67.
E I'esempio concreto della sezione «Attivazione: forma aggregata e forma disaggregatay:
stesso insieme di soluzioni intere, rilassamento pit stretto.

e Il verso opposto, «se nessun lavoro ¢ assegnato allora la macchina non é usatay, ¢ la
clausola
NOT 4, OR Z1m OR --- OR Zpm,

cioé

n
Za:ijym, Ym e {1,2,...,k}:
j=1

non & una disuguaglianza valida (il modello ammette y,, = 1 senza lavori) ma si puo
aggiungere senza perdere I'ottimo, perché ¢, > 0.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 7.2 — utilizzo minimo di una macchina accesa

Accendere una macchina per pochi minuti non ha senso: ogni macchina usata deve lavorare

almeno ¢ = 8 minuti. Modellare il vincolo e trovare il nuovo ottimo.

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 12 soluzione euristica (UB)
LB 2 bound certificato (LB)
z(MILP) 12 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:
|UB — z(MILP)|

l2(MILP)] 0.0%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percid non

23.

puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = <7; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,

UB — LB
|UB|
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Una variante svolta: legame fra due attivazioni

La macchina 3 condivide ’alimentazione con la macchina 1: se si usa la macchina 1 si deve
usare anche la 3.
E un’implicazione fra due variabili binarie, 1 = 3, cioé NOT 3; OR s, che & gia in CNF:
il vincolo lineare é
l-p1+ys>1 <= 11 <ys

(un vincolo lineare). Impone che y; = 1 forzi y3 = 1 e, per contronominale, che y3 = 0 forzi
y1 = 0. Non impone il viceversa: la macchina 3 puo essere usata da sola (y3 = 1, y3 = 0
¢ ammissibile), e y; = y3 = 0 resta ammissibile. Sull’istanza il vincolo non cambia 'ottimo,
12, perché la soluzione ottima non usa la macchina 1; lo cambierebbe se i costi rendessero
conveniente la macchina 1 da sola.

Il legame «se si usa la macchina 1 si usa anche la 3» aggiunge al duale una variabile p < 0,
che allenta la colonna di y; e stringe quella di y3. Sui dati dell’istanza non conviene muoverla:
la macchina 3 ¢ il minimo per tutti i lavori, e abbassarne il prezzo abbasserebbe ogni p;. Il
certificato resta quello del problema base — un legame fra attivazioni non tocca il rilassamento,
che puo accendere mezza macchina. A crescere é ’ottimo intero, e quindi il divario.

valore che cos’e

UB 12 soluzione euristica

LB 245 certificato duale costruito a mano
2(LP) 2 rilassamento senza i bound
2(LP™) 25 rilassamento con i bound
z(MILP) 12 ottimo del MILP

7.3 Selezione di lavori con ricavo e macchine a costo fisso

Script: python/fam07_3_selezione.py Notebook in Colab

Problema 7.3 — selezione di lavori

Un’azienda puo eseguire n € Z>1 lavori e dispone di £ € Z>; macchine. Per ogni lavoro

Jj € {1,2,...,n}, il valore t; € Qs ¢ il tempo di lavorazione in minuti (uguale su tutte le
macchine) e il valore r; € Qs ¢ il ricavo in euro se il lavoro viene eseguito. Per ogni macchina
m € {1,2,...,k}, il valore a,, € Q¢ ¢ la disponibilita in minuti e il valore ¢,, € Q¢ ¢ il costo

in euro se la macchina viene usata. Ogni macchina esegue un lavoro alla volta. L’azienda
vuole scegliere quali lavori eseguire, e su quali macchine, per massimizzare il profitto: ricavi

dei lavori eseguiti meno costi delle macchine usate.
- J

Il problema a parole. Decidiamo quali lavori eseguire, su quali macchine, e quali macchine
accendere. L’obiettivo: profitto massimo. [ vincoli: ogni lavoro al pili su una macchina; nessun
lavoro su una macchina spenta; disponibilita rispettata. E il problema 7.2 in cui i lavori non sono
pitt obbligatori e hanno un ricavo: un problema di massimo, e i ruoli dei bound si scambiano.
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Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € Z>1 numero di lavori, j € {1,2,...,n}

k € Z>1 numero di macchine, m € {1,2,...,k}
i € Qs¢ tempo di lavorazione del lavoro j

T € Qs ricavo se il lavoro j € eseguito

Am € Qs disponibilitad della macchina m

Cm € Qs costo fisso se la macchina m é usata

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n k + k variabili binarie:

Zjm = 1 se il lavoro j ¢ eseguito dalla macchina m, 0 altrimenti,

ym = 1 se la macchina m ¢é usata, 0 altrimenti,

Vie{l,2,...,n}, Vm e {1,2,...,k}.

Modello 7.3 — selezione di lavori
n k k
max Z Z il — Z G Wi (7.6a)
m=1

j=1m=1
k
soggetto a Z B 1L Vi e€{1,2,...,n}, (7.6b)
m=1
n
th B — B W, = (0 vm e {1,2,...,k}, (7.6c)
j=1

Tim € {0,1}, Vje{1,2,...,n}, Yme {1,2,...,k}, (7.6d)
ym € {0,1}, vm e {1,2,...,k}. (7.6e)

(& J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (7.6a) massimizza il profitto totale, differenza fra il ricavo
dei lavori eseguiti e il costo delle macchine usate;

e ivincoli lineari (7.6b) assicurano che ogni lavoro sia assegnato ad al pitt una macchina,
cosi che nessun lavoro venga eseguito due volte (n vincoli lineari);

e i vincoli lineari (7.6¢) collegano le variabili di assegnamento con le variabili di utilizzo e
impongono le restrizioni di capacita: se almeno un lavoro ¢ assegnato a una macchina
allora la macchina é usata, a una macchina non usata non € assegnato alcun lavoro, e
il tempo complessivo dei lavori di una macchina usata non supera la disponibilita (k
vincoli lineari);

e i vincoli (7.6d) e (7.6e) definiscono le variabili del modello.
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Legame fra le variabili

Il legame ¢ quello del problema 7.2, con t; al posto di t;,,: riportiamo le due implicazioni,
perché il verso «di ottimalita» cambia segno.

e L’implicazione

n
thazjm >0 = ym =1,
7=1

n
per contronominale: y,, =0= thg;jm =0,
j=1

dice che una macchina non usata non ha lavori. E imposta dai vincoli (7.6¢c): se
> im1 tjgm > 0 allora amym > 377 tj2m > 0, quindi yy, = 1; viceversa, se y, = 0
allora Z?Zl tjxjm < 0e, cont; >0exj, >0, tutte le x;,, sono nulle.

e L’implicazione opposta

n
thl'jm =0= Ym = 0,
j=1

n
per contronominale: y,, =1=— thﬂfjm > 0,
j=1

dice che una macchina usata ha almeno un lavoro. Non é imposta dai vincoli, e segue
dall’obiettivo in ogni ottimo: poiché ¢,, > 0, se y,,, = 1 senza lavori, porre y,, = 0
resta ammissibile e aumenta il profitto di ¢,, — in un problema di massimo il verso
del miglioramento si inverte, la struttura dell’argomento no.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

I ' m = gp.Model("selezione"); m.Params.OutputFlag = 0
2 x = m.addVars(n, k, vtype=GRB.BINARY, name="x"
3 y = m.addVars(k, vtype=GRB.BINARY, name="y")
4+ m.setObjective(gp.quicksum(r[j] * x[j, mm] for j in range(n)
for mm in range(k))
6 - gp.quicksum(c[mm] * y[mm] for mm in range(k)),
7 GRB.MAXIMIZE)
s m.addConstrs ((x.sum(j, "*") <= 1 for j in range(n)), name="al_piu_una')

o m.addConstrs ((gp.quicksum(t[j] * x[j, mm] for j in range(n))
10 - almm] * y[mm] <= 0 for mm in range(k)), name="1link")
11 m.optimize ()

L’istanza

n = 3 lavori, k = 3 macchine:
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|lm=1 m=2 m=3 | j=1 j=2 j=3
Qm, 105 110 100 17 25 40 (0]
Cm 20 30 15 T 10 15 30
Il modello (7.6) per l'istanza — si massimizza, e le tre famiglie di vincoli sono nell’ordine

selezione, attivazione e dominio:

Modello 7.3 sull’istanza

max10z11+10x12+10213+15221+15222+15223+30x31 +30232+30x33 —20y1 —30y2 —15y3

soggetto a x11 +x12 413 <1
T21 +T22  +T23 <1
T31 +x32 +x33 <1
25211 +40z21 475231 —105y: <0
25112 +40x22 +75x32 —110y2 <0
25113 +40x23 +75x33 —100y3 <0

r11, Ti2, 13, X21, T22, T2z, T31, T32, 33 €{0,1}

yi, v, yz€{0,1}

\ J

Euristica costruttiva: il bound primale

In un problema di massimo una soluzione ammissibile da un lower bound. Le tre euristiche del
problema 7.1 si adattano con una regola in piti: un lavoro che non sta su nessuna macchina
viene saltato (non é obbligatorio). Il best-fit sceglie la macchina piu piena fra quelle che bastano
(minima disponibilita residua), per concentrare i lavori su poche macchine:

e Passo 1. Lavoro 1 (t; = 25): ra = (105,110, 100), tutte bastano; la piu piena & la
macchina 3: z[1][3] = 1, ra[3] = 75.

e Passo 2. Lavoro 2 (t2 = 40): ra = (105,110, 75); la pit piena ¢ ancora la 3: z[2][3] = 1,
ra[3] = 35.

e Passo 3. Lavoro 3 (t3 = 75): ra = (105,110, 35); la macchina 3 non basta; fra 1 e 2 la
pitt piena ¢ la 1: z[3][1] = 1, ra[l] = 30.

Soluzione: T13 = Tog = Z31 = 1, ¥ = (1,0,1), profitto 10 + 15 + 30 — 20 — 15 = 20, quindi
z(MILP) > 20. Next-fit e first-fit riempiono prima la macchina 1 (lavori 1 e 2) e mettono il
lavoro 3 sulla 2: profitto 55 — 50 = 5.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Rilassando zj,, > 0 e yn, > 0, con variabili duali non negative p; per i vincoli (7.6b) e m,, per
i vincoli (7.6¢) (versi < in un massimo), il duale é:
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Duale del rilassamento LP del modello 7.3

min Zn:,uj (7.7a)
j=1
soggetto a  p; +t; m, > 1}, Vi e{1,2,...,n}, Ym e {1,2,...,k}, (7.7b)
— QT = —Com,s Vm e {1,2,...,k}, (7.7¢)
pi >0, Vie{l,2,...,n}, (7.7d)
Tm > 0, vm e {1,2,...,k}. (7.7¢)
. y

Descrizione. La variabile y; ¢ il prezzo del diritto di eseguire il lavoro j e m,, quello di una
unita di capacita della macchina m. L’obiettivo (7.7a) somma i prezzi dei diritti sui lavori. I
vincoli (7.7b) sono le colonne delle xj,,: eseguire il lavoro j sulla macchina m consuma il diritto,
al prezzo pj, e t; di capacita, al prezzo m,,; i due insieme devono coprire il ricavo r; che quel
lavoro porta. I vincoli (7.7¢) sono le colonne delle y,,: la capacita a,, che l'accensione della
macchina rende disponibile, valutata a m,,, non pud costare pitt del costo fisso ¢, che si paga
per accenderla.

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min 1 +p2 +43
soggetto a 1 +25m1 >10
H1 +25ms >10
251 +2573 > 10
2 +40m >15
2 44072 >15
42 +40m3 > 15
w3 +75m >30
3 +7572 >30
3 +75m3 > 30
—105m; >—-20
—11072 >-30
—10073 > —15

M1, M2, M3

1, 2, T3 =

(& J

Una soluzione duale a mano. I vincoli (7.7¢) limitano ogni 7, dall’alto: T, = ¢ /am,

oo =20 4 ~ 3 _ 3 = _ 15 __ 3 7y ; ; . o
cioe M1 = 755 = 57> 72 = 110 = 11> 73 = 100 = 30 Oeni p; deve poi soddisfare p; > rj — t;7pm,

per ogni m e p; > 0: il pitt piccolo valore ammissibile ¢ il massimo di questi,

fir = max{10 — 25 - —25-310-25- 2, 0} =max{i, 32 2 0} =2
fi2 = max{15 — 40 - %, 15-40- 5, 0} =max{P, $3,9,0} =9,
fiz = max{30 — 75 - , 30— 752, 0} = max{112 105 75 o} = T3,
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Valore: % +9+ % = 34. Per la dualita debole
20 < z(MILP) < 34.

La lettura: p; ¢ «quanto vale al piu il lavoro j» una volta pagato, per ogni minuto, il costo fisso
spalmato della macchina meno costosa al minuto (la 3, con % euro al minuto).

Quello che dice il solver. L'ottimo del rilassamento senza i bound ¢ z(LP) = 34: anche
qui la soluzione a mano ¢ ottima per il duale. Con i limiti xj,,, <1 e y,, < 1 il rilassamento con
i bound scende a z(LP") = 680/21 = 32,38. L’ottimo intero ¢ z(MILP) = 25: i lavori 1 e 3
sulla macchina 3 (254 75 = 100 < 100, esattamente la disponibilita), profitto 40 — 15; il lavoro
2 non conviene, perché richiederebbe una seconda macchina (¢; = 20 > r9 = 15). L’euristica
si era fermata a 20: aveva messo il lavoro 2 sulla macchina 3 lasciando fuori il 3, che poi ha
aperto la macchina 1. Gap del 20%.

LB (best-fit) UB (duale a mano) z(LP) z(LP') z(MILP) gap euristica
20 34 34 680/21 25 20,0%

Considerazioni aggiuntive

e ym < 1(k)ezjm <1 (nk)sono disuguaglianze valide; le seconde sono implicate da (7.6b),
le prime rafforzano il rilassamento (34 — 32,38).

e [ vincoli disaggregati x,, < ym, che vengono dall’implicazione
(£1m OR -+ OR Zpm) = Ym

gia vista nel problema 7.2, sono validi e implicati dal modello, ma rafforzano il rilassa-
mento.

e Se r; < min,, ¢y, e il lavoro j ¢ I'unico su una macchina, eseguirlo non conviene mai: ¢
quanto accade al lavoro 2 nell’istanza. Un ragionamento di dominanza che il solver fa da
sé, ma che a mano aiuta a indovinare ’ottimo.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 7.3 — tutti i lavori obbligatori

L’azienda ha gia firmato i contratti: tutti i lavori vanno eseguiti. Come cambia il modello
e quanto costa ’obbligo sull’istanza?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

LB 20 soluzione euristica (LB)
UB 34  bound certificato (UB)
z(MILP) 25  ottimo del MILP
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e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — z(MILP)|

= 20.0%.
|2(MILP)] 0.0%

e Gap certificato, cio¢ quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percid non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 14; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

LB] = 70.0%.

Una variante svolta: un lavoro condizionato a un altro

Il lavoro 3 richiede un semilavorato prodotto dal lavoro 2: si pud eseguire il lavoro 3 solo se si
esegue anche il lavoro 2 (su qualunque macchina).

«Eseguo il lavoro 3» & la proposizione ), 23, = 1, «eseguo il lavoro 2» & > xop = 1;
I'implicazione «3 = 2» si scrive

k k
§ T3m < 5 Tom
m=1 m=1

(un vincolo lineare). Se il lavoro 3 ¢ eseguito il membro sinistro vale 1 e il vincolo forza il
membro destro a 1: il lavoro 2 é eseguito; viceversa, se il lavoro 2 non é eseguito il membro
destro vale 0 e il vincolo forza ), 3, = 0. Il vincolo non impone la converse: il lavoro 2 puo
essere eseguito senza il 3. Sull’istanza l'ottimo diventa 20: la soluzione da 25 (lavori 1 e 3 senza
il 2) non ¢é pit ammissibile, e la migliore ¢ di nuovo {1, 2} sulla macchina 1 e {3} sulla macchina
3.

«Il lavoro 3 solo se anche il lavoro 2» aggiunge al duale un moltiplicatore A > 0, che sconta
le colonne del lavoro 3 e carica quelle del lavoro 2. Si alza A fin dove il lavoro 2 lo regge a costo
zero: su questa istanza quel margine non c’é, A resta a zero e il certificato coincide con quello
del problema base.

valore che cos’e

UB 34  certificato duale costruito a mano
LB 20  soluzione euristica

z(LP) 34 rilassamento senza i bound
2(LP™) 880 rilassamento con i bound
z(MILP) 20 ottimo del MILP

7.4 Lavori in parallelo: il tempo di lavorazione come massimo

Script: python/fam07_4_parallelo.py Notebook in Colab

Problema 7.4 — lavori in parallelo

Un’azienda deve eseguire n € Zx>p lavori con k € Z>; macchine. Per ogni lavoro j &€
{1,2,...,n} e ogni macchina m € {1,2,...,k}, il valore t;,, € Q¢ ¢ il tempo di lavorazione
in minuti del lavoro j sulla macchina m. Ogni macchina m € {1,2,...,k} puo eseguire al pit
DPm € Z>1 lavori, e li esegue in parallelo: tutti i lavori assegnati alla stessa macchina partono
insieme. L’azienda vuole assegnare i lavori minimizzando la somma dei tempi di lavorazione
delle macchine, dove il tempo di lavorazione di una macchina ¢ il tempo del lavoro piu lungo
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Lfra quelli che le sono assegnati. J

Il problema a parole. Decidiamo su quale macchina va ogni lavoro. L’obiettivo: somma dei
tempi di lavorazione delle macchine, ciascuno pari al massimo dei tempi dei lavori assegnati. [
vincoli: ogni lavoro a una macchina; al pitt p,, lavori sulla macchina m. La novita é ’obiettivo:
un massimo non € lineare, ma si linearizza con una variabile continua e n vincoli «>» per
macchina.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € Z>1 numero di lavori, j € {1,2,...,n}

k € Z>1 numero di macchine, m € {1,2,...,k}

tim € Qs¢ tempo di lavorazione del lavoro j sulla macchina
m

Dm € Z>1 numero massimo di lavori (in parallelo) sulla mac-
china m

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n k variabili binarie e k variabili non negative:
Zjm = 1 se il lavoro j ¢ eseguito dalla macchina m, 0 altrimenti,
Ym = tempo di lavorazione della macchina m,

Vie{l,2,...,n}, Vm e {1,2,...,k}.

Modello 7.4 — lavori in parallelo

k
min Z Um (7.8a)
m=1
k
soggetto a Z B = Ly Vie{l,2,...,n}, (7.8b)
m=1
> i S s Vm e {1,2,...,k}, (7.8¢)
j=1
— i i A= U, = U Vie{l,2,...,n}, Vm € {1,2,...,k}, (7.8d)
zjm € {0,1}, Vie{l,2,...,n}, Vm € {1,2,...,k}, (7.8e)
Ym > 0, vm e {1,2,...,k}. (7.8f)
\§ /

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (7.8a) minimizza la somma dei tempi di lavorazione delle
macchine;

e i vincoli lineari (7.8b) assicurano che ogni lavoro sia assegnato a esattamente una
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macchina (n vincoli lineari);

e i vincoli lineari (7.8c) limitano il numero di lavori assegnati a ciascuna macchina (k
vincoli lineari);

e i vincoli lineari (7.8d) collegano le variabili di assegnamento con le variabili di tempo
di lavorazione. In particolare, per ogni lavoro e ogni macchina, garantiscono che se
il lavoro é assegnato alla macchina allora il tempo di lavorazione della macchina é
almeno il tempo richiesto da quel lavoro su quella macchina (n k vincoli lineari);

e i vincoli (7.8e) e (7.8f) definiscono le variabili del modello.

Legame fra le variabili

E il pattern della variabile definita come massimo (sezione «L’ausiliaria di massimo»), in
tre passi.
e Per ogni macchina m e ogni lavoro j, se il lavoro é assegnato alla macchina allora il
tempo di lavorazione della macchina é almeno il tempo del lavoro:

Tim = 1 = ym=> tim,
e per contronominale: Y, <tj, = Tj,=0:

se il tempo della macchina ¢ strettamente minore di ¢;,, il lavoro j non puo esserle
assegnato.

L’implicazione ¢ imposta direttamente dai vincoli (7.8d), che danno y, > tjm®jm: se
ZTjm = 1, Ym > tjm. Viceversa, se ym, < tjm, allora x;, non puod valere 1, perché il
vincolo forzerebbe y,, > t;,,; essendo binaria, x;, = 0. Poiché vale per ogni j, la
famiglia (7.8d) impone, per ogni macchina, y,, > max{t;mzm : j € {1,2,...,n}}.

e Viceversa, se nessun lavoro € assegnato alla macchina m, il suo tempo di lavorazione
€ Zero:

n
> Tim=0 = ym =0,
j=1

n
e per contronominale: gy, >0 — ijm > 0.
j=1
Non ¢é imposta dai vincoli (con zj, = 0 per ogni j i vincoli (7.8d) si riducono a
Ym > 0), ma segue dall’obiettivo in ogni ottimo: y,, ha coefficiente 1 > 0 nell’obiettivo;
se nessun lavoro ¢ sulla macchina e y,, > 0, porre y,, = 0 mantiene i vincoli (0 > 0)
e riduce 'obiettivo della quantita strettamente positiva ¥, .

e Sintesi: in ogni soluzione ottima
Ym = max{tjmTjm : j € {1,2,...,n}},

cioé Yy, € esattamente il tempo di lavorazione della macchina. Infatti il primo punto da
Ym > massimo in ogni soluzione ammissibile; se in una soluzione fosse ¥, > massimo,
porre y,, uguale al massimo manterrebbe tutti i vincoli (7.8d) (per definizione di
massimo) e ridurrebbe 1'obiettivo della differenza, strettamente positiva: la soluzione
non era ottima. Con nessun lavoro il massimo ¢ 0, e si ritrova il secondo punto.
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I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("parallelo"); m.Params.OutputFlag = 0

x = m.addVars(n, k, vtype=GRB.BINARY, name="x"

y = m.addVars(k, name="y")

m.setObjective(y.sum(), GRB.MINIMIZE)

m.addConstrs ((x.sum(j, "*") == 1 for j in range(n)), name="assegna'")

m.addConstrs ((x.sum("*", mm) <= p[mm] for mm in range(k)),
name="cardinalita")

m.addConstrs ((-t[j][mm] * x[j, mm] + y[mm] >= 0

for j in range(n) for mm in range(k)), name="massimo"
m.optimize ()

L’istanza

n = 3 lavori, £ = 3 macchine, con i tempi del problema 7.2:

tim ‘nzz]_ m=2 m=3
=1 6 5 3 ‘nzz]. m=2 m=3
j=2 5 10 2 P | 1 2 2
j=3 20 13 10

I modello (7.8) per 'istanza ha 9 vincoli (7.8d), uno per coppia: —6x11+y; > 0, —5x12+y2 > 0,
—3r13 +y3 > 0, =521 +y1 > 0, —=10z22 + y2 > 0, —2793 +y3 > 0, —20z31 +y1 > 0,
—13xz32 + y2 > 0, —10x33 + y3 > 0; i tre vincoli di assegnamento come nel problema 7.2; le
cardinalitd x17+x21 +x31 < 1, 10+ To2+2x32 < 2, 13+ T3+ 233 < 2; obiettivo min y; +y2+y3.

Il modello per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

min

soggetto a

T11

—6711

x11,

.

T12

—51‘12

Z12,

r11 +x12 +x13

13

—3213

Z13,

21

+x21

—521

x21,

+T22 +T23
r31  +T32
+x31
+x22 +x32

+x23

—10z22
—2x23
—20%31
—13:5’32
T22, 23,

31, x32,

+x33

+x33

—10:1)33

z33

y1+y2+ys

+y1
+y2

+y1
+y2

+y1
+y2

Y1, Y2,

<2
>0
>0
+ys >0
>0
>0
+y3 >0
>0
>0
+ys >0
€{0,1}
y3 >0

Euristica costruttiva: il bound primale

Next-fit sulle cardinalita: si riempie la macchina 1 fino a p; lavori, poi la 2, e cosi via; il tempo

di ogni macchina ¢ il massimo dei tempi assegnati.

e Passo 1. Lavoro 1 sulla macchina 1 (un lavoro < p; = 1): y[1] = max(0,6) = 6.

e Passo 2. La macchina 1 ¢é piena: lavoro 2 sulla macchina 2: y[2] = max(0,10) = 10.

e Passo 3. Lavoro 3 sulla macchina 2 (due lavori < py = 2): y[2] = max(10,13) = 13.

Soluzione 11 = ZToe = T3z = 1, § = (6, 13,0), valore 19: z(MILP) < 19.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Rilassando (7.8e) in xj,, > 0, con duali p; libere (7.8b), 7y, < 0 (7.8¢, verso < in un minimo)
e Xjm > 0 (7.8d, verso >):

Duale del rilassamento LP del modello 7.4
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n k
max Z pi+ Z Dm Tm, (7.9a)
j=1 m=1

soggetto a i + T — tim Ajm <0,  Vje{l1,2,...,n}, Vm € {1,2,...,k}, (7.9b)

; Ajm < 1, vm e {1,2,...,k},  (7.9c)
j=1
pj Z 0, vje{1,2,...,n}, (7.9d)
Tm < 0, vm e {1,2,...,k}, (7.9¢)
Ajm >0,  Vje{1,2,...,n}, Vme {1,2,...,k}. (7.9
L )

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max 1+ p2+ps+m+2we+27s
soggetto a u1 +m —6A11
75 +m2 —5)12
1 +3 —3A13
2 +m1 —5X21 <0
H2 +m2 —10A22 <0
o +m3 —2X23 <0
w3+ —20A31 <0
3 +o —13)32 <0
143 +m3 —10A33 <0
A1l +A21 +A31 <1
A2 +A22 +A32 <1
A3 +A23 +A33 <1
Hi, 2, M3 E 0
T, M2, T3 <0

A11, A1z, A3, A21,  A22, A3, Az, Asz, A33>0

Descrizione. La variabile p; ¢ il valore del lavoro j, mp, il prezzo (non positivo) di uno dei
Pm Posti della macchina m e Aj,, il prezzo del legame che spinge il massimo ¥, sopra t;,.
L’obiettivo (7.9a) valuta i lavori e i posti disponibili. I vincoli (7.9b) sono le colonne delle
mettere il lavoro j sulla macchina m soddisfa ’assegnamento e occupa un posto, ma obbliga il
massimo della macchina a salire fino a ;,,; il saldo non puo essere positivo, perché le z;,, non
compaiono nell’obiettivo. I vincoli (7.9¢) sono le colonne delle y,,: il massimo della macchina
m costa 1 nell’obiettivo primale, e i prezzi dei legami che lo spingono verso 1’alto non possono
valere di pil.

Il vincolo (7.9¢) ¢ il costo ridotto di yy,: il coefficiente 1 nell’obiettivo del primale limita
la somma dei \j,;,,. Una soluzione duale a mano. Ripartiamo quell’unita in parti uguali,
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Ajm = 1/n = 1/3 per ogni coppia, e poniamo 7,, = 0; i vincoli (7.9b) diventano p; < t;,,/3 per
ogni m:

fin = min{6,5,3}/3 =1, fiz = min{5,10,2}/3 = 2, fis = min{20,13,10} /3 = &,

valore 1+ 2 + 30 = 5. Quindi 5 < 2(MILP) < 19.

Quello che dice il solver. z(LP) = 520/49 = 10,61 (uguale all’ottimo del duale; il
rilassamento con i bound coincide, perché x;,, < 1 & implicato). L’ottimo intero ¢ z(MILP) =
15: il lavoro 1 sulla macchina 2, i lavori 2 e 3 sulla macchina 3, § = (0,5,10). Il bound a
mano (5) ¢ lontano dal rilassamento (10,61): la ripartizione uniforme A;,, = 1/3 ¢ la prima che
viene in mente, non la migliore — il duale ottimo distribuisce I'unita di ogni macchina in modo
diverso.

LB (next-fit) UB (duale a mano) z(LP) z(MILP) gap euristica
19 5 520/49 15 26,7%

Considerazioni aggiuntive
e z,, <1 (nk disuguaglianze valide) & implicato da (7.8b).

e Il verso «nessun lavoro = y,, = 0» si pud imporre esplicitamente con un limite superiore:
posto t,, = max; tjn,, i vincoli

n
t_mZ:cjm—ymEO, vm e {1,2,...,k}

j=1
(k vincoli) forzano y,, = 0 se la macchina & vuota e lasciano a y,, spazio fino a &,
altrimenti. Non sono disuguaglianze valide (il modello ammette y,, > 0 a macchina
vuota) ma sono wvincoli che preservano l’ottimo: si possono aggiungere perché 'obiettivo
minimizza Zﬁlzl Ym- La distinzione fra «valida» e «preserva 'ottimo» € la stessa fra i
due bullet del legame.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 7.4 — costo fisso se la macchina lavora

Accendere una macchina costa g,, = 4 euro (una tantum) e un minuto di lavorazione costa

1 euro: minimizzare il costo totale. Quale legame serve e qual é il big-M piu piccolo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

UB 19  soluzione euristica (UB)
LB 5 bound certificato (LB)
z(MILP) 15 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|
|2(MILP)|
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e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 14; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB
— =73.T%.
|UB| %

Una variante svolta: minimizzare il tempo della macchina piu lenta

Le macchine lavorano tutte insieme e l'azienda vuole finire il prima possibile: minimizzare il
massimo dei tempi di lavorazione delle macchine (il makespan), non la somma.

Un secondo livello di massimo: una variabile w > 0 con i vincoli
W > Y, vm e {1,2,...,k}

(k vincoli lineari) e obiettivo min w. Il pattern ¢ lo stesso del legame di massimo: i vincoli
impongono w > max, ¥y, € la minimizzazione forza w = max,, ¥, all’ottimo. Attenzione: ora
le y,,, non hanno piu coefficiente positivo nell’obiettivo, quindi I'argomento «y,, = massimo
dei tjpxjm in ogni ottimo» cade — y,, puod gonfiarsi fino a w senza costo. Resta vero che
esiste un ottimo in cui y,, ¢ il massimo: basta abbassarla, i vincoli restano soddisfatti e w non
cresce. Sull’istanza il makespan ottimo ¢ 10: il lavoro 3 richiede almeno 10 minuti su qualunque
macchina, quindi nessuna soluzione scende sotto 10; la soluzione ottima lo mette sulla macchina
3 e sistema gli altri due senza superare 10 (per esempio il lavoro 2 con lui sulla macchina 3 e il
lavoro 1 sulla macchina 1).

Minimizzare il massimo dei tempi invece della somma toglie il costo alle y,, e aggiunge una
famiglia v, > 0 per i vincoli w > yp,, con la colonna di w che impone ) v, < 1. Conviene
valutare un lavoro solo, il piu lungo: il v che massimizza min,, ¢;, vy, rende quel prodotto
costante, cioé v, proporzionale a 1/tj,,, e il bound ¢ la media armonica dei tempi di quel
lavoro. La ricetta risulta ottima per il rilassamento.

valore che cos’é

UB 13  soluzione euristica

LB % certificato duale costruito a mano
z(LP) 25690 rilassamento senza i bound
2(LPT) 209 rilassamento con i bound
z(MILP) 10  ottimo del MILP

7.5 Una macchina, classi di lavori con setup

Script: python/fam07_5_classisetup.py Notebook in Colab

Problema 7.5 — classi con setup

Un’azienda ha n € Z>; lavori eseguibili su una macchina con disponibilita a € Q- minuti.
Per ogni lavoro j € {1,2,...,n}, il valore t; € Qs ¢ il tempo di lavorazione in minuti e
il valore r; € Q¢ ¢ il ricavo in euro se il lavoro viene eseguito. I lavori sono partizionati
in ¢ € Z>y classi: per ogni classe ¢ € {1,2,...,¢}, l'insieme #Z. C {1,2,...,n} contiene i
lavori della classe. Se la macchina esegue lavori di una classe ¢, si paga un costo di setup
fe € Q>¢ euro e si consuma un tempo di setup s. € Q>0 minuti per preparare la macchina.
La macchina non esegue lavori in parallelo. L’azienda vuole scegliere i lavori da eseguire
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Lmassimizzando il profitto. J

Il problema a parole. Decidiamo quali lavori eseguire e, di conseguenza, quali classi attivare.
L’obiettivo: ricavi meno costi di setup. Il vincolo: tempi dei lavori pitl tempi di setup delle classi
attivate entro la disponibilitd. Uno zaino con costi fissi per gruppo: il legame di attivazione,
stavolta disaggregato fin dall’inizio.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € L numero di lavori, j € {1,2,...,n}

a € Qo disponibilita della macchina

tj, rj € Q-0 tempo e ricavo del lavoro j

q € Z>2 numero di classi, ¢ € {1,2,...,q¢}
e C{1,2,...,n} lavori della classe ¢ (partizione)

fey Se € Q>0 costo e tempo di setup della classe ¢

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n + ¢ variabili binarie:

xj = 1 se il lavoro j ¢ eseguito, 0 altrimenti, Vie{l,2,...,n},
ye = 1 se almeno un lavoro della classe ¢ & eseguito, 0 altrimenti, Ve e {1,2,...,q}.
Modello 7.5 — classi con setup
n q
max er G = Z feye (7.10a)
j=1 c=1
n q
soggetto a th x; + Z ScYe < a, (7.10b)
j=1 =1
w5 = = [ Vee{l,2,...,q}, Vj € Z, (7.10c)
z; € {0, 1}, Vie{1,2,...,n}, (7.10d)
ye € {0, 1}, Vee {1,2,...,q}. (7.10e)
- J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (7.10a) massimizza il profitto, differenza fra il ricavo dei
lavori eseguiti e il costo di setup delle classi attivate;

e il vincolo lineare (7.10b) assicura che il tempo dei lavori eseguiti, pit i tempi di setup
delle classi attivate, non superi la disponibilita della macchina (1 vincolo lineare);

e ivincoli lineari (7.10c) collegano le variabili di esecuzione con le variabili di attivazione
delle classi: se un lavoro di una classe ¢ eseguito, la classe ¢ attivata (n vincoli lineari,
uno per lavoro, perché le classi partizionano i lavori);
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e i vincoli (7.10d) e (7.10e) definiscono le variabili del modello.

Legame fra le variabili

Entrambe le famiglie sono binarie: il vincolo di link ¢ la linearizzazione diretta di
un’implicazione booleana (sezione «Da CNF a vincoli lineari» ).

e Per ogni classe ¢, se almeno un lavoro della classe é eseguito, la classe ¢ attivata:

(zj OR zs OR ...) = Yo,
j:sz'"G/C

e per contronominale (De Morgan)

NOT y. —> (NOT x; AND NOT z, AND ...):
j:sf"ejc

se la classe non é attivata, nessun suo lavoro é eseguito.
L’implicazione equivale all’espressione booleana

NOT (z; OR z, OR ...) OR y,
che con De Morgan e la proprieta distributiva diventa la CNF
(NOT z; OR y.) AND (NOT z, OR y.) AND

Si traduce nei |_#.| vincoli lineari 1 — x; +y. > 1, cioé¢ ; — y. < 0 per ogni j € Z,:
esattamente i vincoli (7.10c). Verifica nei due versi: se z; = 1 per un j € _Z, il
vincolo z; < y. forza y. = 1; se y. = 0, i vincoli z; < y. forzano x; = 0 per ogni
JjE He.

e Viceversa, se nessun lavoro della classe € eseguito, la classe non é attivata:

NOT (z; OR x5 OR ...)= NOT y,,

cio¢, per contronominale: y. = (z; OR z, OR ...),

cio€ una classe attivata ha almeno un lavoro eseguito.

Non ¢ imposta dai vincoli, ma segue senza perdita di ottimalita dall’obiettivo e dal
vincolo di capacita: se z; = 0 per ogni j € _Z.ey. = 1, porre y. = 0 resta ammissibile,
libera s. minuti nel vincolo (7.10b) e non diminuisce I’obiettivo, perché f. > 0. Poiché
fe puo essere nullo, il miglioramento non € necessariamente stretto: la conclusione
corretta € «esiste sempre un ottimo in cui le classi senza lavori non sono attivatey,
non «in ogni ottimo». Il segno del dato decide la forza della conclusione.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.
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Il modello in gurobipy

Le classi sono liste di indici: J = [[0, 1], [2, 3], [4, 5, 6]1].

B < X B

gp.-Model("classi_setup"); m.Params.OutputFlag = 0
m.addVars(n, vtype=GRB.BINARY, name="x"
m.addVars(q, vtype=GRB.BINARY, name="y")

.setObjective(gp.quicksum(r[j] * x[j] for j in range(n))

- gp.quicksum(f[c] * y[c] for c in range(q)), GRB.
MAXIMIZE)

.addConstr (gp.quicksum(t[j] * x[j] for j in range(n))

+ gp.quicksum(s[c] * y[c] for c in range(q)) <= a,
name="disponibilita")

.addConstrs ((x[j] - ylc]l] <= 0 for ¢ in range(q) for j in J[cl),

name="1ink")

.optimize ()

L’istanza

n =7 lavori, ¢ = 3 classi ¢ = {1,2}, #» ={3,4}, #3 ={5,6,7}, disponibilita a = 50:

| j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=71 le=1 ¢=2 c¢=3
7 10 6 8 6 7 9 5 fe 10 5 4
t 5 10 8 6 9 5 6 Se 10 12 6

Il modello (7.10) per l'istanza:

Il modello dell’istanza

"

max10x1 +6x2+8x3+6x4+7r5+926+5x7—10y1 —bdy2—4y3
soggetto a 5x1+10x2+8x3+6x44+9754+526+627+10y14+12y24+-6y3 < 50
Wil Y1 <0
T2 —Y1 <0
3 —Y2 <0
T4 —Y2 <0
T5 —y3<0
T6 —y3<0
7 —y3<0
i, X2, %3, T4, Ts, L6, LT €{0,1}

Y1, Y2, Y3 6{011}

Euristica costruttiva: il bound primale

Classe per classe, lavoro per lavoro: il primo lavoro di una classe si esegue se ci stanno il suo

tempo e il setup della classe; i successivi se ci sta il loro tempo.

e Passo 1. Classe 1 non attiva: sy +¢; =10+ 5 =15 < 50; y[1] =1, z[1] = 1, ra = 35.

e Passo 2. Classe 1 attiva: to = 10 < 35; z[2] =1, ra = 25.

Autore: Fabio Furini
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e Passo 3. Classe 2 non attiva: sg +t3 =12+8 =20 < 25; y[2| =1, z[3] =1, ra = 5.
e Passo 4. Classe 2 attiva: t4 = 6 > 5; il lavoro 4 viene saltato.

e Passi 5-7. Classe 3 non attiva: sz +t; € {15,11, 12}, tutti > 5; i lavori 5, 6, 7 vengono
saltati.

Soluzione z = (1,1,1,0,0,0,0), g = (1,1,0), profitto 10+ 6 +8 — 10 — 5 = 9: z(MILP) > 9.

B un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Rilassando z; > 0 e y. > 0, con duali # > 0 per il vincolo (7.10b) e Aj = 0 per ciascun
vincolo (7.10c):

Duale del rilassamento LP del modello 7.5

min amw (7.11a)
soggetto a t;m+ \; > 1, Vie{l,2,...,n}, (7.11b)
SeT — Z Aj > —fe, Vee{1,2,...,q}, (7.11c¢)
JE e
m >0, (7.11d)
Aj >0, Vie{l,2,...,n}. (7.11e)

~
|\

Per l'istanza:

I1 modello dell’istanza

min 507
soggetto a 5w+ >10
107w +A2
8w +A3 2
67 + A4 >6
o +A5 >7
57 + X6 >9
6 +A7>5
10m — A1 — A2 >—-10
127 —A3 —\4 >—5
6m —As —de —A7>—4
T >0
A1, A2, A3, A4, As, Ag, A7 >0
\ J

Descrizione. La variabile 7 ¢ il prezzo di una unita di tempo e \; il prezzo del legame fra il
lavoro j e il setup della sua classe. L’obiettivo (7.11a) ¢ il valore di tutto il tempo disponibile
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a. I vincoli (7.11b) sono le colonne delle z;: il tempo ¢; che il lavoro j consuma, valutato a
7, pitt il prezzo del suo legame, deve coprire il ricavo r;. I vincoli (7.11c) sono le colonne delle
ye: il setup della classe ¢ consuma s, di tempo e scioglie i legami di tutti i lavori della classe; il
saldo non puo scendere sotto — f., cioé sotto il costo di quel setup.

Per l'istanza: min 507 soggetto a 5w + A1 > 10, 10w + Ao > 6, 81 + A3 > 8, 67 + Ay > 6,
Om+ X5 > 7, 0m+ X > 9, 6m+ Xy > 5, 100 — A\ — Xy > =10, 120 — A3 — Ay > —5,
6m — A5 — Xg — Ay > —4, T, A > 0.

Una soluzione duale a mano. Con \; = 0 i vincoli (7.11b) chiedono 7 > r;/t; per ogni
lavoro, e i vincoli (7.11c¢) sono soddisfatti per ogni 7 > 0:

ﬁ:max—:max{ 77777 =2,

valore 50 -2 = 100: 9 < z(MILP) < 100. La lettura: = ¢ il valore di un minuto di macchina; se
ogni minuto valesse quanto il lavoro piu redditizio per minuto, la macchina intera varrebbe 100
euro. Un bound grossolano, come spesso i bound «di zaino»: ignora setup e costi.

Quello che dice il solver. z(LP) = 425/13 = 32,7 (ottimo del duale, raggiunto con
T = %—g e alcuni A; > 0: il solver non si accontenta di A = 0); con i limiti superiori, z2(LPT) =
329/13 = 25,3. L’ottimo intero & z(MILP) = 21: classi 2 e 3 attivate, lavori 3,4,5,6 eseguiti
(8+64+9+5+12+6 =46 < 50), profitto 30 — 9. L’euristica, che apre le classi nell’ordine dato
e spende 10 4 10 minuti per la classe 1, resta a 9: un gap del 57%, il peggiore della famiglia —
I’ordine di scansione conta, e un’euristica costruttiva che ordina le classi per profitto potenziale
farebbe meglio.

LB (euristica costruttiva) UB (duale a mano)  z(LP) z(LP') z(MILP) gap euristica
9 100 425/13  329/13 21 57,1%

Considerazioni aggiuntive

e y. < 1 (g) sono disuguaglianze valide che rafforzano il rilassamento; z; < 1 (n) sono
implicate da y. < 1 e (7.10c).

e Il verso «nessun lavoro, quindi classe non attivatay & la clausola
NOT y. OR z; OR z, OR ...,

cioé e 7T 2 Ye (¢ vincoli): non valida, ma aggiungibile senza perdere I'ottimo (per
fe>0es.>0).

e La forma aggregata del link, > je g T < | Z¢| ye, ha lo stesso insieme di soluzioni intere
e un rilassamento pitt debole: qui il modello nasce gia nella forma disaggregata, quella
giusta.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 7.5 — una classe subordinata a un’altra

I lavori della classe 3 usano un utensile che va montato durante il setup della classe 1: la

classe 3 si puo attivare solo se si attiva anche la classe 1. Scrivere il vincolo e trovare il
nuovo ottimo.
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Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

LB 9  soluzione euristica (LB)
UB 100 bound certificato (UB)
z(MILP) 21 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — z(MILP)|
|2(MILP)|

= 57.1%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 91; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,
UB - LB

=1011.1%.
LB %

Una variante svolta: una sola classe

Cambiare classe richiede una pulizia della macchina che I'azienda vuole evitare del tutto: si puo
attivare al pili una classe.

Un vincolo di set packing sulle attivazioni, > ¢ ;y. < 1 (un vincolo lineare): al pitt una
Yo vale 1, e con essa, tramite, solo i lavori di quella classe possono essere eseguiti. Sull’istanza
I'ottimo scende a 17: la classe migliore da sola ¢ la 3, con tutti i suoi lavori (9+ 5+ 6 +6 =
26 < 50), profitto 21 — 4 = 17.

«Al piu una classe attivatay aggiunge al duale una variabile § > 0 con termine noto 1: entra
nell’obiettivo e allenta le colonne delle y.. Fissato il prezzo del tempo , le A; e 6 sono forzate
dai vincoli duali, quindi la ricetta si riduce a cercare 7 fra i rapporti r;/t; e tenere il valore piu
basso. Il bound migliora di molto rispetto alla ricetta del problema base.

valore che cos’ée

UB %7 certificato duale costruito a mano
LB 17  soluzione euristica

z(LP) 17  rilassamento senza i bound
2(LPT) 17  rilassamento con i bound
z(MILP) 17 ottimo del MILP

7.6 Classi con premio di completamento e riduzione «se e solo
se»

Script: python/fam07_6_classipremio.py Notebook in Colab

Problema 7.6 — premio di completamento

Un’azienda ha n € Z>; lavori eseguibili su una macchina con disponibilita a € Q- minuti.

Per ogni lavoro j € {1,2,...,n}, t; € Qs ¢ il tempo di lavorazione in minuti e 7; € Qxq
il ricavo in euro se eseguito. I lavori sono partizionati in q € Zxp classi #,..., %, La
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disponibilita della macchina si riduce di u € Q¢ minuti se e solo se la macchina esegue
lavori di almeno due classi diverse. Per ogni classe ¢ € {1,2,...,q}, si ottiene un ricavo
extra di v, € Qs euro se e solo se tutti i lavori della classe sono eseguiti. La macchina
non esegue lavori in parallelo. L’azienda vuole scegliere i lavori da eseguire massimizzando

il ricavo totale.

Il problema a parole. Decidiamo quali lavori eseguire. L’obiettivo: ricavi dei lavori piu i
premi delle classi complete. Il vincolo: tempi dei lavori, pit la riduzione u se le classi coinvolte
sono almeno due, entro la disponibilita. Due «se e solo se»: uno premia (il completamento), uno
penalizza (la mescolanza). Vedremo che di ciascuno basta imporre un verso: ’altro lo impone
I’obiettivo.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € L1 numero di lavori, j € {1,2,...,n}

a € Qo disponibilita della macchina

L, 7; € Qo tempo e ricavo del lavoro j

q € ZL>o numero di classi, ¢ € {1,2,...,q}

e C{1,2,...,n} lavori della classe ¢ (partizione)

Ve € Q<o premio se tutti i lavori della classe ¢ sono eseguiti
U € Q-0 riduzione della disponibilita se si eseguono lavori

di almeno due classi

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n + ¢ + 1 variabili binarie:
xj = 1 se il lavoro j ¢ eseguito, 0 altrimenti, Vi e{l,2,...,n},
Yo = 1 se tutti i lavori della classe ¢ sono eseguiti, 0 altrimenti, Vee{1,2,...,q},

z =1 se si eseguono lavori di almeno due classi diverse, 0 altrimenti.

Modello 7.6 — premio di completamento

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

38

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

n q
max E zjj+§ Ve Ye
j=1 c=1

soggetto a x; —y. > 0,

zj+ax;—z<1, Ve,g € {1,2,...

n
thxj—i—uz < a,
j=1

zj € {0,1},
yc E {071}7

z € {0,1}.

(7.12a)

VCG {1,2,-~-,Q}7 vj € jc’
(7.12b)

7Q}7 c<yg, Vjch, WG/Q,
(7.12¢)

(7.12d)
Vje{1,2,...,n},
(7.12€)

Vee{1,2,...,q},
(7.12f)

(7.12g)

J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (7.12a) massimizza il ricavo totale, somma dei ricavi dei

lavori eseguiti e dei premi delle classi complete;

e i vincoli lineari (7.12b) collegano le variabili di esecuzione con le variabili di completa-

mento: se una classe é dichiarata completa, tutti i
lineari);

suoi lavori sono eseguiti (n vincoli

e i vincoli lineari (7.12c) collegano le variabili di esecuzione con la variabile di mesco-
lanza: se si eseguono due lavori di classi diverse, allora z =1 (3., | Zc| | Z,| vincoli

lineari, uno per coppia di lavori di classi diverse);

e il vincolo lineare (7.12d) assicura che il tempo dei lavori eseguiti, piu la riduzione u

quando si mescolano classi, non superi la disponibilita (1 vincolo lineare);

e i vincoli (7.12e)—(7.12g) definiscono le variabili del modello.

Legame fra le variabili

Quattro implicazioni: due per y., due per z. In ogni coppia una é imposta dal vincolo,
l'altra dall’ottimo — ed ¢ cosi che si modella un «se e solo se» (sezione «Se e solo se» ).

e Per ogni classe ¢, se non tutti i lavori della classe sono eseguiti, la classe non € completa:

NOT (#; AND z; AND ...) = NOT y,,

cio¢, per contronominale: y. = (z; AND z; AND ...),

Autore: Fabio Furini
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con j,i,--- € Z.. L'espressione booleana diventa, per distributivita, la CNF

(x; AND x; AND ...) OR NOT y.
= (z; OR NOT y.) AND (z; OR NOT y.) AND ...,

cioé z;+ (1 —y.) > 1: sono i vincoli (7.12b), x; —y. > 0 per ogni j € _Z.. Verifica: se
Yo = 1, ogni vincolo x; > ¥, forza z; = 1; se un x; = 0 con j € _Z, il vincolo z; > y.
forza y. = 0.

e Viceversa, se tutti i lavori della classe sono eseguiti, la classe ¢ completa:

(x; AND x; AND ...) =y,

contronominale: NOT y. = (NOT #; OR NOT z; OR ...).

Non ¢ imposta dai vincoli, e segue dall’obiettivo in ogni ottimo: poiché v. > 0, se tutti
gli z; della classe valgono 1 e y. = 0, porre y. = 1 resta ammissibile (i vincoli (7.12b)
chiedono z; > 1, vero) e aumenta l’obiettivo di v.. Quindi in ogni ottimo il premio si
incassa appena la classe é completa.

e Per ogni coppia di lavori 7, 7 di classi diverse, se entrambi sono eseguiti allora z = 1:

x; AND x; = z,

contronominale: NOT z == NOT (z; AND z;),

cioé: se z = 0, due lavori di classi diverse non sono entrambi eseguiti. L’espressione
booleana, con De Morgan, é

NOT(xj AND z;) OR z = NOT xz; OR NOT z; OR z,

cio¢ (1 —z;) + (1 — ;) + 2z > 1: sono i vincoli (7.12¢), z; + z; — 2z < 1. Verifica: se
xj = x; = 1 il vincolo forza z = 1; se z = 0 diventa x; + x; < 1.

e Viceversa, se i lavori eseguiti stanno tutti in una classe, z = 0; per contronominale,
z = 1 implica che per ogni classe ¢ almeno un lavoro eseguito sta fuori da _Z.. Non
imposta dai vincoli, segue dal vincolo di capacita senza perdita di ottimalita: se i
lavori eseguiti stanno in una sola classe e z = 1, porre z = 0 resta ammissibile (i
vincoli (7.12¢) diventano x; + z; < 1, veri perché nessuna coppia mista & eseguita),
libera v > 0 minuti nel vincolo (7.12d) e non cambia I'obiettivo, dove z non compare.
Quindi esiste sempre un ottimo in cui z = 1 solo se si mescolano classi.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

coppie = [(j, i) for ¢ in range(q) for g in range(c + 1, q)

for j in J[c] for i in J([gl]
gp.Model("classi_premio"); m.Params.OutputFlag = 0
m.addVars(n, vtype=GRB.BINARY, name="x"
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m.addVars (q, vtype=GRB.BINARY, name="y")
m.addVar (vtype=GRB.BINARY, name="z"
m.setObjective (gp.quicksum(r[j] * x[j] for j in range(n))
+ gp.quicksum(v[c] * y[c] for c in range(q)), GRB.
MAXIMIZE)
m.addConstrs ((x[j] - y[c] >= 0 for c in range(q) for j in J[c]),
name="tutti")
m.addConstrs ((x[j] + x[i] - z <= 1 for (j, i) in coppie), name="miste")
m.addConstr (gp.quicksum(t[j] * x[j] for j in range(n)) + u * z <= a,
name="disponibilita")

N <
o

m.optimize ()

L’istanza

n =6 lavori, ¢ = 3 classi ¢ = {1,2}, #» ={3,4}, #3 ={5,6}, a =50, u = 10:

| j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

r 10 5 20 12 10 22 |
t 5 15 25 15 10 38

Il modello per I'istanza ha obiettivo max 10x1+5x9+20x3+ 122441025+ 2226+ 5y1 +4y2+10ys3,
sei vincoli (7.12b) (z1 > y1, 2 > y1, T3 > Y2, T4 > Y2, Ts > Y3, Te > Y3), dodici vincoli (7.12c¢)
(r14+a3—2<1l,zi+as—2 <1, zo+a3—2< 1, mo4ay—2< 1, z1+a5—2< 1, x1+a6—2 < 1,
xotas—z<1l,zatws—2<1l,x34+a5—2<1,23+06—2<1,zy+w5—2 <1, x4+a6—2<1)
e il vincolo di capacitd bx; + 1529 4+ 2523 + 1524 + 1025 + 38x¢ + 102z < 50.

Il modello per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

max10x; +5x2+20x3+12x4+1025+22x6+5y1 +4y2+10ys

soggetto a 1 —Y1
T —Y1 >
3 —Y2 >

T4 —1Y2 >

0
0
0
0
0
T6 —Y3 >0
1 +x3 —2z<1
1 +x4 —2z<1
T2 +x3 —2<1
T2 +x4 —2<1
T1 +xs5 —2<1
T +x6 —2<1

T2 +x5 —2z2<1

T2 +x6 —2<1

T3 +xs5 —2<1

T3 +x6 —2<1

T4 x5 —2<1

T4 +x6 —2<1

S5x1+15x2+25x3+1524+10x5+38x¢ +10z <50

1, T2, T3, T4, Tz, Te €{0,1}
Y, Y2, Y3 €{0,1}
z€{0,1}

. J

Euristica costruttiva: il bound primale

Classe per classe; dalla seconda classe in poi, il primo lavoro eseguito paga anche la riduzione
u; a fine classe, se tutti i suoi lavori sono eseguiti, si incassa il premio.

e Passi 1-2. Classe 1: t; =5 < 50, z[1] = 1, ra = 45; to = 15 < 45, z[2] = 1, ra = 30.
Classe completa: y[1] = 1.

e Passo 3. Classe 2, riduzione non ancora applicata: t3 +u = 35 > 30, il lavoro 3 viene
saltato.

e Passo 4. t4+u=25<30: z[4] =1, z=1, ra = 5. Classe 2 incompleta.
e Passi 5—6. Classe 3: t5 = 10 > 5 e tg = 38 > b, saltati.

Soluzione z = (1,1,0,1,0,0), y = (1,0,0), Z = 1, ricavo 10 + 5+ 12+ 5 = 32: z(MILP) > 32.
E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.
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Rilassamento LP e duale: il bound duale

Rilassando tutte le binarie a > 0, con duali 7; < 0 per i vincoli (7.12b) (verso > in un massimo),
Aji > 0 per i vincoli (7.12c) e p > 0 per il vincolo (7.12d):

Duale del rilassamento LP del modello 7.6
min > > > Nitap (7.13a)

c<g jE Jo 1€y

soggetto a 7, + Z Nji +tjp > 1y, Vee{l,2,...,q}, Vj € 7.,
e (7.13b)

_ZﬁjZUC, Vee{1,2,...,q},
e (7.13c)

> Y Nitup=>0, (7.13d)

c<g ]6/0 'Lejg

m; <0, Vje{1,2,...,n},
(7.13¢)
Njii >0, Ve,ge{l,2,...,q}, c<g, Vje€ Z, Yie Zg,
(7.13f)
> 0. (7.13g)
_ J

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min A3+ A1a+A23+A2a+A 15+ A 16+ A25+A26+A35+Az6+Aas +Aae+500
soggetto a m +A13+A14 +A15+A16 +54>10
T2 +A23+A24 +A25+A26 +1504>5
3 +A13 +A23 +A35+A36 +254>20
T4 +A1a +A24 + A5+ A6 +15p > 12
5 +A1s5 +A2s5 +Ass5 +A45 +10p > 10
6 +A16 + 26 +As36 +A16+38u > 22
—T1—T2 >5
—T3—Ty >4
—T5—T6 >10
—A13—A14—A23—A2a—A15—A16—A25 —A26 —A35—A36 —Aa5— A6 +10p > 0
1, T2, T3, T4, T5, TG <0
A13, A14, A2z, A2a, Ais, Ates A2, A26, Ass, Asze, Aas, Aae >0
w=>0
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Descrizione. La variabile 7; ¢ il prezzo (non positivo) del legame «se la classe ¢ premiata,
allora il lavoro j va fatto», Aj; il prezzo del vincolo sulla coppia mista (j,4) e p il prezzo di una
unita di tempo. L’obiettivo (7.13a) somma i prezzi di tutte le coppie miste e il valore del tempo
disponibile a. I vincoli (7.13b) sono le colonne delle z;: fare il lavoro j scioglie il legame con
la sua classe, tocca tutti i vincoli delle coppie miste che lo contengono e consuma ¢; di tempo;
il totale deve coprire il ricavo 7;. I vincoli (7.13c) sono le colonne delle y.: il premio v, della
classe ¢ va coperto dai legami dei lavori che la compongono. Il vincolo (7.13d) é la colonna di
z: la variabile che segnala la presenza di due classi diverse scioglie tutti i vincoli delle coppie
miste e consuma u di tempo.

(In (7.13b) Aj; indica la variabile della coppia {j,7}, qualunque sia I'ordine dei due indici.)

Una soluzione duale a mano. I vincoli (7.13¢) chiedono che i 7; di ogni classe «coprano»
il premio: basta caricarlo su un solo lavoro per classe, 71 = —5, 3 = —4, 75 = —10, gli altri
0. Con A = 0 il vincolo (7.13d) ¢ soddisfatto per ogni u > 0 e i vincoli (7.13b) chiedono
p = (rj =)/t

5 2044 12 10410 22
»15° 25 15> 10 38

1 24 4 1117 _
757%,5527E _3a

0= Inax{ 10;5 = maX{S
valore afi = 150: 32 < z(MILP) < 150. Il bound ¢ dominato dal lavoro 1, breve e col premio
caricato addosso: spalmare il premio sui due lavori della classe (m; = m = —2,5) lo abbasserebbe
— un buon esercizio.

Quello che dice il solver. z(LP) = z(LP") = 5280/113 = 46,7. L’ottimo intero &
z(MILP) = 42: la sola classe 3 completa, lavori 5 e 6 (10 + 38 = 48 < 50, z = 0), ricavo

10 + 22 + 10. L’euristica, partita dalla classe 1, si ferma a 32: gap del 24%.

LB (euristica costruttiva) UB (duale a mano) z(LP) z(MILP) gap euristica
32 150 5280/113 42 23,8%

Considerazioni aggiuntive

e Il verso di ottimalita per y. si puo imporre esplicitamente con la clausola NOT z; OR
NOT z; OR --- OR 4., cio€

SNowimve < gl-1, Vee{l,2,....q}
JE e
(¢ vincoli che preservano I'ottimo, non validi: il modello ammette la classe completa con

ye = 0).

o Il verso di ottimalita per z: per ogni classe ¢, z < ). ; x; (¢ vincoli), da z = (z; OR
x; OR ...) suilavori fuori da _#Z.. Anche questi preservano lottimo senza essere validi.

e I vincoli (7.12c) sono tanti quante le coppie miste. Una forma aggregata con variabili di
classe, we > zjper j € fee Y 4 jw.—1<(q—1)z, usa g variabili in pitt e n+ 1 vincoli
al posto delle coppie: stesso insieme di soluzioni intere, rilassamento diverso. Confrontarli
¢ la domanda 7.6.2.

Domande di modellazione aggiuntive
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Domanda di modellazione 7.6 — penalitia per classe iniziata e non finita

Iniziare una classe senza completarla costa w = 3 euro di riorganizzazione. Modellare la
penalita: quale nuova variabile serve, e in che verso va dimostrato il suo legame?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

LB 32 soluzione euristica (LB)
UB 150  bound certificato (UB)
z(MILP) 42 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — z(MILP)|

= 23.8%.
|2(MILP)| %

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percido non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 118; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,

UB — LB
—— = 368.8%.
173 %

Una variante svolta: almeno un lavoro per classe

Un accordo sindacale impone di eseguire almeno un lavoro di ogni classe.

Un vincolo di copertura per classe, > je 7. T > 1 per ogni ¢ (g vincoli lineari). Con ¢ > 2
classi tutte toccate, per ogni coppia di classi esiste una coppia mista di lavori eseguiti, e i vincoli
forzano z = 1: la riduzione u & certa e la si pud sostituire nel vincolo di capacita (a — u al
posto di a, eliminando z). Sull’istanza I'ottimo scende da 42 a 40: per esempio i lavori 1, 3 e 5
(5425 + 10 4 10 = 50), ricavo 40, nessuna classe completa.

«Almeno un lavoro per classe» aggiunge al duale una famiglia w. < 0, una per classe, che
entra nell’obiettivo: essendo non positiva, lo abbassa. Si scende con ciascuna w. fin dove le
colonne di quella classe lo permettono. L’euristica parte dal lavoro piti corto di ogni classe —
cosl & ammissibile per costruzione — e poi riempie il tempo residuo.

valore che cos’é

UB 107  certificato duale costruito a mano
LB 32 soluzione euristica

z(LP) 309 rilassamento senza i bound
2(LP™T) 309 rilassamento con i bound
z(MILP) 40  ottimo del MILP

7.7 Ritardo totale su una macchina: sequenziamento con big-M

Script: python/fam07_7_ritardo.py Notebook in Colab
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Problema 7.7 — ritardo totale

Un’azienda deve eseguire n € Z>1 lavori su una sola macchina. Per ogni lavoro j &

{1,2,...,n}, t; € Q59 ¢ il tempo di lavorazione in minuti e d; € Q¢ la scadenza in minuti.
Il ritardo del lavoro j ¢ 7; = max{0, k; — d;}, dove k; ¢ 'istante di completamento. La
macchina esegue un lavoro alla volta. L’azienda vuole una sequenza dei lavori che minimizzi

il ritardo totale.
_ J

Il problema a parole. Decidiamo l'ordine dei lavori. L’obiettivo: somma dei ritardi. [
vincoli: per ogni coppia, uno dei due precede ’altro; chi viene dopo finisce almeno ¢ minuti
dopo il completamento di chi viene prima. L’ordine & una disgiunzione («o j prima di i o ¢
prima di j»): si linearizza con una binaria e un big-M.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

€ Z>1 numero di lavori, j € {1,2,...,n}
€ Qs¢ tempo di lavorazione del lavoro j
€ Q>0 scadenza del lavoro j

€ Qso costante big-M, M =77 t

STCE

Variabili decisionali

Introduciamo n(n — 1) variabili binarie di precedenza e 2n variabili non negative:

sji = 1 se il lavoro j precede il lavoro 4, 0 altrimenti, Vj,i€ {1,2,...,n}, j #1,
k; = istante di completamento del lavoro j, Vie{l,2,...,n},
7; = ritardo del lavoro j, Vi e{1,2,...,n}.
n
min Z’Tj (7.14a)
j=1
soggetto a  sj; + 545 = 1, Vi€ {1,2,...,n}, j<i, (7.14b)
—Msj—kj+ 8 2t — M, Vi, i€ {1,2,...,n}, j #1, (7.14c)
—{p AR = s Vie{l1,2,...,n}, (7.14d)
ki >t Vje{1,2,...,n}, (7.14e)
sji € {0,1}, Viie{1,2,...,n}, j#4, (7.14f)
kj >0, Vie{l,2,...,n}, (7.14g)
7 >0, Vi e {1,2,...,n}. (7.14h)
L J
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Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (7.14a) minimizza il ritardo totale;

e i vincoli lineari (7.14b) collegano le variabili di precedenza di ogni coppia: o j precede
i 0 i precede j (n(n — 1)/2 vincoli lineari);

e i vincoli lineari (7.14¢) collegano le variabili di precedenza con quelle di completa-
mento tramite il big-M: se j precede 1%, il lavoro ¢ non pud completarsi prima che j
sia completato e i sia stato lavorato (n(n — 1) vincoli lineari). Un valore valido é
M = z;”:l t;: esiste sempre una sequenza ottima senza tempi morti, quindi nessun
completamento deve superare il tempo totale;

e i vincoli lineari (7.14d), con i vincoli (7.14h), collegano i completamenti con i ritardi
e definiscono correttamente il ritardo di ogni lavoro (n vincoli lineari);

e ivincoli lineari (7.14¢) impongono che ogni lavoro si completi non prima del suo tempo
di lavorazione (n vincoli lineari);

i vincoli (7.14f)—(7.14h) definiscono le variabili del modello.

Legame fra le variabili

e Per ogni coppia j, #: se j precede ¢, il completamento di ¢ ¢ almeno il completamento
di 5 piu il tempo di ¢:
Sjizl — K; Zlij+ti,
e per contronominale: x; < K; +t; = 55 = 0.

Si impone con il big-M: k; > r; +t; — M (1 — s;;), cioé i vincoli (7.14c). Se sj; =1
il vincolo diventa r; > k; + t;; se sj; = 0 diventa x; > K; +t; — M. Il modello non
impone x; < M, quindi il vincolo non ¢ vero per ogn: punto ammissibile; lo ¢ pero
su quelli fra cui si cerca 'ottimo. Con M = E?zl t; esiste sempre una soluzione
ottima senza tempi morti — se la macchina si ferma, si anticipano i lavori successivi
e nessun completamento, quindi nessun ritardo, peggiora — e su una soluzione cosi
ogni K; < Z?Zl tj =M, dacuik; +t; — M < t; <k;. Questo ¢ il pattern di sezione
«Big-M: vincoli condizionati e disgiunzioni»: il big-M «spegne» il vincolo.

e Per ogni lavoro j, la variabile di ritardo soddisfa il limite quantitativo
7; > max{0, k; — d;},

imposto direttamente dai vincoli (7.14d) (7; > k; — d;) e (7.14h) (7; > 0), qualunque
siano k; e d;j: non c’¢ un’implicazione da dimostrare, il legame ¢ la disuguaglianza.
C’¢é invece un’implicazione di ottimalita: se il lavoro finisce in tempo, il ritardo € nullo:
Kj < dj — T = 0,
contronominale: 7; > 0= k; > d;.
I vincoli non la impongono (con x; < d; chiedono solo 7; > 0), ma segue dall’obiettivo
in ogni ottimo: se k; < d; e 7; > 0, porre 7; = 0 resta ammissibile (0 > x; —d; perché
k; — d; < 0) e riduce I'obiettivo di 7; > 0.
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e Sintesi: in ogni ottimo 7; = max{0, k; —d;}, esattamente il ritardo. Il limite inferiore
vale in ogni soluzione ammissibile; se 7; lo superasse, abbassarla al massimo man-
terrebbe entrambi i vincoli e ridurrebbe l'obiettivo della differenza, positiva. Nessun
vincolo in piu é necessario.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

M
m

sum (t)
gp.Model("ritardo"); m.Params.OutputFlag = 0

m.addVars ([(j, i) for j in range(n) for i in range(n) if j != i],
vtype=GRB.BINARY, name="s"

kappa = m.addVars(n, name="kappa"); tau = m.addVars(n, name="tau")
m.setObjective (tau.sum(), GRB.MINIMIZE)
m.addConstrs ((s[j, il + s[i, j] == 1 for j in range(n)

for i in range(j + 1, n)), name="ordine")
m.addConstrs ((-M * s[j, i] - kappaljl + kappalil] >= t[i] - M
for j in range(n) for i in range(mn) if j !'= i),

S

name="precedenza")
m.addConstrs ((-kappaljl + taulj]l >= -d[j] for j in range(mn)),
name="ritardo")
m.addConstrs ((kappalj]l >= t[j] for j in range(n)), name="inizio"
m.optimize ()

L’istanza

n =3 lavori, M =5+44+6 =15:

|j=1 j=2 j=3
t; 5 4 6
d; 3 4 10

I1 modello (7.14) per l'istanza:
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Modello 7.7 sull’istanza

min T1+72+73
soggetto a S12 +5S921 =1l
513 +S31 =1l
523 +532 =1l
—15s12 —K1+Ke2 >—11
—15s13 —K1 +K3 =-9
—15s91 +K1—Ko >—10
—15523 —K2+K3 >-9
—15s31 +K1 —K3 >—10
—15532 +K2—K3 >-—11
—K1 +71 >-3
—K2 +72 >—4
—K3 +73 > —10
K1 >5
Ko >4
K3 >6
S12,  S13,  S21,  S23,  S31,  S32 €{0,1}
K1, K2, K3 >0
T1, T2, T3>0

. J

Euristica costruttiva: il bound primale

La piu semplice: eseguire i lavori nell’ordine dato 1 — 2 — 3 (FIFO); una regola migliore ordina
per scadenza crescente (EDD, earliest due date), che qui coincide.

e Passo 1. Lavoro 1: k3 =5, 11 = max{0,5 — 3} = 2.
e Passo 2. Lavoro 2: kg =5+4 =9, » = max{0,9 — 4} =5.
e Passo 3. Lavoro 3: k3 =9+ 6 = 15, 73 = max{0,15 — 10} = 5.

Soluzione 5192 = 513 = 523 = 1 (le altre 0), & = (5,9,15), 7 = (2, 5,5), valore 12: z(MILP) < 12.
E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Rilassando (7.14f) in sj; > 0, con duali aj; libere (7.14b), B;; > 0 (7.14c), v; > 0 (7.14d) e
d; >0 (7.14e):

Duale del rilassamento LP del modello 7.7
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max Z o + Z(tZ — M) B (7.15a)

j<i i

=D div+ ) 6
j=1 j=1
soggetto a aj; — M Bj; <0, Vi,j €{1,2,...,n}, j <1, (7.15b)
aji — M Bij <0, Vi,j e {1,2,...,n}, j <i, (7.15¢)
=3 B+ > Biy—v+0;<0, Vie{l,2,...,n}, (7.15d)
i i
v <1, Vje{1,2,...,n}, (7.15¢)
aj; 2 0, Vi,j e {1,2,...,n}, j <i, (7.15f)
Bji >0, Vi,j e {1,2,...,n}, j#1, (7.15g)
~; >0, Vje{l,2,...,n}, (7.15h)
5; >0, Vje{l,2,...,n}. (7.151)
L )

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max aiz+oiztaz—11812 —9513—10821 —9P23—10831—11832—371 —4y2—1073+551+42+603
soggetto a a2 —15612 0
Q13 —15813 <0

Q23 —15023 <0

Q12 —15821 <0

13 —15p31 <0

Q23 —150832 <0

B2 =Pz 4P +531 -n +61 <0

B2 —f21 —fa23 +B32 =2 +0d2 <0

P13 +0B23 —fB31 —PBa2 -3 +03<0

M <1

Y2 <1

V3 <1

12, 013, Q23 50
Biz, Bis, P21, P23,  Ps1,  Pa2 >0

Y, Y2, 8 >0

01, d2, 63>0

- J

Descrizione. La variabile a; ¢ il prezzo della scelta d’ordine fra i lavori j e ¢, 3;; il prezzo
della precedenza scritta con il big-M, ~; il prezzo del vincolo che definisce il ritardo del lavoro j
e ¢; quello del suo tempo minimo di completamento. L’obiettivo (7.15a) raccoglie questi prezzi
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con i termini noti dei rispettivi vincoli. I vincoli (7.15b) e (7.15¢) sono le colonne delle s;;
e delle s;;: la scelta d’ordine entra nell’'uguaglianza con coefficiente 1 e nella precedenza con
—M, e il saldo non puod essere positivo perché quelle variabili non compaiono nell’obiettivo. I
vincoli (7.15d) sono le colonne delle x;: il tempo di completamento entra nelle precedenze con
segni opposti, nel ritardo con —1 e nel tempo minimo con +1. I vincoli (7.15¢) sono le colonne
delle 7;: il ritardo costa 1 nell’obiettivo primale, quindi il suo prezzo non puo superare 1.

Per l'istanza 'obiettivo ¢ max a9 + aq3 + asz — 11819 — 9813 — 10821 — 9823 — 10831 —
11839 — 3y1 — 42 — 103 + 561 + 492 + 603.

Una soluzione duale a mano. Ogni 3j; ha coefficiente ¢;—M < 0: conviene tenerle a zero,
e allora (7.15b) e (7.15¢) impongono « = 0. Restano «y e §, con d; < y; < 1 dai vincoli (7.15d)
e (7.15e): ogni lavoro contribuisce al piu ¢;6; — d;jy; < t; — dj, positivo solo se il lavoro ¢ in
ritardo anche eseguito per primo. Solo il lavoro 11o & (t; =5 > d; = 3): 41 = §; = 1, tutto il
resto 0, valore —3+5 = 2. Quindi 2 < z(MILP) < 12. La lettura: il lavoro 1 sara in ritardo di
almeno 2 minuti comunque lo si collochi.

Quello che dice il solver. z(LP) = 2: la soluzione a mano ¢ ottima per il duale, e il rilas-
samento LP di questo modello ¢ debolissimo, come tutti i modelli con big-M — il rilassamento
mette s;; = 1/2 e rilascia le precedenze. L’ottimo intero ¢ z(MILP) = 11, sequenza 2 — 1 — 3:
k=(9,4,15), 7 = (6,0,5). L’ordine dato costava 12; scambiare i primi due lavori risparmia 1.

LB (ordine dato) UB (duale a mano) 2(LP) z(MILP) gap euristica
12 P 2 11 9,1%

Ritardo totale su una macchina

ordine naturale - lavoro 1 lavoro 2 lavoro 3

sequenza ottima - lavoro 2 1 lavoro 1 lavoro 3
'

0 2 4 6 8 10 12 14
tempo; tratteggiate le scadenze d; (stesso colore del lavoro)

Figura 7.3: Le due sequenze sull’istanza: l'ordine dato (12) e la sequenza ottima 2 — 1 — 3
(11); tratteggiate le scadenze.

Considerazioni aggiuntive
e 5;; <1 (n(n—1)) sono valide e implicate da (7.14b).
o Transitivita: per tre lavori distinti j, ¢, k, se j precede i e 7 precede k allora j precede k:
Sj; AND  s;p = Sjk,

con De Morgan: NOT sj; OR NOT s;; OR sji,
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cioé

Sji + Sik — Sjr < 1
(n(n — 1)(n — 2)/6 vincoli per terna non ordinata, con le sue permutazioni). Sono disu-
guaglianze valide: in ogni sequenza reale la transitivita vale, quindi i vincoli (7.14c) le
implicano (un ciclo j — i — k — j darebbe s; > k;j +t; + t + t;, impossibile). Nel
rilassamento tagliano le soluzioni a 1/2: sono il primo passo per rafforzare un modello
big-M.

. . . n A N . . . . .o .

e La scelta di M: > i—1t; ¢ il pit piccolo valore che funziona in generale; M piu grandi
lasciano lo stesso insieme intero e un rilassamento piu debole (sezione «Big-M: vincoli
condizionati e disgiunzioni» ).

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 7.7 — minimizzare il ritardo massimo

L’azienda vuole minimizzare il ritardo del lavoro piti in ritardo, non la somma. Modellare

e risolvere; che cosa cambia nel legame di 7;7

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

UB 12 soluzione euristica (UB)
LB 2 bound certificato (LB)
z(MILP) 11  ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|

l2(MILP)] 9.1%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 10; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB — LB
— = 83.3%.
03] %

Una variante svolta: date di rilascio

Il lavoro 2 non puod iniziare prima dell’istante py = 2 (il materiale arriva in ritardo); gli altri
sono disponibili da subito.
Un lavoro che inizia non prima di p; si completa non prima di p; 4 ¢;: basta rafforzare i
vincoli in
Kj = pj +tj, Vi e{1,2,...,n}
(n vincoli, con p; = 0 per i lavori disponibili subito). Attenzione al big-M: i completamenti

possono ora superare » . ¢; (la macchina puo restare ferma ad aspettare), e M va aggiornato
a max; pj + >, t;. Sull'istanza 'ottimo diventa 12: la sequenza 2 — 1 — 3 costringerebbe la
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macchina ad attendere fino a 2, e con kg = 6, k1 = 11, k3 = 17 i ritardi sarebbero 2 + 8 4+ 7;
I'ordine 1 — 2 — 3 resta a 12 ed & ottimo.

Le date di rilascio aggiungono al duale una famiglia ¢; > 0 che entra nell’obiettivo con il
suo termine noto p; +t;. Posto v; = 1, la colonna di x; impone §; +¢; < 1, e conviene mettere
tutto il peso su ¢;: il rilascio sostituisce il tempo di lavorazione. L’euristica ¢ la stessa regola

EDD, che adesso aspetta il rilascio.

valore che cos’e

UB 12 soluzione euristica

LB 2 certificato duale costruito a mano
z(LP) 4 rilassamento senza i bound
z(LPT) 4 rilassamento con i bound
2(MILP) 12 ottimo del MILP
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Capitolo 8

Localizzazione e copertura

Classe: BIP / MILP Script: uno per problema, python/fam08_1_capacitata.py ...

Pagina online

La famiglia

Quattro problemi in cui si decide dove aprire una struttura — una sede, un hub — e come questo
vincola le variabili che dipendono da quella decisione: dove spedire la merce (problema 1), quali
clienti servire (problema 2), quali clienti coprire (problema 3), a quale hub connettere ciascun
terminale (problema 4). Cambia, di problema in problema, la natura del legame fra la variabile
di apertura e le variabili che ne dipendono e il modo in cui il budget sulle aperture entra nel
modello.

I legami fra variabili che qui si rivedono:

e attivazione aggregata (problema 1): un’unica famiglia di vincoli fa da legame e da
vincolo di capacita insieme, ).y < wzy;

e attivazione disaggregata (problema 2): x; > y;. per ogni sede e cliente, dedotta dalla
CNF di un’implicazione booleana come nel problema 7.5, qui con un budget k sul numero
di sedi anziché sul tempo;

e se e solo se (problema 3): un verso imposto da due famiglie di vincoli (soglia di segnale
e interferenza), ’altro che segue dall’obiettivo;

e attivazione aggregata e variabile di massimo (problema 4): la stessa attivazione del
problema 1 insieme al legame di massimo z; > ¢;;x;; gia visto nel problema 7.4.

Per ognuno: modello, dimostrazione dei legami, istanza, euristica costruttiva (un bound dal
lato delle soluzioni ammissibili), duale del rilassamento LP con una soluzione duale costruita a
mano (un bound dall’altro lato), soluzione del solver, considerazioni aggiuntive e due domande di
modellazione con soluzione. Tutti i numeri vengono dai quattro script fam08_1_capacitata.py

. fam08_4_hub.py della cartella python/, uno per problema, con il suo notebook.
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Notazione della famiglia

Simbolo  Tipo Significato

m € Z>1 numero di sedi/hub candidati, indicizzati da [ €
{1,2,...,m}

n € Z>1 numero di clienti/terminali, indicizzati da ¢ €
{1,2,...,n}

tie € Q>0 costo di trasporto/connessione dalla sede/hub [ al
cliente/terminale ¢

i, fi € Q>0 costo di apertura/attivazione della sede/hub I

ug € Qs capacita della sede [

d. € Q-9 domanda del cliente ¢

k € Z>1 numero massimo di sedi aperte / capacita di ciascun
hub

Sic € Q> intensita del segnale dalla sede [ al cliente ¢

Pe € Qs profitto se il cliente ¢ & coperto

t, b € Qso soglia di segnale e limite di interferenza

8.1 Localizzazione capacitata

Script: python/fam08_1_capacitata.py Notebook in Colab

Problema 8.1 — localizzazione capacitata

Un’azienda deve servire n € Z>1 clienti con il proprio prodotto e ha individuato m € Zx>
sedi candidate dove installare una struttura. Per ogni cliente ¢ € {1,2,...,n}, il valore
d. € Q=g ¢ la domanda, in litri di prodotto, di quel cliente. Per ogni sede | € {1,2,...,m} e
ogni cliente ¢, il valore t;. € Qs € il costo, in euro, di trasportare un litro di prodotto dalla
sede [ al cliente c. Per ogni sede [, il valore u; € Qs € la capacita, in litri, della struttura
installata in quella sede, e i; € Q¢ é il costo di installazione. L’azienda vuole decidere dove

installare le strutture e come servire i clienti, a costo totale minimo.
- J

Il problema a parole. Decidiamo dove installare le strutture e quanto prodotto trasportare
da ciascuna sede a ciascun cliente. L’obiettivo: costo totale (installazione piu trasporto) minimo.
I vincoli: da una sede non installata non parte nulla, e una sede installata non supera la propria
capacita; la domanda di ogni cliente va soddisfatta esattamente. E il problema di localizzazione
capacitata (capacitated facility location).

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

m € Z>1 numero di sedi candidate, [ € {1,2,...,m}

n € Z>1 numero di clienti, ¢ € {1,2,...,n}

tie € Q-0 costo di trasporto (per litro) dalla sede [ al cliente
c

U € Q>0 capacita (litri) della sede !

1 € Qs costo di installazione della sede [

d. € Q>o domanda (litri) del cliente ¢
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Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti m variabili binarie:

1 se si installa una struttura nella sede [,
T = Vie{l1,2,...,m},
0 altrimenti,
e le seguenti m n variabili continue non negative:
Y1 = litri di prodotto trasportati dalla sede [ al cliente ¢
vie{l,2,...,m}, Vee{1,2,...,n}.

Usando queste variabili, un modello MILP per il problema ¢ il seguente:

Modello 8.1 — localizzazione capacitata

min Zil xr; + Z Ztlc Yle (8.1a)
1=1 I=1 =1
soggetto a w;x; — Zylc >0, vie{1,2,...,m}, (8.1b)
c=1
> e = de, Vee {1,2,...,n}, (8.1c)
=1
x; €{0,1}, Vie{1,2,....,m}, (8.1d)
Yie > 0, Vie{l,2,...,m}, Vee {1,2,...,n}. (8.le)
(& J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (8.1a) minimizza il costo totale, somma dei costi di
installazione delle sedi aperte e dei costi di trasporto;

e i vincoli lineari (8.1b) legano le variabili di trasporto a quelle di installazione e im-
pongono il vincolo di capacita: assicurano che se si trasporta una quantitd positiva
da una sede, quella sede sia installata, e che da una sede non installata non parta
nulla; inoltre, se una sede ¢ installata, la quantita totale trasportata non supera la
sua capacita u; (m vincoli lineari);

e i vincoli lineari (8.1c) assicurano che la domanda di ogni cliente sia soddisfatta
esattamente (n vincoli lineari);

e i vincoli (8.1d) e (8.1e) definiscono le variabili del modello.

Il legame fra le variabili. Per ogni sede [/, se una quantita positiva di prodotto parte dalla
sede [, allora la sede deve essere installata:

n

Zylc>0 = zx;=1.

c=1
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Dalla contronominale segue anche

n
$l=:0 — EE:yMZZO:

c=1

da una sede non installata non puo partire nulla. Questa implicazione — insieme alla sua

contronominale — ¢ imposta direttamente dai vincoli (8.1b): se I, y;. > 0, il vincolo forza

wT] > Z?Zl yie > 0 e, poiché u; > 0, si ha 2; > 0, cioé ; = 1 (essendo binaria). Viceversa, se

x; = 0, il vincolo diventa 2221 yie < 0 e, poiché ogni y;. > 0, si ha y;. = 0 per ogni ¢. (Quando
. . . . n N

x; = 1, il vincolo si riduce a )7,y < w: la capacita.)

Il verso opposto — se non parte nulla da una sede, quella sede non ¢é installata:

n
=1 = j{:yh3>'0

c=1

— non é imposto esplicitamente dai vincoli, ma segue dalla funzione obiettivo in ogni soluzione
ottima: poiché i; > 0, se Zﬁzl yie = 0 e x; = 1, porre x; = 0 resta ammissibile e riduce il
costo di 7;. Quindi, in ogni soluzione ottima, nessuna sede installata resta inutilizzata. Una
sola famiglia di vincoli, dunque, fa sia da legame di attivazione sia da vincolo di capacita.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

mod = gp.Model("localizzazione_capacitata")
x = mod.addVars(m, vtype=GRB.BINARY, name="x"
y = mod.addVars(m, n, name="y")

mod.setObjective (gp.quicksum(i[1] * x[1] for 1 in range(m))
+ gp.quicksum(t[1][c] * y[1l, c] for 1 in range(m) for
¢ in range(n)), GRB.MINIMIZE)
mod .addConstrs ((ull] * x[1] - gp.quicksum(y[l, c] for c in range(n)) >=
0
for 1 in range(m)), name="capacita')
mod . addConstrs ((gp.quicksum(y[1l, c] for 1 in range(m)) == d[c] for c¢ in
range(n)), name="domanda')

L’istanza

m = 2 sedi, n = 3 clienti:

w o | w
S

o

=)

o

S

1 c¢c=2
4 5
6 4

Il modello per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

min 60z1 +90x2 +4y11 +5y12 +6y13 +6y21 +4y22 +3y23

soggetto a 5021 —Yu —Yi2 —Yi3 >0
50x2 —y21 —Y22 —Y23>0
Y11 +y21 =8

Y12 +y22 =P5

Y13 +y23 =27

Z1, T2 €{0,1}

Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23=>0

(& J

Euristica costruttiva: il bound primale

Si scandiscono le sedi in ordine naturale; per ciascuna, si scandiscono i clienti e si spedisce a
ognuno il minimo fra la capacita residua della sede e la domanda residua del cliente, senza
superare né I'una né 'altra; una sede che ha spedito qualcosa si apre.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Esecuzione sull’istanza (output dello script): la sede 1 spedisce 8 al cliente 1 (domanda
esaurita, capacitd residua 42), poi 25 al cliente 2 (domanda esaurita, capacita residua 17), poi
17 al cliente 3 (capacita della sede 1 esaurita, ne restano 10 da soddisfare); la sede 2 spedisce i
restanti 10 al cliente 3. La soluzione ammissibile trovata ¢

T =2 =1, Y11 = 8, Y12 = 25, 413 = 17, 393 = 10, tutte le altre ;. = 0,

di valore
604+90 +4-845-254+6-17+4+3-10 = 150 + 289 = 439.
——
installazione trasporto = 3241254102430 = 289
Quindi

2(MILP) < UB = 439.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo una variabile duale non negativa y; a ciascun vincolo (8.1b) (verso >) e una variabile
duale libera 7. a ciascun vincolo (8.1¢) (uguaglianza). Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 8.1

max ch e (8.2a)
c=1
soggetto a  wy py; < iy, vie{1,2,...,m}, (8.2b)
—py + e < te, Vie{1,2,...,m}, Vee {1,2,...,n}, (8.2¢)
g > 0, vie{l,2,...,m}, (8.2d)
Te 20, Yee {1,2,...,n}. (8.2¢)
. J
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Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max 8m1 +257m0 +2773

soggetto a b0u1 <60
502 <90

— 1 +m1 <4

—p +72 <5

—p1 +m3<6

— 2+ <6

—p2 +ma <4

— 2 +m3<3

M1, p2 >0

T, T2, 3 z 0

\ J

Descrizione. La variabile y; ¢ il prezzo di una unita di capacita della sede [ e 7. il valore di
una unita di domanda del cliente c¢. L’obiettivo (8.2a) valuta a quei prezzi tutta la domanda
da soddisfare. I vincoli (8.2b) sono le colonne delle x;: la capacita u; che l'apertura della
sede [ mette a disposizione, valutata a p;, non puod valere pitt del costo di installazione 7;. 1
vincoli (8.2c) sono le colonne delle y;.: portare una unita dalla sede [ al cliente ¢ vale 7. e
consuma una unita di capacita al prezzo py; il saldo non puo superare il costo di trasporto #.

Una soluzione duale a mano. Poniamo ji; = 4;/u;: il vincolo (8.2b) & soddisfatto con
uguaglianza, il costo di installazione «spalmato» sulla capacita. Sull’istanza,

fiy = 60/50 = 6/5,  jiz =90/50 = 9/5.

I1 vincolo (8.2¢) diventa m. < t;. + iy per ogni sede [: il valore pi grande ammissibile ¢
e = ming(te + [y):

71 =min(4+6/5, 6 +9/5) = 26/5,

o =min(5+6/5, 4+ 9/5) = 29/5,

73 = min(6 + 6/5, 3+9/5) = 24/5.
Il valore di questa soluzione duale ammissibile ¢

3. % 195, ? 107, % _ 208+7§5+648 _ 15581.

Per la dualita debole, LB = 1581/5 < z(LP) < z(MILP) < UB = 439. La ricetta ha un
significato gestionale: «spalmare» il costo fisso di ciascuna sede sulla sua capacitd e poi servire
ogni cliente al costo marginale minimo é un lower bound che chiunque scriverebbe; il duale lo
formalizza.

Quello che dice il solver. L’ottimo del rilassamento LP ¢ esattamente z(LP) = 1581/5:
la soluzione duale a mano costruita sopra ¢ gia ottima (dualita forte, nessun margine di miglio-
ramento). Rafforzando il rilassamento con x; < 1 si ottiene z(LP™) = 317: un salto notevole,
segno che il vincolo x; < 1 — implicito nel MILP ma non nel rilassamento senza i bound — &
qui rilevante. I1 MILP ha ottimo z(MILP) = 365, con &1 = T3 = 1, §11 = 8, 12 = 2, P22 = 23,
U3 = 27: entrambe le sedi aperte, ma la sede 1 serve solo parte del cliente 2 (il resto arriva dalla
sede 2, pitt conveniente per quel cliente). I gap dell’euristica rispetto all’ottimo ¢ del 20,3%.
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UB (euristica) LB (duale a mano)  z(LP) z(LP%) z(MILP) gap euristica
439 1581/5 1581/5 317 365 20,3%

Localizzazione capacitata: soluzione ottima (z = 365)

sede 1 -

sede 2 -

0 10 20 30 40 50
litri spediti

Figura 8.1: Soluzione ottima: per ciascuna sede aperta, i litri spediti a ciascun cliente.

Considerazioni aggiuntive

e Per ogni sede [ e cliente ¢, se u; < d. nessuna sede da sola puo soddisfare I'intera domanda
del cliente ¢: non é un caso di questa istanza, ma va verificato prima di assumere che una
sola sede basti.

e [ vincoli y;. < d.x; (per ogni [, ¢) sono disuguaglianze valide implicate dai vincoli (8.1b)

e (8.1c) insieme: se x; = 0 forzano y;. = 0, e se ; = 1 non sono mai piu strette di y;. < d,
(che segue comunque dal soddisfacimento della domanda).

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 8.1 — lotto minimo per ogni sede aperta

Ogni sede aperta deve spedire almeno 5 litri complessivi (non ha senso sostenere il costo
di installazione per una quantita trascurabile). Come cambia il modello? Qual ¢ il nuovo
ottimo per l'istanza?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

UB 439  soluzione euristica (UB)
LB 1381 bound certificato (LB)
z(MILP) 365 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:
|UB — z(MILP)|
|z(MILP)|
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e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = %; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,

UB - LB
——— = 28.0%.
|UB| %

Una variante svolta: apertura condizionata

La sede 2 puo essere installata solo se lo & anche la sede 1 (ad esempio, un vincolo logistico di
supervisione).

E un legame fra due variabili della stessa famiglia, imposto dal singolo vincolo lineare
2 < 1

(un vincolo lineare): se xo = 1 allora necessariamente x; = 1. Sull’istanza 1’ottimo del proble-
ma 8.1 apre gia entrambe le sedi, quindi il vincolo aggiuntivo non é vincolante e 'ottimo resta
365.

«La sede 2 si apre solo se si apre la sede 1» aggiunge al duale p < 0, che sposta costo fisso
fra le due sedi: 1 = (i1 + p)/u1 € pa = (ia — p)/uz. Si prova p fra i valori che fanno cambiare
il minimo che definisce 7.; su questa istanza il migliore é p = 0, perché la sede 1 ha gia il costo
per litro pitt basso.

valore che cos’e

UB 439 soluzione euristica

LB % certificato duale costruito a mano
z(LP) 325 rilassamento senza i bound
2(LPT) 325 rilassamento con i bound
z(MILP) 365 ottimo del MILP

8.2 p-mediana: al piu £ sedi

Script: python/fam08_2_pmediana.py Notebook in Colab

Problema 8.2 — p-mediana

Un’azienda deve scegliere al pitt k € Z>1 sedi, fra m € Z>; candidate, dove aprire un punto
di servizio, e assegnare ciascuno degli n € Zx> clienti alla sede aperta piti conveniente. Per
ogni sede [ € {1,2,...,m} e ogni cliente ¢ € {1,2,...,n}, il valore dj;. € Qs ¢ la distanza
(0 il costo di servizio) fra la sede [ e il cliente c. Ogni cliente va assegnato a esattamente una
sede aperta. L’azienda vuole decidere quali sedi aprire e come assegnare i clienti, in modo

da minimizzare la somma delle distanze fra ciascun cliente e la sede a cui é assegnato.
- J

I1 problema a parole. Decidiamo quali sedi aprire (al pin k) e a quale sede aperta assegnare
ciascun cliente. L’obiettivo: somma delle distanze cliente—sede minima. I vincoli: ogni cliente
assegnato a esattamente una sede; un cliente puo essere assegnato solo a una sede aperta; al
pitl k sedi aperte. E il classico problema della p-mediana.
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Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

m € Z>1 numero di sedi candidate, [ € {1,2,...,m}
n € Z>1 numero di clienti, ¢ € {1,2,...,n}

die € Qs distanza fra la sede [ e il cliente ¢

k € Z>1 numero massimo di sedi aperte

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti m variabili binarie:

1 sela sedel ¢ aperta,

T =

vie{l1,2,...,m},

0 altrimenti,

e le seguenti m n variabili binarie:

1 se il cliente ¢ é servito dalla sede [,

Yic =
0 altrimenti,

Vie{l,2,...,m}, Vee{1,2,...,n}.

Usando queste variabili, un modello BIP per il problema ¢ il seguente:

Modello 8.2 — p-mediana

m n
min Z Z dic Yie

=1 c=1

=1

m
soggetto a Z?ch =1,

m
Z Z < ka
=1

Ve e {1,2,..

xy — Y > 0, Vie{l1,2,...,m}, Vee {1,2,...
x; € {0,1}, vie{1,2,...
yie € {0,1}, vie{1,2,...,m}, Vee {1,2,...

'7”}5

(8.3a)

(8.3b)

(8.3¢)

(8.3d)
(8.3¢)
(8.3)

J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (8.3a) minimizza la somma delle distanze fra ciascun

cliente e la sede a cui é assegnato;

e i vincoli lineari (8.3b) assicurano che ogni cliente sia assegnato a esattamente una sede

(n vincoli lineari);

e il vincolo lineare (8.3c) limita a k& il numero di sedi aperte (un vincolo lineare);

e ivincoli lineari (8.3d) legano le variabili di assegnamento a quelle di apertura, in forma

disaggregata (mn vincoli lineari);
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e i vincoli (8.3¢) e (8.3f) definiscono le variabili del modello.

Il legame fra le variabili. Per ogni sede [ e cliente ¢, se il cliente ¢ & servito dalla sede [,
allora la sede [ deve essere aperta:

Yle = 1 — T = 1.
In forma booleana I'implicazione equivale, per la CNF, a
Yic = T1 = NOT yic OR

cioé x; > yj.: esattamente il vincolo (8.3d), imposto direttamente (non serve l'obiettivo). Dalla
contronominale,
=0 = y.=0:

da una sede chiusa non puo partire nessun assegnamento — di nuovo imposto direttamente dallo
stesso vincolo. A differenza del problema 8.1, qui non ¢’¢ un costo di apertura che scoraggi sedi
aperte ma inutilizzate: il vincolo (8.3¢) impone solo un tetto al numero di sedi aperte, quindi il
verso «x; = 1 = almeno un cliente servito da [» non ¢ né imposto né garantito dall’ottimalita,
ed ¢ disaggregato — una riga per ogni coppia (I, ¢), come nel problema 7.5 — perché il legame
¢ binario contro binario per ciascuna coppia, non un totale contro un’attivazione.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

mod = gp.Model("p_mediana")

x = mod.addVars(m, vtype=GRB.BINARY, name="x"

y = mod.addVars(m, n, vtype=GRB.BINARY, name="y")

mod.setObjective (gp.quicksum(dist[1][c] * y[1l, c] for 1 in range(m) for
¢ in range(n)), GRB.MINIMIZE)

mod .addConstrs ((y.sum("*", c¢c) == 1 for c in range(n)), name="assegna')

mod .addConstr (x.sum() <= k, name="numero_sedi")

mod.addConstrs ((x[1] - y[1l, c¢c] >= 0 for 1 in range(m) for c in range(n)
), name="1link")

L’istanza

m = 3 sedi, n = 3 clienti, k = 2:

die c=1 ¢c=2 c¢=3
=1 5 6 10
= 3 12 9
[=3 10 9 4

Il modello per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

min 5y11+6y12+10y13+3y21+12y204+9y23+10y31 +9y32+4y33

soggetto a Y11 +Y21 +y31 =1
Y12 +y22 +Y32 =

Y13 +y23 +ysz =1
T1+x2+2a3 <2
1 —Y11 0
z1 —Y12 0
x1 —y13 20
T —Y21 >0
To —Y22 >0
To —Y23 >0
T3 —Y31 >0
x3 —Y32 >0
x3 —y33 >0

T1, T2, T3 c{0,1}

Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23, Y31, Y3z, Ys3€{0,1}

(& J

Euristica costruttiva: il bound primale

Si aprono le prime k sedi nell’ordine naturale; poi ogni cliente va servito dalla sede aperta pit
vicina.
Esecuzione sull’istanza (output dello script): si aprono le sedi 1 e 2 (x; = 22 = 1). Cliente 1:
la sede aperta pin vicina ¢ la 2 (distanza 3). Cliente 2: la sede aperta piu vicina ¢ la 1
(distanza 6). Cliente 3: la sede aperta piu vicina € la 2 (distanza 9). La soluzione ammissibile
trovata é
yo1 =1, yi2=1, goz =1, tutte le altre g, =0,

di valore 3 + 6 + 9 = 18. Quindi
z(MILP) < UB = 18.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo una variabile duale libera p. a ciascun vincolo (8.3b) (uguaglianza), una variabile
duale non positiva g al vincolo (8.3¢) (verso < in un problema di minimo) e una variabile duale
non negativa . a ciascun vincolo (8.3d) (verso >). Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 8.2
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max Z fe + ko (8.4a)
c=1
soggetto a o+ ch <0, vie{1,2,...,m}, (8.4b)
c=1
e — e < die, vie{1,2,...,m}, Vee {1,2,...,n}, (8.4c)
fie Z 0, Yee {1,2,...,n}, (8.4d)
e > 0, vie{l,2,...,m}, Vee {1,2,...,n}. (8.4f)
\ J

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max p1+p2+us+20
soggetto a o+mi1+mia+mi3 <0
o +721+m22+723 <0
0 +m31+m32+m33 <0
1 —T11 <5
M2 —T12 <6
13 —m13 <10
238 —T21 <3
K2 —T22 <12
43 —T23 <9
M1 —m31 <10
M2 —T32 <9
13 —m33 <4
B, p2, @3 20
o <0

Ti1, Mi2, W13, W21, T22, W23, W31, W32, w33 >0

(& J

Descrizione. La variabile p. ¢ il valore dell’assegnamento del cliente ¢, o il prezzo (non
positivo) del budget di k sedi e m. il prezzo del legame «per servire ¢ da [ bisogna aprire [».
L’obiettivo (8.4a) valuta gli assegnamenti e il budget. I vincoli (8.4b) sono le colonne delle x;:
aprire la sede [ consuma una unita di budget e scioglie i legami di tutti i clienti; il saldo non
puod essere positivo, perché aprire una sede non costa nulla nell’obiettivo di questo modello.
I vincoli (8.4c) sono le colonne delle y;.: servire il cliente ¢ dalla sede [ vale u. e consuma il
legame 7.; il saldo non puo superare la distanza dj.

Una soluzione duale a mano. Con g = 0 e M. = 0 per ogni coppia, il vincolo (8.4b)
¢ soddisfatto (0 < 0) e il vincolo (8.4c) diventa u. < dj. per ogni sede [: il valore piu grande
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ammissibile ¢ i, = min; dj., cio¢ la distanza dalla sede piu vicina in assoluto (aperta o no):
i1 = min(5,3,10) = 3, fio = min(6,12,9) = 6, fi3 = min(10,9,4) = 4,

di valore 3+6+442-0 = 13. Per la dualita debole, LB = 13 < 2(LP) < z(MILP) < UB = 18.
La ricetta ha un significato: «nessun cliente pud costare meno della sua sede pit vicina in
assoluto» ¢ un lower bound banale che ignora il vincolo di budget k; il duale lo rappresenta
esattamente con g = 0.

Quello che dice il solver. L'ottimo del rilassamento LP ¢ z(LP) = 15, uguale al rilas-
samento con i bound z(LPT) = 15: il vincolo y,. < 1 non & mai rilevante qui. II MILP ha
ottimo z(MILP) = 15, con Z; = &3 = 1 (si aprono le sedi 1 e 3, non 1 e 2 come nell’euristica) e
y11 = Y12 = y33 = 1: il rilassamento LP ¢é gia intero su questa istanza, e I’euristica — che apre
sempre le prime k sedi senza guardare i costi — perde 18/15 — 1 = 20,0%.

UB (euristica) LB (duale a mano) z(LP) 2(LPT) z(MILP) gap euristica
18 13 15 15 15 20,0%

p-mediana: soluzione ottima (z = 15); quadrato = sede aperta

sede 1 sede 2 sede 3

X

cliente 1 cliente 2 cliente 3

Figura 8.2: Soluzione ottima: quadrato = sede aperta, croce = sede chiusa, linee = assegna-
mento cliente-sede.

Considerazioni aggiuntive

e Il vincolo (8.3c) & «al pit k», non «esattamente k»: aprire meno di k sedi non é mai
vantaggioso: aprire una sede in pilt non puo peggiorare il valore dell’assegnamento, e puo
migliorarlo — vale anche quando la sede nuova resta inutilizzata, perché nessun cliente
é obbligato a servirsene. Il modello perdé non impone 'uguaglianza. La domanda 2a qui
sotto verifica che, su questa istanza, I’ottimo non cambia imponendo 'uguaglianza.

e I vincoli (8.3d), sommati su ¢ per una sede [ fissata, danno na; > > . y;.: una di-
suguaglianza valida aggregata, piu debole di quella disaggregata (che é quella usata nel
modello).

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

66

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 8.2 — copertura di prossimita per un cliente

Il cliente 1 deve essere servito entro distanza 4 (un vincolo di livello di servizio). Come si
modella? Qual ¢ il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 18 soluzione euristica (UB)
LB 13 bound certificato (LB)
z(MILP) 15 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:
|UB — z(MILP)|

= 20.0%.
|2(MILP)| %

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 5; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,
UB - LB

= 27.8%.
03] %

Una variante svolta: esattamente k sedi aperte

Per motivi organizzativi, si devono aprire esattamente & sedi (non al pin).

Basta aggiungere il vincolo lineare

m
le 2 ka
=1

che insieme al vincolo gia presente impone 1'uguaglianza (un vincolo lineare in pitt). Sull’istanza
Iottimo del problema 8.2 apre gia esattamente 2 = k sedi, quindi il vincolo aggiuntivo non é
vincolante e 'ottimo resta 15.

Imporre esattamente k sedi invece di al pit k aggiunge al duale 0 > 0 con termine noto k.
L’algebra chiude la questione in una riga: la colonna delle x; impone g + o < 0, e l'obiettivo
contiene k(o+ o), che percid non ¢ mai positivo. Il massimo si ha con g+ o = 0 e il valore torna
> He: il rilassamento non si muove — e qui non si muove nemmeno l'ottimo intero, che resta
15. Non é un caso dell’istanza: senza costo di apertura una sede in pilt non pud peggiorare
I’assegnamento, quindi da una soluzione con meno di k sedi se ne ricava sempre una altrettanto
buona con esattamente k. Il vincolo di uguaglianza ¢ ridondante; diventa vincolante solo se
aprire costa.

valore che cos’é

UB 18 soluzione euristica

LB 13 certificato duale costruito a mano
z(LP) 15  rilassamento senza i bound
2(LPT) 15 rilassamento con i bound
z(MILP) 15 ottimo del MILP
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8.3 Copertura del segnale con interferenza

Script: python/fam08_3_copertura.py Notebook in Colab

Problema 8.3 — copertura con interferenza

Un operatore deve scegliere al pitt k& € Z>1 sedi, fra m € Z>; candidate, dove installare
un’antenna, per servire n € Z>; clienti. Per ogni sede | € {1,2,...,m} e ogni cliente
ce{l,2,...,n}, il valore s;. € Q>p ¢ I'intensita del segnale ricevuto dal cliente ¢ se la sede [
¢ installata. Un cliente ¢ é coperto se e solo se I'intensita totale di segnale ricevuta da tutte
le sedi installate ¢ almeno pari alla soglia ¢ € Qs e al pitt una sede installata genera per
quel cliente un segnale maggiore o uguale al limite di interferenza b € Q. Per ogni cliente
¢, il valore p. € Q~q ¢ il profitto se il cliente & coperto. L’operatore vuole decidere quali sedi

installare per massimizzare il profitto totale.
& J

I1 problema a parole. Decidiamo quali sedi installare (al piu k). L’obiettivo: profitto totale
massimo, somma dei profitti dei clienti coperti. I vincoli: un cliente é coperto se e solo se riceve
segnale sufficiente e non troppa interferenza; il numero di sedi installate non supera k.

Dati (input del modello)

Simbolo Tipo Significato

m € Z>1 numero di sedi candidate, [ € {1,2,...,m}

n € Z>1 numero di clienti, ¢ € {1,2,...,n}

Sic € Q>¢ segnale ricevuto dal cliente c se la sede [ ¢ instal-
lata

De € Qs profitto se il cliente ¢ & coperto

t € Qso soglia di segnale totale

b € Q<o limite di interferenza

k € Z>1 numero massimo di sedi installate

Per ogni cliente ¢ definiamo £, = {l : s;. > b}, le sedi «forti» per quel cliente.

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti m variabili binarie:

1 se si installa la sede [,
T = Vie{1,2,...,m},
0 altrimenti,

e le seguenti n variabili binarie:
1 se il cliente ¢ é coperto,
yC: VCE{LQ,...,H}.

0 altrimenti,

Usando queste variabili, un modello BIP per il problema ¢ il seguente:
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Modello 8.3 — copertura con interferenza

max ch Ye (8.5a)
c=1
soggetto a  — Z Siex; +tye <0, Vee{1,2,...,n}, (8.5b)
=1
le—l—(m—l)ycﬁm, Vee {1,2,...,n}, (8.5¢)
leZ,
d @<k, (8.5d)
=1
x; € {0,1}, vie{1,2,...,m}, (8.5€)
ye € {0,1}, Vee {1,2,...,n}. (8.5f)
- J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (8.5a) massimizza il profitto totale, somma dei profitti
dei clienti coperti;

i vincoli lineari (8.5b) legano le variabili di copertura al segnale ricevuto: impongono
che se un cliente ¢ coperto, il segnale totale ricevuto sia almeno ¢ (n vincoli lineari);

i vincoli lineari (8.5¢) legano le variabili di copertura all’interferenza: impongono che
se un cliente & coperto, al pit una sede in ., sia installata (n vincoli lineari);

il vincolo lineare (8.5d) limita a & il numero di sedi installate (un vincolo lineare);

i vincoli (8.5¢) e (8.5f) definiscono le variabili del modello.

Il legame fra le variabili: un «se e solo se». Per ogni cliente c, il cliente é coperto se e
solo se le sedi installate soddisfano insieme la condizione di soglia e quella di interferenza:

m
Ye=1 <= (Zslcx12t> AND (Zml§1>.
=1 leZe

Un verso, imposto direttamente dai vincoli. Se y. = 1, il vincolo (8.5b) forza Y )" | sjex; > tye =
t: la soglia ¢ rispettata. Il vincolo (8.5¢) forza } ;. o, 2 < m — (m — 1)y = 1: al pitt una sede
forte & installata. Quindi

Yye=1 == entrambe le condizioni.

L’altro verso, che seque dall’ottimalita. Se entrambe le condizioni sono soddisfatte da una
data apertura delle sedi, i vincoli (8.5b) e (8.5¢) permettono comunque sia y. = 0 sia y. = 1:
non ¢’é niente, nei vincoli, che forzi y. = 1. Ma poiché p. > 0 e la variabile y. compare solo in
questi due vincoli (dove appare con coefficiente positivo sul lato che la limita superiormente),
aumentare y. da 0 a 1 resta ammissibile — per ipotesi le condizioni sono soddisfatte — e
aumenta ’obiettivo di p.. Quindi, in ogni soluzione ottima, y. = 1 ogni volta che le due
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condizioni sono soddisfatte. Lo stesso schema «un verso dai vincoli, ’altro dall’ottimalitd in un
problema di massimo» del problema 7.6.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

1 mod = gp.Model("copertura_interferenza")

> x = mod.addVars(m, vtype=GRB.BINARY, name="x"

3 y = mod.addVars(n, vtype=GRB.BINARY, name="y")

1 mod.setObjective (gp.quicksum(p[c] * y[c] for c in range(n)), GRB.
MAXIMIZE)

mod .addConstrs ((-gp.quicksum(s[1][c] * x[1] for 1 in range(m)) + t * y[
cl <=0

6 for ¢ in range(n)), name="soglia")

7 mod.addConstrs ((gp.quicksum(x[1] for 1 in L[c]) + (m - 1) * y[c] <=m

8 for ¢ in range(n)), name="interferenza')

9 mod.addConstr(x.sum() <= k, name="budget")

ot

L’istanza

m =3 sedi,n=>5clienti, t =5,b=4, k= 2:

Sic ‘c=1 c=2 ¢c=3 ¢c=4 c=5
I—1 6 0 5 3 1 ‘c:l c=2 ¢c=3 ¢c=4 c¢c=5
=2 4 5 2 0 0 pc‘ 10 20 5 15 25
=3 0 7 5 4 2

Con b= 4: fl = {1,2}, .,%2 = {2,3}, fg = {1,3}, .,%4 = {3}, 35 = (b

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max 10y1 +20y2 +5y3 +15y4 +25ys5
soggetto a —6x1 —4xo +5y1 <0
—bxo —Txs +5y2 <0
—5x1 —2x2 —Dx3 +5y3 <0
—371 —4z3 +5y4 <0
—x1 —2x3 +5y5 <0
T1 +x2 +2y1 <3
T2 +x3 +2y2 <3
T1 +x3 +2y3 <3
T3 +2ya <3
2ys <3
1 +x2 +x3 <2
i, T2, T3 €{0,1}
yi, Y2, ys, ys, Y5 €{0,1}
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Euristica costruttiva: il bound primale

Si aprono le prime k sedi nell’ordine naturale; un cliente é coperto se il segnale totale ricevuto
dalle sedi aperte raggiunge la soglia ¢ e al pitl una sede aperta in .Z,. é aperta.

Esecuzione sull’istanza (output dello script): si aprono le sedi 1 e 2. Cliente 1: segnale totale
6 +4 = 10 > 5, ma sedi forti aperte in £ = {1,2} sono entrambe (2 > 1): non coperto.
Cliente 2: segnale totale 0 +5 =5 > 5, sedi forti in %5 = {2, 3} aperte: solo la sede 2 (1 < 1):
coperto. Cliente 3: segnale totale 5+2 =7 > 5, sedi forti in %5 = {1, 3} aperte: solo la sede 1
(1 <1): coperto. Cliente 4: segnale totale 34+ 0 = 3 < 5: non coperto. Cliente 5: segnale
totale 1 + 0 =1 < 5: non coperto. La soluzione ammissibile trovata copre i clienti 2 e 3, di
valore 20 + 5 = 25. Quindi

z(MILP) > LB = 25.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo una variabile duale non negativa 7 a ciascun vincolo (8.5b) (verso < in un problema
di massimo), una variabile duale non negativa A, a ciascun vincolo (8.5¢) e una variabile duale
non negativa p al vincolo (8.5d). Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 8.3

min m Z Ae+kp (8.6a)
e=il
soggetto a  — ZSZC e + Z Ae+p >0, Vie{1,2,...,m}, (8.6b)
c=1 c:leZ.
tme+ (m—1) A > pe, Vee{1,2,...,n}, (8.6¢)
e > 0, Vee{1,2,...,n}, (8.6d)
Ae >0, Vee{1,2,...,n}, (8.6¢)
p = 0. (8.6f)
& J

Per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

min 3A1+3A2 33 +3Ae+3As 20
soggetto a—6m; —5m3—3my —ms +A1 +A3 +u>0
—471 —5me—273 +A1 +X\2 +p1 >0
—Tmy—5m3—4ms—27s +A2 +A3 +\a +u>0
51 +2\1 >10
572 +2A2 >20
573 +2A3 >5
5y +2M4 >15
575 +2Xs5 >25
T, T2, W3, T4, T5 >0
AL, A2, Az, A, As >0
nw=>0
\ )

Descrizione. La variabile 7, é il prezzo del vincolo di soglia del cliente ¢, A, quello del suo
vincolo di interferenza e p il prezzo di una unita di budget. L’obiettivo (8.6a) somma i termini
noti di quei vincoli valutati a quei prezzi. I vincoli (8.6b) sono le colonne delle x;: installare
I’antenna [ porta segnale ai clienti che copre, entra nei vincoli di interferenza dei clienti la cui
lista la contiene e consuma una unitd di budget; il saldo deve restare non negativo, perché le
2; non compaiono nell’obiettivo. I vincoli (8.6¢) sono le colonne delle y,.: dichiarare servito il
cliente c richiede t unita di segnale al prezzo m. e m — 1 unita di interferenza al prezzo A., e le
due insieme devono coprire il premio pe.

Una soluzione duale a mano. Con 7, = 0 e g = 0, il vincolo (8.6b) ¢ soddisfatto
(3> Ae > 0), e il vincolo (8.6¢) diventa (m — 1)As > pe, cioé A = pe/(m — 1) = p./2:

M =5 A=10, A=5/2, \=15/2, X5=25/2.

I valore di questa soluzione duale ammissibile ¢ m> " Ao+ k-0=3-(5+10+5/2+15/2 +
25/2) = 3-75/2 = 225/2. Per la dualita debole, LB = 25 < z(MILP) < z(LP) < UB = 225/2
(problema di massimo: ’euristica da il lower bound, il duale I'upper bound).

Quello che dice il solver. L’ottimo del rilassamento LP ¢ z(LP) = 41925/646 ~ 64,9,
mentre rafforzando con z; < 1 si ottiene z(LPT) = 125/2 = 62,5: un miglioramento netto. Il
MILP ha ottimo z(MILP) =45, con &1 =3 =1e g1 = g2 = g4 = 1 (i clienti 1, 2 e 4 coperti,
non il 3 né il 5): una configurazione diversa da quella trovata dall’euristica, che copriva i clienti
2 e 3. Il gap dell’euristica ¢ del 44,4%: su questo problema di massimo, aprire semplicemente le
prime k sedi € una scelta molto meno efficace che nei problemi di minimo costo della famiglia.

LB (euristica) UB (duale a mano) 2(LP) 2(LP") z(MILP) gap euristica
25 225/2  41925/646 125/2 45 44.4%

Considerazioni aggiuntive

e Il cliente 5 non pud mai essere coperto in questa istanza: %% = (), ma il segnale massimo
ricevibile € s15+ s05+ 535 = 1+04+2 = 3 < ¢t = 5 anche aprendo tutte le sedi. La variabile
Y5 potrebbe essere fissata a 0 a priori.
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Copertura: soluzione ottima con sedi aperte [1, 3] (z = 45)
non coperto

25+
20 - coperto
coperto
10 - coperto
5 - . non coperto

cliente 1 cliente 2 cliente 3 cliente 4 cliente 5

profitto pc
-
w

Figura 8.3: Soluzione ottima: profitto di ciascun cliente, verde se coperto, rosso se non coperto.

e [ vincoli (8.5¢), per un cliente ¢ con |.Z;| < 1, sono ridondanti (mai stretti): ¢ il caso dei
clienti 4 e 5 in questa istanza. Il cliente 2 non ¢ fra questi: % = {2, 3} ha due elementi.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 8.3 — installazione condizionata

Per motivi di manutenzione, la sede 1 pud essere installata solo se lo ¢ anche la sede 3.

Come si modella? Qual ¢ il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

LB 25  soluzione euristica (LB)
UB 225 bound certificato (UB)
2(MILP) 45  ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — z(MILP)|
|2(MILP)|

= 44.4%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percid non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = %; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,

UB - LB

L] = 350.0%.

Una variante svolta: copertura minima garantita

Per contratto, almeno 3 clienti devono essere coperti.

Si aggiunge il vincolo lineare
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(un vincolo lineare). Sull’istanza ’ottimo del problema 8.3 copre gia 3 clienti, quindi il vincolo
non ¢ vincolante e ’ottimo resta 45.

«Almeno tre clienti coperti» aggiunge al duale w < 0. Conviene lasciarlo a zero, e il conto
dice perché: abbassarlo costringe ogni A. a salire di —w/(m —1), e nell’obiettivo quelle A pesano
pit di quanto il termine noto faccia risparmiare. L’euristica, con poche sedi, prova ogni scelta
di k e tiene la migliore fra quelle ammissibili.

valore che cos’é
UB 23—5 certificato duale costruito a mano
LB 45  soluzione euristica
2(LP) 4925 rilassamento senza i bound
2(LP™) 125 rilassamento con i bound
z(MILP) 45  ottimo del MILP

8.4 Localizzazione di hub con costo massimo

Script: python/fam08_4_hub.py Notebook in Colab

Problema 8.4 — hub con costo di connessione massimo

In una rete di computer ci sono n € Z>; terminali, ciascuno da connettere a esattamente
un hub. Sono disponibili m € Z>; hub, e ogni hub puo servire al pitt k € Z>1 terminali.
Un hub va attivato prima di poter servire dei terminali: per ogni hub j € {1,2,... ,m}, il
valore f; € Q¢ € il costo di attivazione. Per ogni terminale i € {1,2,...,n} e ogni hub j, il
valore ¢;; € Q>0 ¢ il costo di connettere il terminale ¢ all’hub j. L’obiettivo ¢ decidere come
assegnare i terminali agli hub per minimizzare la somma dei costi di attivazione degli hub

usati e del costo di connessione massimo di ciascun hub, nel rispetto dei vincoli descritti.
\ J

Il problema a parole. Decidiamo quali hub attivare e a quale hub connettere ciascun termi-
nale. L’obiettivo: costi di attivazione pitl, per ciascun hub, il costo di connessione piu alto fra i
terminali che gli sono assegnati (non la somma: il collo di bottiglia). I vincoli: ogni terminale
connesso a esattamente un hub; un hub non attivato non puo servire nessuno, e uno attivato

serve al piu k terminali.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € Z>1 numero di terminali, i € {1,2,...,n}

m € Z>1 numero di hub, j € {1,2,...,m}

k € Z>1 capacita (terminali) di ciascun hub

Cij € Q>¢ costo di connettere il terminale ¢ all’hub j
fi € Q>¢ costo di attivazione dell’hub j

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti nm variabili binarie:

1 se il terminale ¢ & connesso all’hub j,

wij = vie{1,2,...,n}, Vje{1,2,....,m},

0 altrimenti,
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le seguenti m variabili binarie:

1 se ’hub j é attivato,
Y = \V/jE{l,Q,...,m},
0 altrimenti,

e le seguenti m variabili continue non negative:
zj = costo di connessione massimo fra i terminali assegnati all’hub j, Vi e{1,2,...,m}.

Usando queste variabili, un modello MILP per il problema ¢ il seguente:

Modello 8.4 — hub con costo massimo

m m
min Z fiy;i + Z Zj (8.7a)
j=1 j=1

soggetto a Zmij = 1, Vie{l,2,...,n}, (8.7b)
j=1

n
= @y +ky; =0, Vie{1,2,...,m}, (8.7¢)

i=1
—Cij Tij + 25 >0, Vi € {1,2,...,n}, Vj e {1,2,.‘.,m}, (87(31)
zi; € {0,1}, Vie{l,2,...,n}, V5 €{1,2,...,m}, (8.7e)
y; € {0,1}, Vie{1,2,...,m}, (8.7f)
z; >0, Vi e{1,2,...,m}. (8.7g)

& J

Descrizione della funzione obiettivo e dei vincoli

e la funzione obiettivo lineare (8.7a) minimizza il costo totale, somma dei costi di
attivazione degli hub usati e del costo di connessione massimo di ciascun hub;

e i vincoli lineari (8.7b) assicurano che ogni terminale sia connesso a esattamente un
hub (n vincoli lineari);

e i vincoli lineari (8.7¢) legano le variabili di assegnamento a quelle di attivazione e
impongono la capacita: se un hub non é attivato non puod servire nessuno, e se &
attivato serve al pitt k terminali (m vincoli lineari);

e i vincoli lineari (8.7d) legano le variabili di assegnamento alla variabile di massimo: se
il terminale ¢ & connesso all’hub j, allora z; non puo essere inferiore a ¢;; (nm vincoli
lineari);

i vincoli (8.7¢), (8.7f) e (8.7g) definiscono le variabili del modello.
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Primo legame: attivazione (aggregata). Per ogni hub j, se almeno un terminale ¢
connesso a j, allora j deve essere attivato:

n
inj >1 — Yj = 1,
i=1

n
per contronominale: y; =0 = Z x5 = 0.
i=1
Questa implicazione — insieme alla sua contronominale — € imposta direttamente, in forma
aggregata, dal vincolo (8.7¢): se y; = 0 il vincolo diventa Y . | z;; < 0, cio¢ x;; = 0 per ogni 1;
se y; = 1 diventa >, x;; < k, la capacita. Il verso opposto — un hub attivato serve almeno
un terminale:

n
Yy = 1 — Z.Tij >1
=1

— non ¢ imposto dai vincoli: y; = 1 con tutte le z;; = 0 soddisfa (8.7c). Segue dall’ottimalita,
con una forza che dipende dal segno di f;. Se f; > 0: data una soluzione ottima con Y ;- ; x;; = 0
e y; = 1, porre y; = 0 resta ammissibile e riduce il costo di f; > 0, contro I'ottimalita; quindi
in ogni ottimo nessun hub attivato resta vuoto. Se invece f; = 0 — che I'enunciato ammette,
avendo dichiarato f; € Q>¢ — lo scambio non peggiora ma nemmeno migliora, e la conclusione
corretta € la pit debole: esiste un ottimo in cui gli hub vuoti sono spenti. Sull’istanza
f=1(5,6,7) & strettamente positivo e vale la versione forte; ma la dimostrazione va scritta con
Iipotesi che usa, non con quella che fa comodo. Esattamente lo schema di attivazione gia visto
nel problema 7.2, qui in forma aggregata.

Secondo legame: variabile di massimo. Per ogni terminale ¢ e hub j, se il terminale ¢ é
connesso all’hub j, allora z; > ¢;;:

Tij = 1 — Zj > Cij,

imposto direttamente dal vincolo (8.7d) (equivalente a z; > c¢;jz;;). Combinando su tutti i
terminali connessi a j, z; > max;.y;;=1Cij (con la convenzione che il massimo sull’insieme
vuoto ¢ 0, garantita da z; > 0). Poiché I'obiettivo minimizza > ", z; e 2; non compare in
nessun altro vincolo, in ogni soluzione ottima z; assume il valore pili piccolo ammissibile: se
Zj > MaXjq, ;=1 Cij, diminuirlo fino a quel massimo resta ammissibile e riduce ’obiettivo. Quindi,
in ogni ottimo, z; = max;. =1 ¢;; esattamente: lo stesso schema della variabile di massimo del
problema 7.4.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

mod = gp.Model ("hub_max")

x = mod.addVars(n, m, vtype=GRB.BINARY, name="x"

; y = mod.addVars(m, vtype=GRB.BINARY, name="y")

z = mod.addVars(m, name="z"

mod.setObjective(gp.quicksum(£f[j] * y[j] for j in range(m)) + z.sum(),
GRB.MINIMIZE)
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mod .addConstrs ((gp.quicksum(x[i, j] for j in range(m)) == 1 for i in
range(n)), name="assegnamento")

mod .addConstrs ((-gp.quicksum(x[i, j] for i in range(mn)) + k *x y[j] >= O
for j in range(m)), name="attivazione")

mod.addConstrs ((-c[i][j] * x[i, jl + z[j]l] >= 0 for i in range(n) for j
in range(m)), name="massimo"

L’istanza

n = 3 terminali, m = 3 hub, k = 2:

aj |i=1 j=2 j=3
i=1 5 10 2 =1 j=2 j=3
i=2 5 4 6 Ll 5 6 7
i=3 5 4 6

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min Sy1+6y2+7ys+21+22+23
soggetto a x11 +x12 +713 =

T21 +x22 +x23 =1
31 +T32 +T33 =1
—Z11 —Z21 —x31 +2y1 0
—T12 —T22 —x32 +2y2 0
—T13 —T23 —33 +2y3
—5x11 +2z1 >0
—10z12 +22

—2713 +23>0

—bx21 +2z1 >0

—4x29 +2z2 >0

—6x23 +23 >0

—bx31 +z1 >0

—4x32 +22 >0

—6x33 +23>0
11, ®12, T13, T21, T2, 23, L31, T32, L33 €{0,1}
Yi, Y2, Y3 €{0,1}

21, 22, 2320
(. J

Euristica costruttiva: il bound primale

Un’euristica next-fit, ispirata al bin packing: si riempie un hub alla volta fino a k terminali,
poi si passa al successivo; se tutti gli hub sono stati usati prima di aver assegnato tutti i
terminali, I’algoritmo fallisce. E la stessa euristica generica dei problemi di scheduling della
famiglia precedente (gli hub sono le «macchine» con capacitd k, i terminali i «lavori» con
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Modellazione MIP

tempo unitario indipendente dalla macchina): lo script la richiama da euristiche.py invece
di riscriverla.

Esecuzione sull’istanza (output dello script): il terminale 1 va sull’hub 1 (disponibilita
residua 2 — 1); il terminale 2 va sull’hub 1 (disponibilita residua 1 — 0); il terminale 3 non ci
sta piu sull’hub 1 (pieno), passa sull’hub 2. Si attivano gli hub 1 e 2: il costo di connessione
massimo dell’hub 1 ¢ max(cii,co1) = max(5,5) = 5, quello dell’hub 2 é ¢33 = 4. La soluzione
ammissibile trovata é

T11 = To1 = T3z = 1, 1=y =1, Z1 =25, Zo =4,
di valore 5+ 6 4+ 5 + 4 = 20. Quindi
2(MILP) < UB = 20.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo una variabile duale libera «; a ciascun vincolo (8.7b) (uguaglianza), una variabile
duale non negativa f3; a ciascun vincolo (8.7c) (verso >) e una variabile duale non negativa ~;;
a ciascun vincolo (8.7d) (verso >). Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 8.4

max Zai (8.8a)
i=1
soggetto a a; — fj — ¢i;jvi; <0, Vie{l,2,...,n}, Vj€{1,2,...,m}, (8.8b)
kB; < fi, Vi e{1,2,...,m}, (8.8¢)
i=1
a; 20, Vie {1,2,...,n}, (8.8¢)
Bj >0, Vie{l,2,...,m}, (8.8f)
vi; > 0, Vie{1,2,...,n}, Vj €{1,2,...,m}. (8.8g)
g J

Per l'istanza:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

78

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Il modello dell’istanza

max ai+az+as

soggetto a o

_ﬂl
_/82
—fs
_ﬂl
_ﬁ2
_53

az—31
—B2
—Bs

a3

as

—5v11

—10712

—2m3

—5721 0
—4v22 0
—6723 0
—5’731
—4y32 <0

—6733 <

0

261 <5
202 <6

203 <7

+731 <1
<1

Y11 +v21

Y12 +722 +32
+v33 <1

>
=0

>0

Y13 +723

a1, 2, Q3

B1, B2, Bs
Y11,

Y12, Y13, 721, 722, 723, 731, 732, Y33 ZO

Descrizione. La variabile o; ¢ il valore del terminale 4, §; il prezzo di uno dei k posti dell’hub
J e 7ij il prezzo del legame che spinge il costo massimo dell’hub j sopra c;;. L’obiettivo (8.8a)
valuta i terminali, che vanno assegnati tutti. I vincoli (8.8b) sono le colonne delle z;;: assegnare
il terminale 4 all’hub j soddisfa il suo vincolo di assegnamento, occupa un posto e obbliga il
costo massimo dell’hub a salire fino a c¢;j; il saldo non puo essere positivo. I vincoli (8.8¢) sono
le colonne delle y;: i k posti che I’apertura dell’hub j mette a disposizione non possono valere
pitt del costo fisso f;. I vincoli (8.8d) sono le colonne delle z;: il costo massimo dell’hub j pesa
1 nell’obiettivo primale, quindi i prezzi dei legami che lo spingono verso ’alto sommano al piu

a uno.

Una soluzione duale a mano. Poniamo %;; = 0 per ogni coppia (il vincolo (8.8d) &
automaticamente soddisfatto) e 3; = f;/k, il valore piit grande ammissibile per il vincolo (8.8¢):
sull'istanza 3 = (5/2, 3, 7/2). Il vincolo (8.8b) diventa allora a; < 3; per ogni hub j (non
solo per il pitl conveniente): il valore piu grande ammissibile & &; = min; Bj = 5/2 per ogni
terminale . Il valore di questa soluzione duale ammissibile ¢ 3 -5/2 = 15/2. Per la dualita
debole, LB =15/2 < z(LP) < z(MILP) < UB = 20.

Fissare 74;; = 0 solo per gli hub «non convenienti» e sperare che il vincolo (8.8b) imponga
«; soltanto rispetto all’hub pitt economico é un errore: il vincolo vale per ogni j, quindi «;
é limitato dal minimo su tutti gli hub, non da uno solo. Una soluzione duale che ignori
questo — ad esempio ponendo %;; = 1/n solo per ’hub pitt economico e lasciando Bj =0
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altrove — non é ammissibile: violerebbe il vincolo (8.8b) per gli altri hub.

Quello che dice il solver. L’ottimo del rilassamento LP & z(LP) = 25/2, che il rafforza-
mento con z;; < 1 migliora a z(LP1) = 1015/78 ~ 13,0. Il MILP ha ottimo z(MILP) = 19,
con T3 =T91 =231 =1,91 =y3 =1, 21 =5, Z3 = 2: si attivano gli hub 1 e 3 (non 1 e 2 come
nell’euristica next-fit), con il terminale 1 da solo sull’hub 3 (il pitt economico per lui, ¢13 = 2)
e 1 terminali 2 e 3 insieme sull’hub 1. Il gap dell’euristica ¢ del 5,3%: qui il next-fit, che non
guarda i costi, € comunque abbastanza vicino all’ottimo.

UB (euristica) LB (duale a mano) z(LP) z(LP") z(MILP) gap euristica
20 15/2  25/2 1015/78 19 5,3%

Soluzione ottima (z = 19)

hub 2 -

costo di connessione massimo z;

HEE hub 1: terminali [2, 3] B hub 3: terminali [1]

Figura 8.4: Soluzione ottima: costo di connessione massimo di ciascun hub attivato, con i
terminali assegnati.

Considerazioni aggiuntive

e I vincoli disaggregati x;; < y; (per ogni 7,j) sono disuguaglianze valide implicate dal
vincolo (8.7c) aggregato: danno la stessa logica di attivazione in forma diversa, e la
domanda 4a qui sotto verifica che non cambiano 'ottimo su questa istanza.

e Ponendo M, = max; ¢;;, 1 vincoli z; < M; y; non sono disuguaglianze valide per il modello
(che ammette z; > 0 anche con y; = 0), ma sono vincoli che preservano l'ottimalita: in
ogni ottimo z; = 0 quando y; = 0, perché I'obiettivo minimizza z;.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 8.4 — link di attivazione disaggregato

Si aggiungano al modello (8.7) i link disaggregati x;; < y;. Cambia l'ottimo per l'istanza?
Cambia il rilassamento? E che cosa succede se, invece di aggiungerli, si sostituisce con essi
il vincolo aggregato (8.7¢)?
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Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 20  soluzione euristica (UB)
LB 1 bound certificato (LB)
z(MILP) 19 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|

l2(MILP)] 5.3%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = %; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,

UB - LB

= 62.5%.
UB] %

Una variante svolta: connessione vietata

Il terminale 1 non puo essere connesso all’hub 2 (un vincolo di sicurezza).

Si fissa la variabile a zero con il vincolo lineare
Tr12 = 0

(un vincolo lineare). Sull'istanza ’ottimo del problema 8.4 non usa gia xi2 (il terminale 1 &
connesso all’hub 3), quindi il vincolo aggiuntivo non ¢ vincolante e Iottimo resta 19.

Vietare una connessione significa togliere una colonna dal primale, quindi togliere un vincolo
dal duale: 1 non deve piu reggere il confronto con ’hub proibito e puo salire. Gli si da un y
su ciascuno degli hub che gli restano — il budget di ogni hub ¢ 1 e nessun altro terminale lo
usa — e il bound cresce. E il caso in cui un vincolo in pitt nel primale migliora il certificato,

invece di lasciarlo fermo.

valore che cos’e

UB 20  soluzione euristica
LB % certificato duale costruito a mano
( % rilassamento senza i bound
z(LPT) ®  rilassamento con i bound
( 19 ottimo del MILP
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Capitolo 9

Pianificazione della produzione

Classe: MILP Script: uno per problema, python/fam09_1_lotti.py ...

Pagina online

La famiglia

Tre problemi in cui si decide quanto produrre, non soltanto se fare qualcosa. Le variabili di
quantitd sono continue o intere, e sopra di esse si appoggiano delle binarie che accendono,
limitano o premiano: il lancio della produzione con il suo costo fisso (problema 1), I'organico
con le assunzioni (2), il lotto minimo per tipo con un premio per la varieta (3).

Il tratto comune é il bilancio: una quantitd che entra, una che esce e una che resta. Nel
problema 1 e nel 2 é il bilancio delle scorte, x; + s¢—1 — s¢ = ds; nel problema 2 ¢’é in piu il
bilancio dell’organico, y; —y;—1 — z: = 0. Sono vincoli di uguaglianza, e i loro duali sono variabili
libere: ¢é la prima famiglia del corso in cui questo succede in modo sistematico.

I legami fra variabili che qui si rivedono:

e costo fisso (problema 1): z; < M;y;, con M, letto dai dati (la domanda residua) e non
scelto a caso;

e conteggi interi (problema 2): I'organico y; e le assunzioni z; sono numeri di persone, e
le ore disponibili sono 7 y;

e lotto minimo (problema 3): la variabile semi-intera g;y; < x; < M;y;, che vale zero
oppure almeno g;;

e contare i tipi e se e solo se (problema 3): il premio per la varieta si incassa solo se il
conteggio dei tipi attivi arriva a due, e il verso mancante lo impone l'ottimalita perché il
premio € positivo.

Per ognuno: modello, dimostrazione dei legami, istanza, euristica costruttiva, duale del
rilassamento LP con una soluzione duale costruita a mano, soluzione del solver, considerazioni
aggiuntive e due domande di modellazione con soluzione. Tutti i numeri vengono dagli script
fam09_1_lotti.py, fam09_2_manodopera.py e fam09_3_veicoli.py della cartella python/,
uno per problema, con il suo notebook.
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Notazione della famiglia

Simbolo  Tipo Significato

n € Z>1 numero di periodi, indicizzati da ¢t € {1,2,...,n}
dy € Q>¢p domanda del periodo ¢

Dt € Qs costo unitario di produzione nel periodo ¢

qt € Q>¢ costo fisso di lancio della produzione nel periodo ¢
hy € Q>0 costo di magazzino per una unita a fine periodo ¢
70, Tn € Q>¢ scorta iniziale e scorta finale richiesta

M, € Qs¢ massima produzione utile nel periodo ¢: ZTZt dr + 1y,
mo € Z>p operai in servizio all’inizio dell’orizzonte

w € Qso salario di un operaio per periodo

U € Q>¢ costo di assunzione di un operaio

r € Qs¢ ore lavorate da un operaio in un periodo

g € Qs ore di lavoro necessarie per una unita di prodotto

S € Z>1 numero di tipi di prodotto, indicizzati da j

k € Z»1 numero di risorse, indicizzate da i

a;j € Q>¢ quantita di risorsa ¢ per una unita del tipo j
b; € Q¢ disponibilita della risorsa i

Dj € Q¢ profitto unitario del tipo j

q; € Z>1 lotto minimo del tipo j, se lo si produce

T € Q-o9 premio se si producono almeno due tipi diversi

9.1 Produzione e lotti con costo fisso di lancio

Script: python/fam09_1_lotti.py Notebook in Colab

Problema 9.1 — lotti con costo fisso

Un’azienda deve pianificare la produzione di un unico prodotto su n € Z>1 periodi. Per ogni
periodo t € {1,2,...,n}, il valore d; € Q>¢ ¢ la domanda da soddisfare, p; € Q¢ il costo
di produrre una unita e g € Q> il costo fisso da sostenere se in quel periodo la produzione
viene lanciata. Per ogni periodo ¢ € {1,2,...,n — 1}, il valore h; € Q> ¢ il costo di tenere
in magazzino una unita dalla fine del periodo t all’inizio del successivo. La scorta iniziale
é rg € Q>0 e quella richiesta alla fine dell’orizzonte & r,, € Q>¢. L’azienda vuole decidere
quanto produrre in ogni periodo in modo da soddisfare tutta la domanda al costo totale

minimo.
(. J

Il problema a parole. Decidiamo quanto produrre in ogni periodo, e di conseguenza quanto
resta in magazzino. L’obiettivo: costo totale (produzione, lanci e magazzino) minimo. [ vincoli:
la domanda di ogni periodo va soddisfatta esattamente, con quello che si produce e con quello
che si & tenuto da parte; e non si puod produrre senza pagare il costo fisso di lancio. E il problema
di lot sizing con setup.
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Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

n € Z>1 numero di periodi, ¢t € {1,2,...,n}

dy € Q>¢p domanda del periodo ¢

Dt € Qs costo unitario di produzione nel periodo ¢

qt € Q>¢ costo fisso di lancio nel periodo ¢

hy € Q>0 costo di magazzino a fine periodo ¢, t <n —1
70, Tn € Q>¢ scorta iniziale e finale richiesta

Variabili decisionali

Introduciamo le seguenti n variabili continue non negative:
2y = unita prodotte nel periodo t, vVt e {1,2,...,n},
le seguenti n — 1 variabili continue non negative:
$¢ = unita in magazzino a fine periodo t, Vte {1,2,...,n—1},
e le seguenti n variabili binarie:

1 se nel periodo t la produzione viene lanciata,
Yt = vt e {1,2,...,n}.
0 altrimenti,

Usando queste variabili, un modello MILP per il problema ¢ il seguente:

Modello 9.1 — lotti con costo fisso

n n n—1
min Zpt $t+ZQt Y + th St (9.1a)
t=1 t=1 t=1

soggetto a x1 — 81 = dy — 70, (9.1b)
Tt + S¢_1 — 8¢ = dy, Vi e {2,3,...,n—1}, (9.1c)
Ty + Sn_1 =dn + T, (9.1d)
—xy + My, > 0, vt e {1,2,...,n}, (9.1e)
x> 0, vt e {1,2,...,n}, (9.1f)
s¢ >0, Vie {1,2,...,n—1}, (9.1g)
y, € 10,1}, Vte{1,2,...,n}.  (9.1n)
L ),

Descrizione. La funzione obiettivo (9.1a) somma il costo di produzione, quello dei lanci e
quello del magazzino. I vincoli (9.1b)—(9.1d) sono il bilancio delle scorte, uno per periodo (n
vincoli di uguaglianza): quello che si aveva piu quello che si produce meno quello che si vende
¢ quello che resta. I vincoli (9.1e) legano quantita e lancio (n vincoli lineari).
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Il legame fra le variabili. Il vincolo (9.1e) si legge xy < M;y;. Se y = 0 allora x; < 0 e,
con x; > 0, si ottiene x; = 0: senza lancio non si produce. Se y; = 1 il vincolo diventa x; < M,
e non ¢ restrittivo, purché M, sia scelto abbastanza grande. Il verso opposto — se x; = 0 allora
y; = 0 — non ¢ imposto da alcun vincolo, ma segue dall’ottimalita: se z; = 0 e y, = 1, porre
1y = 0 resta ammissibile e fa risparmiare ¢;. Se ¢ > 0 ogni soluzione ottima ha y; = 0; se ¢¢ =0
il risparmio ¢ nullo e si puo dire soltanto che esiste una soluzione ottima con y; = 0.

La tavola di verita del legame z; < M; y;

Il legame va verificato su tutte le combinazioni dei valori di ¥, tenendo conto che x; > 0:

y¢ che cosa impone il vincolo x; ammesse lettura

z: <0 solo x; =0 senza lancio non si produce
1 zy < My 0 <zy < M; collancio si produce quanto si vuole

Resta scoperta la combinazione x; = 0 con y; = 1: & ammissibile per il modello, ma non
compare in alcuna soluzione ottima, perché

w=1e ;=0 == porre y; = 0 resta ammissibile e risparmia ¢; > 0.

Un M; valido deve essere almeno pari alla massima quantitd che conviene produrre nel
periodo ¢t. In una soluzione ottima non si produce mai pitl della domanda che resta da
coprire, scorta finale inclusa:

n
M, = ZdT + 7.
T=t

Nel primo periodo si puo togliere la scorta iniziale, che ¢ un dato: My = > "_, d; + 7, — 0.
Dal secondo in poi la scorta che entra non & nota a priori, e il bound resta quello scritto
sopra. Sull’istanza rg = 0, quindi i due valori coincidono. Ogni valore pitt grande é ancora
valido ma indebolisce il rilassamento LP, e ogni valore piu piccolo pud tagliare soluzioni
ottime. Sull’istanza, M = (110, 90,80,50,10): il big-M dell’ultimo periodo vale 10, non
110.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("lotti")
x = m.addVars(n, name="x"
s = m.addVars(n - 1, name="s"
y = m.addVars(n, vtype=GRB.BINARY, name="y")
m.setObjective (gp.quicksum(p[t] * x[t] for t in range(n))
+ gp.quicksum(q[t] * y[t] for t in range(n))
+ gp.quicksum(h[t] * s[t] for t in range(n - 1)), GRB.
MINIMIZE)
: m.addConstr (x[0] - s[0] == d[0] - r0O, name="bilancio [0]")
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m.addConstrs ((x[t] + s[t - 1] - s[t] == d[t] for t in range(l, n - 1)),
name="bilancio")
m.addConstr(x[n - 1] + s[n - 2] == d[n - 1] + rn, name=f"bilanciol[{n -
131")
m.addConstrs ((-x[t] + M[t] * y[t] >= 0 for t in range(n)), name="lancio
n )
L’istanza
n =5 periodi (giorni), ro = r,, = 0:
[ t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
dy 20 10 30 40 10 [t=1 t=2 t=3 t=4
Dt 2 3 2 3 2
@ 50 50 50 50 50 | ! ! ! !
M, 110 90 80 50 10

La domanda totale ¢ 110 unita.

Scritto per esteso, con i coefficienti dell’istanza, il modello (9.1) diventa il seguente. Le
cinque variabili x; sono la produzione, le quattro s; le scorte, le cinque y; i lanci.

Modello 9.1 sull’istanza

min 2z1+3z2+2x3+3x4+225+51+52+53+54 +50y14+50y2+50y3+50y4+50ys
soggetto a w1 —S81

X2 +51—52

x3

T4
x5

—z1
— 15
— x5

— T4
—z5
xi, X2, I3,

4, 5

-

+S2—S3
+83—84
+54
+110y1

S1, S2, S3, S4

Y1,

+90y2

Y2,

+80y3

Y3,

1+50y4

Ya,

>0
+10ys >0
>0

>0

ys €10

71}

J

Il duale del rilassamento LP ha una variabile libera u; per ciascuno dei cinque bilanci e una
variabile non negativa m; per ciascuno dei cinque vincoli di lancio. Le quattordici colonne del
primale diventano quattordici vincoli duali: cinque per le xy, quattro per le s, cinque per le y;.
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Duale sull’istanza

max20p1+10p2+30u3+40pua+10us
soggetto a 1 - <2
L2 —Ta <3
M3 —m3 <2
i —T4 <3
45 —75 <2
1107, <50
9072 <50
8073 <50
5074 <50
1075 < 50
—p1 pe <1
—p2  Fus <1
—p3  t+pa <1
—pa s <1
pi,  p2, B3, M4, s 20
T1, T2, T3, Ta, 75=>0

- J

Due cose da notare in questo duale:

e i vincoli sulle colonne delle scorte, —pu; + py+1 < 1, dicono che il prezzo di una unita non
puo crescere di pitt del costo di magazzino da un periodo al successivo;

e il vincolo 1075 < 50 & molto piu lasco degli altri, perché il big-M dell’ultimo periodo vale
10 e non 110: un big-M piccolo nel primale lascia piti spazio alla corrispondente variabile
duale, ed é un’altra faccia dello stesso fatto per cui i big-M piccoli danno rilassamenti pit
stretti.

Euristiche costruttive: il bound primale

Due regole classiche, entrambe ammissibili per costruzione.

(a) Lot-for-lot. Si produce ogni giorno esattamente la domanda del giorno: nessuna scorta,
ma un lancio ogni giorno. Il costo ¢

5 5
S pidi+ Y q =270 + 250 = 520.
t=1 t=1

(b) Least unit cost. Si parte dal primo periodo scoperto e si sceglie di coprire con un solo
lancio i k periodi che minimizzano il costo medio per unita, cioé
q+ Zfz_ll h - (unita tenute 7 periodi)
k—1
> im0 diti

poi si ricomincia dal primo periodo ancora scoperto. Al numeratore ci sono solo il lancio e

)

il magazzino: il costo di produzione p non compare perché le alternative che si confrontano
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partono tutte dallo stesso periodo e coprono comunque le stesse domande, quindi pagano lo
stesso p per unitd e non cambiano il confronto. I costi medi che si leggono qui sotto sono
dunque costi incrementali di lancio piti magazzino, non il costo pieno di un’unita.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttives: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Il tempo di esecuzione ¢ O(n?). Sull’istanza:
e periodo 1: si copre fino al periodo 2, quantita 30, costo medio 2 per unita;
e periodo 3: si copre fino al periodo 4, quantita 70, costo medio ~ 1,286;
e periodo 5: si copre il solo periodo 5, quantita 10, costo medio 5.
Si lancia nei giorni 1, 3, 5; il costo totale é 420. Tenendo la migliore delle due euristiche,
z(MILP) < UB = 420.
Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo una variabile duale libera p; a ciascun vincolo di bilancio (9.1b)—(9.1d) (uguaglianze)
e una variabile duale non negativa m; a ciascun vincolo (9.1e) (verso >). Con by = dy — 79,
by =dy per2<t<n-—1eb, =d,+r,, il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 9.1

max ibt Lt (9.2a)
t=1
soggetto a  uy — m < py, vVt e {1,2,...,n}, (9.2b)
M < g, vVt e {1,2,...,n}, (9.2¢)
— iy + p < by, Vte{1,2,...,n—1}, (9.2d)
pe = 0, vt € {1,2,...,n}, (9.2¢)
m >0, Vte {1,2,...,n}. (9.2f)
L )

Descrizione. La variabile p; ¢ il valore che si attribuisce a una unita disponibile nel periodo
t, e m il prezzo di una unita di capacita di lancio. L’obiettivo (9.2a) valuta a quei prezzi la
domanda di ciascun periodo. I vincoli (9.2b), uno per periodo, sono le colonne delle z;: produrre
una unitd nel periodo t vale u; e consuma capacita di lancio al prezzo m, e il saldo non puo
superare il costo unitario p;. I vincoli (9.2¢) sono le colonne delle y;: tutta la capacita M; che un
lancio mette a disposizione, valutata a m;, non puo valere pin del costo fisso g;. I vincoli (9.2d)
sono le colonne delle s;: portare una unita dal periodo ¢ al ¢t + 1 fa guadagnare py41 — pe, che
non puod superare il costo di magazzino h;. Le p; sono libere perché i bilanci sono uguaglianze;
le 7m; sono non negative perché i vincoli di lancio hanno verso > in un problema di minimo.

Una soluzione duale a mano. Poniamo 7; = 0 per ogni ¢: i vincoli (9.2¢) sono soddisfatti
perché ¢; > 0, e i lanci diventano gratuiti. Restano py < pr e pep1 < pp + hy: il valore pi
grande ammissibile si costruisce in avanti,

H1 = p1, f¢ = min(fiy—1 + he—1, pr) pert> 2.
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La lettura ¢é diretta: fi; ¢ il costo unitario pitt basso per avere una unita disponibile nel periodo
t, o producendola allora, oppure producendola prima e tenendola in magazzino. Sull’istanza
h =1 é basso e i costi di produzione sono 2,3, 2, 3, 2, quindi

IEL: (2’ 3’ 2’ 3’ 2)7
e il valore duale &
5
LB=) difit=2-20+3-10+2-30+3-40+2-10 = 270.
t=1

E il costo di produzione se i lanci fossero gratuiti: un bound valido, e volutamente ottimista.
Il rilassamento LP, che i lanci li paga in frazione (m; = ¢;/M; ¢ ammissibile), arriva piu in alto:

2(LP) = 2(LP") = % ~ 353,64.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci.

t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
lancio y; 1 0 1 0 0
produzione x; 30 0 80 0 0
scorta s¢ 10 0 50 10 —

Il costo ¢ z(MILP) = 390, e la catena dei bound ¢

270 = LB < z(LP) = < 2(MILP) =390 < UB = 420.

3890
1

I1 gap dell’euristica ¢ (420 — 390)/390 = 7,7%; il gap certificato, prima di risolvere il MILP, &

(420 — 270)/390 = 38,5%.

Considerazioni aggiuntive

e Il modello ¢ un caso particolare del problema risolto in tempo O(n?) dalla programmazione
dinamica di Wagner—Whitin. La least unit cost non & quell’algoritmo: € una regola miope
che guarda un lancio per volta, e in generale non trova 'ottimo. Sull’istanza infatti si
ferma a 420 contro 390.

e La disuguaglianza valida x; < M, ottenuta dal vincolo (9.1e) con y; < 1, non aggiunge
nulla: M; ¢ gia la massima produzione utile. Infatti z(LP) = z(LP™).

e Una formulazione alternativa, molto pit stretta, usa le variabili z;» = «unita prodotte in
t e vendute in 7» (formulazione facility location del lot sizing). Il suo rilassamento LP ¢é
intero, ma ha O(n?) variabili: ¢ il tipico scambio fra dimensione del modello e qualita del
rilassamento.

Domande di modellazione aggiuntive
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9.1: piano ottimo (z = 390)

lancio

80 -

70 -

60 -

50 -

litri

40 -

30 -

20 -

10 -

giorno

=@- domanda d; =Jl—- scorta a fine giorno s; Il produzione x;

Figura 9.1: Piano ottimo: produzione, domanda e scorta a fine giorno. I due lanci coprono, il
primo, i giorni 1-2 e, il secondo, i giorni 3-5.

Domanda di modellazione 9.1 — lotto minimo

Se in un giorno si produce, si devono produrre almeno 25 unita (sotto quella soglia

lattrezzaggio non ¢é giustificato). Come cambia il modello? Qual ¢ il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 420  soluzione euristica (UB)
LB 270  bound certificato (LB)
z(MILP) 390 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|
|2(MILP)]

=7.7%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 150; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

= 35.7%.
UB] %

Una variante svolta: capacita giornaliera

L’impianto non puod produrre pitt di 35 unita al giorno.
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Si aggiungono gli n vincoli lineari
xy < 35, vVt e {1,2,...,n}.

In alternativa si puo sostituire il big-M con M{ = min(M, 35): il vincolo diventa allora sia il
legame di attivazione sia il vincolo di capacita, esattamente come nella localizzazione capacitata
del capitolo «Localizzazione e coperturay. Sull’istanza il piano ottimo con due soli lanci non é
pit ammissibile (80 > 35) e l'ottimo sale a 470.

Il tetto x; < 35 aggiunge al duale una famiglia 14 > 0 con termine noto —35: entra nel-
I’obiettivo con il segno negativo e allenta la colonna di ;. Alzare v; di una unita alza il tetto
su u; e incassa dg, ma costa 35, quindi conviene solo dove la domanda supera la capacita; e
sull’istanza nemmeno il giorno piu carico lo giustifica, perché la catena delle scorte tiene gia puy
sotto il tetto. Il certificato resta allora quello del problema base, LB = 270. Cambia invece
Ieuristica: il quarto giorno il lot-for-lot sforerebbe, e le 5 unita in eccesso si anticipano al terzo,
che le tiene in magazzino.

valore che cos’é

UB 520 soluzione euristica

LB 270  certificato duale costruito a mano
z(LP) 305355 rilassamento senza i bound
2(LP™T) 307593265 rilassamento con i bound
z(MILP) 470  ottimo del MILP

9.2 Produzione e manodopera: due formulazioni equivalenti

Script: python/fam09_2_manodopera.py Notebook in Colab

Problema 9.2 — produzione e manodopera

Un calzaturificio deve pianificare la produzione su n € Z>; mesi. Per ogni mese t €
{1,2,...,n}, il valore d; € Z>¢ ¢ la domanda in paia e p; € Qs¢ il costo delle materie
prime per un paio. Per ogni mese ¢t € {1,2,...,n — 1}, il valore hy € Q>¢ ¢ il costo di tenere
un paio in magazzino a fine mese. All'inizio dell’orizzonte 1'azienda ha mgo € Z>o operai;
ogni operaio lavora r € (Qs¢ ore al mese e costa w € Qs euro al mese, e produrre un paio
richiede g € Q- ore di lavoro. All’inizio di ogni mese si possono assumere operai, al costo
di v € Q>¢ euro ciascuno; non si licenzia nessuno. L’azienda vuole decidere quanto produrre

e quanti operai avere in ogni mese, al costo totale minimo.
& J

Il problema a parole. Decidiamo quanto produrre, quanto tenere in magazzino e quanti
operai assumere. L’obiettivo: costo totale (materie prime, magazzino, salari e assunzioni)
minimo. [ vincoli: la domanda va soddisfatta esattamente; la produzione di un mese non puo
richiedere piu ore di quelle che gli operai in servizio riescono a fare.
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Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

€ Z>1 numero di mesi, t € {1,2,...,n}

€ Z>o domanda (paia) del mese ¢

€ Qs costo delle materie prime per un paio
€ Q>0 costo di magazzino a fine mese ¢

€ Z>o operai in servizio all’inizio

€ Qs salario mensile di un operaio

€ Q>¢ costo di assunzione di un operaio

€ Qs ore lavorate da un operaio in un mese
€ Q-p ore di lavoro per un paio

S SEEIFYAS
o

Due formulazioni

La stessa decisione si pud scrivere in due modi, e vale la pena metterli uno accanto all’altro
perché ¢ il primo caso del corso in cui due modelli apparentemente diversi descrivono lo stesso
insieme di piani.

Formulazione A: le assunzioni. Le variabili di personale sono

2+ = operai assunti all’inizio del mese t, vt e {1,2,...,n},

intere e non negative. Un operaio assunto al mese ¢ resta in servizio fino alla fine dell’orizzonte,
quindi costa u una volta pitt w per ciascuno dei n — ¢t 4+ 1 mesi restanti. Il salario degli myg
operai iniziali, mgw n, é un termine costante che non dipende dalle decisioni: lo si lascia fuori
dal modello e lo si somma al valore finale.

Formulazione B: ’organico. Le variabili di personale sono
y; = operai in servizio nel mese ¢, vVt e {1,2,...,n},

intere e non negative, con y; > ;1 perché non si licenzia. Il costo € w y; ogni mese, pitt u per
ogni assunzione, cioé u (y, —myg) in totale, perché le assunzioni sono gli incrementi dell’organico
e la somma telescopica lascia solo gli estremi.

Modello 9.2A — con le assunzioni
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n n—1 n
min Zptxt—i—thst—i—Z(u—i—w(n—t—i—1))zt (9.3a)
t=1 t=1 t=1

soggetto a x1 — 81 = dj, (9.3b)

Ty + Si—1 — S¢ = dy, Vt€{2,3,...,n—1},
(9.3c)
Ty + Sp—1 = dp, (9.3d)

t
—g$t+rzzj2—rmo, vVt e {1,2,...,n},
j=1

(9.3e)

xtEZZO, Vt€{1,2,...,n},
(9.3f)

StGZZ(b VtE{l,Q,...,n—l},
(9.3g)

ZtEZZ(), Vt€{1,2,...,n}.
(9.3h)

(& J
Modello 9.2B — con l’organico
n n—1 n
min Zpt%t-l'zht 5t+zw?/t+u(yn —my) (9.4a)
t=1 t=1 t=1

soggetto a =1 —s1 = dj,

(
Tp+si—1—se=di, Vte{2,3,...,n—1}, (9.4c
Tp + Sp—1 = dn, (

—gx+ry =20, Vi e {1,2,...,n}, (9.4e
—yt—1+yt =0, vVt e {2,3,...,n},

CCtEZZ(), Vt€{1,2,...,n},
st € Zso, VE€{1,2,...,n—1}, (9.4

)
)
)
)
y1 > mo, (9.4f)
)
)
)
)

Yt € ZZO, Vit € {1,2,...,7’1,}. (9.4j

- J

Descrizione. Le due formulazioni condividono i vincoli di bilancio delle scorte, (9.3b)—(9.3d)
e (9.4b)—(9.4d): uno per mese, dicono che quanto si produce pitt quanto si ha in magazzino
copre esattamente la domanda. I vincoli (9.3e) e (9.4e), uno per mese, sono le ore disponibili:
la produzione del mese non pud richiedere piti ore di quante ne facciano gli operai in servizio.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

93

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Nella formulazione B ci sono in piu il vincolo (9.4f), che parte dagli mg operai iniziali, e i
vincoli (9.4g), uno per mese a partire dal secondo, che vietano i licenziamenti. Nella A quegli
stessi fatti sono nascosti nel dominio delle z;, che sono non negative.

Le due formulazioni descrivono lo stesso problema

La corrispondenza é
¢
Yy = mo + g Zj, cioé 2=y — Y1 (con yo = my).
7j=1

Ammissibilita. Con questa sostituzione il vincolo (9.3e) diventa esattamente (9.4e). Le
condizioni z; > 0 diventano y; > y—1, cioé (9.4g), e y1 > mg cioé (9.4f). I vincoli di
bilancio non contengono variabili di personale e restano identici. Quindi la corrispondenza
¢ una biiezione fra i piani ammissibili dei due modelli.

Costo. Basta calcolare il costo del personale nei due modi. In B ¢é

n

n n
Zwyt+u(yn—m0) :Zw<mo+2zj> —i—uZzt.
t=1 t=1

t=1 j<t

Il primo termine vale mown+w Y ;- ;(n —t+ 1) z, perché z; compare in tutti i mesi da j
in poi, cioé n — j + 1 volte. Sommando il secondo si ottiene

n
mown—i—Z(u—i-w(n—t—i- 1))z,
=1

cio¢ la costante mow n pit esattamente il terzo addendo di (9.3a). Le due funzioni obiettivo
differiscono dunque per la sola costante, e i due modelli hanno gli stessi ottimi.

Perché tenerle entrambe

La formulazione A ha meno vincoli (niente monotonia) ma coefficienti di costo che di-
pendono dal periodo; la B ha coefficienti uniformi e si estende meglio se si aggiungono i
licenziamenti (basta una seconda famiglia di variabili ¢, > 0 e il bilancio y; = y—1 + 2t — ).
Sullistanza anche i rilassamenti coincidono: z(LP) = 15960 per entrambe. Due formula-
zioni equivalenti sull’intero non lo sono sempre sul rilassamento; qui lo sono, e la verifica
va fatta, non data per scontata.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("manodopera_B")
x = m.addVars(n, vtype=GRB.INTEGER, name="x"
s = m.addVars(n - 1, vtype=GRB.INTEGER, name="s"
y = m.addVars(n, vtype=GRB.INTEGER, name="y")
m.setObjective (gp.quicksum(p[t] * x[t] for t in range(n))
+ gp.quicksum(h[t] * s[t] for t in range(n - 1))
+ gp.quicksum(w * y[t] for t in range(n)) + u * (y[n -
1] - m0), GRB.MINIMIZE)
m.addConstr (x[0] - s[0] == d[0], name="bilancio [0]")
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12

Modellazione MIP

B8

8 B B B

.addConstrs ((x[t] + s[t - 1] - s[t] == d[t] for t in range(l, n - 1)),
name="bilancio")

.addConstr(x[n - 1] + s[n - 2] == d[n - 1], name=f"bilanciol[{n - 1}]1")

.addConstrs ((-g * x[t] + r * y[t] >= 0 for t in range(n)), name="ore"

.addConstr (y[0] >= mO0, name="organico_iniziale")

.addConstrs ((-y[t - 1] + y[t] >= 0 for t in range(l, n)), name="

mai_licenziamenti")

L’istanza

n = 3 mesi, mg = 2 operai, w = 1500, v = 100, r = 160 ore, g = 4 ore per paio, hy = 3:

[t=1 t=2 t=3

dy 60 100 140
D 15 15 15

Con due operai la capacita iniziale ¢ 2 - 160/4 = 80 paia al mese: basta per il primo mese, non

per gli altri due.

Scritta per esteso sui dati dell’istanza, la formulazione B é la seguente. Le tre variabili x;

sono le paia prodotte, le due s; le scorte, le tre y; I’organico.

Modello 9.2B sull’istanza

-

min 1521 +15z2 +15x3 +3s1 +3s2 +1500y; +1500y2 +1600y3
soggetto a 1 —S1 =60
T2 +s1 —s2 =100
T3 +59 =140
—4x, +160y1 >0
—4xz, +160y2 >0
—4z3 +160y3 >0
Y1 >2
—y1 +y2 >0
—Y2 +ys >0
T, T, T3 € Z>o
s1, 82 € Z>o

Y1, Y2, Y3 € ZZO

J

Il duale del rilassamento LP della formulazione A, sempre sui dati dell’istanza, ha tre variabili

libere y; (una per bilancio) e tre variabili non negative 4 (una per vincolo di ore).

Autore: Fabio Furini
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Duale della formulazione 9.2A sull’istanza

max 60u1 +100p2 +140u3 —320v1 —320v2 —320v3

soggetto a 1 —41q <15
2 —4vs <15
us —4v3 <15

—[1 +p2 <3

—p2  tps <3

160v1 +160v2 +160v3 < 4600
160v2 +160v3 < 3100
160v3 <1600
M, M2, 13 E 0

Vi, V2, VSEO

. J

I tre membri destri della colonna di destra sono i costi delle assunzioni nei tre mesi: 100 +
1500 - 3 = 4600 per un operaio assunto al primo mese, 100 + 1500 - 2 = 3100 al secondo,
100 + 1500 = 1600 al terzo. Il coefficiente 320 = 160 - 2 dell’obiettivo duale sono le ore gia
disponibili con i due operai iniziali.

Euristica costruttiva: il bound primale

Produzione «just in time»: ogni mese si produce esattamente la domanda, e si assume il numero
minimo di operai che serve.
E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.
Sullistanza: mese 1, [4-60/160| = 2 operai, nessuna assunzione; mese 2, [4-100/160] = 3, una
assunzione; mese 3, [4-140/160] = 4, un’altra assunzione. Il costo, incluso il termine costante
mow n = 9000, é

z(MILP) < UB = 18200.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Sulla formulazione A, associamo una variabile duale libera u; a ciascun bilancio e una non
negativa 14 a ciascun vincolo (9.3e). Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 9.2A
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n n
max Z dy pig — rmg Z vy (9.5a)
t=1 t=1
soggetto a gy — gy < py, vt e {1,2,...,n}, (9.5b)
—pt + pe1 < by, vte{l,2,...,n—1}, (9.5¢)
n
ry w<utwn-—j+1), Vie{1,2,...,n}, (9.5d)
t=j
pt = 0, vt € {1,2,...,n}, (9.5¢)
vy >0, Vi e {1,2,...,n}. (9.5f)
- J

Descrizione. La variabile y; ¢ il valore di un paio disponibile nel mese t e 14 il prezzo di un’ora
di lavoro nel mese ¢. L’obiettivo (9.5a) valuta la domanda a quei prezzi e sottrae rmgy_, 4,
cio¢ le ore che i mg operai iniziali offrono gratuitamente. I vincoli (9.5b) sono le colonne delle
x;: produrre un paio nel mese ¢ vale y; e consuma g ore al prezzo v, e il saldo non puod superare
il costo p; delle materie prime. I vincoli (9.5¢) sono le colonne delle s;: tenere un paio in
magazzino fa guadagnare py41 — pi¢, che non puod superare hy. I vincoli (9.5d) sono le colonne
delle z;: un operaio assunto allinizio del mese j mette a disposizione r ore in ciascuno dei mesi
da j in poi, e il loro valore complessivo non puo superare quanto quell’assunzione costa, cioé
u+w(n—j+1).

Una soluzione duale a mano. Poniamo 7 = 0: le ore di lavoro non si valutano, i
vincoli (9.5d) sono soddisfatti perché il membro destro é positivo, e restano pu; < py e 1 <
e + hy. Come nel problema 9.1, il valore pitt grande ammissibile &

H1 = p1, fe = min(fi—1 + hi—1, pr)-
Sull’istanza g = (15,15,15) e
> " dy i = 15 - 300 = 4500,
t=1

a cul va sommato il termine costante 9000:
LB = 4500 4 9000 = 13 500.

B il costo delle sole materie prime piu il salario degli operai gia in servizio: la manodopera
aggiuntiva é regalata. Il rilassamento LP, che la paga in frazione di persona, arriva a z(LP) =
2(LPT) = 15960.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci.
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t=1 t=2 t=3
produzione x; 60 120 120

organico 2 3 3
assunzioni z; 0 1 0
scorta sy 0 20 —

Il costo ¢ z(MILP) = 16 660, con la catena
13500 = LB < 2(LP)=15960 < z(MILP)=16660 < UB = 18200.

Il gap dell’euristica ¢ 9,2%. Il piano ottimo assume un operaio invece di due e anticipa venti
paia dal terzo mese al secondo: pagare 3 euro di magazzino per venti paia costa 60 euro contro
i 1600 di un’assunzione al terzo mese.

9.2: piano ottimo (z = 16660)

-45
140 -
-4.0
120 - .
100 - -3.0
© 80 - -25®
© [0}
2 -20 &
60 - °
-15
40 -
-1.0
20 - -0.5
0- : - 0.0

2 3
mese

=@- domanda d; I produzione x; m— 0rganico y;

Figura 9.2: Piano ottimo: produzione, domanda e organico. L’organico sale una volta sola, e
la produzione anticipata copre il picco finale.

Considerazioni aggiuntive

e Il vincolo di monotonia (9.4g) & cid che lega i mesi dal lato dell’organico: se si potesse
licenziare a costo zero, ogni mese sceglierebbe da solo il pilt piccolo organico che basta
a produrre x4, e la famiglia (9.4g) sparirebbe. Il problema non si spezzerebbe pero in n
problemi indipendenti: restano le scorte s; a legare un mese al successivo.

e Le variabili x; e s; sono dichiarate intere perché le paia di scarpe non si spezzano. Su
questo modello si potrebbero lasciare continue senza cambiare 1’ottimo — ma non perché
la matrice sia totalmente unimodulare: non lo ¢, e si vede dal rilassamento, che vale
15960 contro un ottimo intero di 16 660. La ragione & piu locale: fissato 'organico y a
valori interi, quello che resta in (z,s) ¢ un problema di bilancio con matrice d’intervallo,
totalmente unimodulare, e termini noti interi (le domande, e le capacita ry;/g = 40y,);
un suo vertice ottimo & quindi intero. E un argomento sul sottoproblema, non sul modello
intero.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 98


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

e Il termine costante mgwn va ricordato in ogni confronto: dimenticarlo fa apparire la
formulazione A molto pitl economica della B.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 9.2 — straordinari

Ogni operaio puo fare fino a 40 ore di straordinario al mese, pagate 25 euro 'ora. Come

cambia il modello? Conviene usarli?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 18200 soluzione euristica (UB)
LB 13500 bound certificato (LB)
z(MILP) 16660 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|
|2(MILP))]

= 9.2%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 4700; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,
UB - LB

= 25.8%.
03] %

Una variante svolta: assunzioni molto costose

Il costo di assunzione sale da 100 a 3000 euro (selezione e formazione).

Cambia solo il dato w. Il nuovo ottimo €& 19 560, cioé 2900 euro in piu. Il piano non cambia:
si assume comunque un operaio, perché senza quell’assunzione il problema é inammissibile
(4-120/160 = 3 operai servono comunque). La differenza ¢ esattamente 3000 — 100 = 2900: il
costo aggiuntivo di un’assunzione inevitabile. E un esempio utile di analisi di sensitivita fatta
risolvendo di nuovo il modello.

La variante non aggiunge vincoli: cambia un dato, © = 3000 invece di 100. Modello, duale e
ricetta restano quelli del problema base, e il certificato non si accorge del cambiamento, perché
e € il costo minimo per avere un paio disponibile al mese ¢ e il costo di assunzione li non
compare: il bound resta 13500, mentre I'ottimo sale da 16660 a 19560. E il caso limite di
questo capitolo: un bound duale corretto puo essere del tutto insensibile al dato che muove il
problema, e qui é 'euristica a seguirlo.

valore che cos’é

UB 24000 soluzione euristica

LB 13500 certificato duale costruito a mano
z(LP) 17490 rilassamento senza i bound
2(LPT) 17490 rilassamento con i bound
z(MILP) 19560 ottimo del MILP
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9.3 Veicoli: lotto minimo e premio per la varieta

Script: python/fam09_3_veicoli.py Notebook in Colab

Problema 9.3 — veicoli con lotto minimo e premio

Un’azienda produce s € Zx>1 tipi di veicolo usando k € Zx>; risorse. Per ogni risorsa i €
{1,2,...,k} e ognitipo j € {1,...,s}, il valore a;; € Q>¢ ¢ la quantita di risorsa i necessaria
per una unita del tipo j, e b; € Q¢ € la disponibilita della risorsa ¢. Per ogni tipo j, il valore
pj € Qo ¢ il profitto di una unita e q; € Z>1 la quantita minima da produrre se si decide
di produrre quel tipo. Se la produzione comprende almeno due tipi diversi, I’azienda incassa
un premio 7 € Qs (un contributo per la diversificazione). L’azienda vuole massimizzare il
profitto totale.

- J

Il problema a parole. Decidiamo quante unita produrre di ciascun tipo. L’obiettivo: profitto
massimo, premio compreso. I vincoli: le risorse non si superano; e di un tipo si producono zero
unita oppure almeno ¢;.

Dati (input del modello)

Simbolo Tipo Significato

5 € Z>1 numero di tipi, j € {1,2,...,s}

k € Z>1 numero di risorse, ¢ € {1,2,...,k}

a;j € Q>¢ risorsa ¢ per una unita del tipo j

b; € Q¢ disponibilita della risorsa i

Dj € Q<o profitto unitario del tipo j

q; € Z>1 lotto minimo del tipo j

7 € Q-p premio per la varieta

M; € Z>1 min{|b;/a;j] : a;; > 0}: massimo producibile del

solo tipo j

Variabili decisionali

Introduciamo s variabili intere non negative, s binarie e una binaria:
xj = unita prodotte del tipo j, Vie{l,2,...,s},

{1 se il tipo j viene prodotto, {1 se si incassa il premio,
y] = YA

0 altrimenti, 0 altrimenti.

Modello 9.3 — veicoli con lotto minimo e premio
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max Zﬁj zj+ T2 (9.6a)
j=1
soggetto a Zaij zj < by, Vie{1,2,...,k}, (9.6b)
j=1
z; —q;y; = 0, Vj e {1,2,...,8}, (9.6C)
$j—ijj <0, Vj e {1,2,...,8}, (9.6(?1)
-3 Y +22<0, (9.6¢)
j=1
T € Zzo, Vj & {1,2,...,8}, (96f)
y; € {0, 1}, Vi e{l,2,...,s}, (9.6g)
z €{0,1}. (9.6h)
g J

Descrizione. L’obiettivo (9.6a) somma i profitti dei veicoli prodotti e il premio per la varieta.
I vincoli (9.6b), uno per risorsa, sono le disponibilita. I vincoli (9.6¢) e (9.6d), uno per tipo cia-
scuno, rendono z; semi-intera: o zero, o almeno il lotto minimo g; e al pitt M;. Il vincolo (9.6e),
uno solo, dice che il premio si incassa solo se i tipi attivi sono almeno due.

Il legame fra le variabili: la semi-interezza. I due vincoli (9.6¢) e (9.6d) insieme dicono
Gy < xj < Mjy;.

Se y; = 0 entrambi danno z; = 0. Se y; = 1 si ottiene ¢; < x; < M;. La variabile z; vale
dunque zero oppure sta fra il lotto minimo e il massimo: € una variabile semi-intera. Nessuno dei
due vincoli da solo basta: senza (9.6d) un tipo potrebbe essere prodotto con y; = 0; senza (9.6¢)
il lotto minimo sarebbe vuoto.

Il premio si incassa solo con almeno due tipi

Il vincolo (9.6e) si legge 22 < 377, y;. Se 2 = 1 allora } %_, y; > 2: almeno due tipi sono
attivati, e per la semi-interezza almeno due tipi sono effettivamente prodotti (in quantita
> g; > 0). II verso opposto — se ci sono due tipi attivi allora z =1 — non & imposto dal
vincolo, ma segue dall’ottimalita: se Zj-:l y;j > 2 e z =0, porre z = 1 resta ammissibile e
aumenta ’obiettivo di 7 > 0. Quindi in ogni soluzione ottima z ¢ un indicatore fedele. La
domanda 3b qui sotto mostra che con 7 = 0 questo argomento cade, e z smette di essere

fedele.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 101


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

10

Modellazione MIP

gp .- Model ("ve
mm.addVars (n,
y = mm.addVars (n,

zZ =

.MAXIMIZE)
mm.

icoli")

vtype=GRB.INTEGER,

name="x"

Vtype=GRB .BINARY . name=uyu)

mm.addVar (vtype=GRB.BINARY,
mm.setObjective (gp.quicksum(p[j]

name="z"

* x[j] for j in range(n)) + r * z, GRB

addConstrs ((gp.quicksum(ali]l [j] * x[j] for j in range(n)) <= bl[il]

for i in range(m)), name="risorsa"

mm .
lotto_minimo")
mm .
")
mm .
premio")

L’istanza

addConstrs ((x[j]

addConstrs ((x[j]

- M[j] * y[j] <= 0 for j in range(mn)),

- qljl * y[j]l] >= 0 for j in range(n)), name="

name="attiva

addConstr (-gp.quicksum(y[j] for j in range(mn)) + 2 * z <= 0, name="

s = 3 tipi, k = 2 risorse (acciaio in tonnellate e ore di manodopera), g; = 10 per ogni tipo,

7 = 500:
aij [i=1 j=2 j=3 o1 -2
i =1 (acciaio) 2 3 5
i =2 (ore) 30 25 40 bi ‘ 100 1200

I big-M sono calcolati dai dati: M; = min(][100/2], |1200/30]) = 40, e analogamente My = 33,

M; = 20.

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

soggetto a

max 200z1 +250x2 +300z3

21’1
30.271

T1

x1

+3x2

+251x9

€2

T2

T2,

+500z
<100
<1200
>0

+5x3
+40x3
—10y1
—10y2
—10ys

>0

x3 >0

—40y1
—33y2

—20y3

<0
<0
<0
—y1 —Y2 —Yys +22<0
€ Z>o
€{0,1}

z€{0,1}

x3

Y1, Y2, Y3

Autore: Fabio Furini
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Euristica costruttiva: il bound primale

Il problema ¢é di massimo, quindi 'euristica da il bound primale, che sta sotto I'ottimo. Si
ordinano i tipi per profitto rapportato al consumo della risorsa piu stretta, si attivano i due
migliori al lotto minimo (cosi il premio ¢ garantito) e poi si riempie con il pia redditizio fra
quelli attivati.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sull’istanza si attivano i tipi 2 e 1 al lotto minimo, poi si riempie: la produzione ¢é (11,26,0),
I’acciaio si esaurisce e restano 220 ore. Il profitto & 8700 piu il premio di 500:

2(MILP) > LB = 9200.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Il primale ¢ di massimo con vincoli < e >: seguendo la tabella di conversione del capitolo
«Rilassamenti, dualita e bound», associamo m; > 0 ai vincoli (9.6b), A\; < 0 a (9.6¢), 5; > 0
a (9.6d) e y >0 a (9.6e). Scrivendo Aj = —¢; con ¢; > 0, il duale é:

Duale del rilassamento LP del modello 9.3

k
min Zbi ;i (9.7a)
i=1
k
soggetto a Zaij 7 — 4 + B; > b, Vi e{1,2,...,s}, (9.7b)
i=1
gjt; — M;B; —v >0, Vie{l,2,...,s}, (9.7¢)
2y >, (9.7d)
™ >0, Vie{1,2,...,k}, (9.7¢)
¢ >0, vie{1,2,...,s), (9.7f)
Bj >0, Vi e{l,2,...,s}, (9.7g)
v > 0. (9.7h)
& J

Per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

min 10071 +120072

soggetto a  2m1  +30m2  4aq +51 > 200
3m +25ms +ao + B2 > 250
5m1 +40m2 +oa3 +ps  >300

—100 —4008; —y>0

—10c2 —3302 —v>0

—10a3 —2083 —y >0
2~ >500

1, T2 >0

aq, a2, as <0

B, P2, Bz 20

720

\

J

Descrizione. La variabile 7; ¢ il prezzo di una unita della risorsa i; ¢; e [3; sono i prezzi
dei due vincoli di semi-interezza del tipo j, e v quello del premio. L’obiettivo (9.7a) valuta a
quei prezzi tutte le risorse disponibili. I vincoli (9.7b) sono le colonne delle x;: le risorse che
una unita del tipo j consuma, valutate ai prezzi m; e corrette dai due vincoli di semi-interezza,
devono coprire il profitto p; di quella unita. I vincoli (9.7¢) sono le colonne delle y;: accendere
il tipo j obbliga a produrne almeno ¢; e ne concede al pin M;, e il saldo dei due prezzi deve
coprire il premio 7. Il vincolo (9.7d) é la colonna di z: il premio 7 si incassa solo con due tipi
attivi, e infatti va coperto da 2.

Una soluzione duale a mano. Per esempio si pud procedere in tre passi.
1. 11 vincolo (9.7d) obbliga v > 7/2: si prende il minimo, ¥ = 7/2 = 250.

2. Si pone Bj = 0 e si ricava dal vincolo (9.7¢) il piu piccolo £; ammissibile,

250
=25

J

10 per ogni j.

= i =
qj
La lettura ¢é che ogni tipo attivato «porta con sé» la sua quota di premio.

3. Resta da soddisfare (9.7b), che diventa Zle aij m > pj + ;. Si valuta una sola risorsa,
al prezzo che copre tutti i tipi:

pj + Zj
Qg ’

T; = max

J

bound = b; 75,

e si tiene la risorsa che da il bound piu piccolo.

Sull’istanzas:

225 275 325 225 225
— _ 20 71 =100 222 =112
m max( 53 ) 5 b1 1 00 5 50,
225 275 325
To = — — — ) =11 mo = 1200 - 11 = 13 200.
Ty max( 30 25 40> , bo 7o 00 3200

Il bound migliore & quello dell’acciaio:

2(MILP) < UB = 11250.
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Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci. La produzione ottima ¢ (26, 16,0): si attivano i tipi 1
e 2, si incassa il premio, si consumano tutte e 100 le tonnellate di acciaio e 1180 ore sulle 1200

disponibili. Il valore &

z(MILP) = 200 - 26 4 250 - 16 + 500 = 9700,

e la catena dei bound é

2062
9200 = LB < z(MILP) = 9700 < z(LP*)=9750 < z(LP) = % < UB = 11250.

I1 gap dell’euristica ¢ 5,2%.
Qui il rafforzato batte il duale a mano

I I'unico problema del capitolo in cui z(LP™) = 9750 & migliore del bound duale costruito a
mano (11250), e di pochissimo peggiore dell’ottimo (9700). La ragione ¢ che il rilassamento
senza i bound lascia y; e z crescere sopra 1, e con esse il premio: z(LP) = 20625/2 ~ 10 312.
Aggiungere y; < 1 e z < 1 toglie proprio quella liberta. Quando il modello contiene
indicatori premiati, il rafforzato non é un dettaglio.

9.3: piano ottimo (z = 9700, premio incassato)
26

25 -

20 -

unita' prodotte
=
(6]

10 -
5 -
0 - 1 1 (I)
tipo 1 tipo 2 tipo 3

= |otto minimo g;

Figura 9.3: Piano ottimo: unita prodotte per tipo, con il lotto minimo ¢; segnato in rosso. Il
tipo 3 resta a zero.

Considerazioni aggiuntive

e Il big-M M; ¢ il massimo producibile del solo tipo j, non del piano complessivo: ¢ gia un
valore molto piu stretto di una costante arbitraria, e infatti M3 = 20 mentre 1'acciaio da
solo permetterebbe 20 unita e le ore 30.
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e Se per qualche tipo si avesse g; > M, quel tipo sarebbe impossibile da produrre e si
potrebbe eliminare dal modello con un controllo sui dati. E un pre-processing che vale la
pena fare sempre.

e Il premio & modellato con una binaria e un vincolo. Con una soglia diversa (almeno f tipi)
basta sostituire il coefficiente 2 con f; con piul premi a scaglioni servirebbe una variabile
per scaglione e una catena di vincoli, come nelle funzioni a tratti della sezione 6.14.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 9.3 — premio nullo

Il contributo per la diversificazione viene abolito, cioé 7 = 0. Che cosa succede alla variabile
?
Z7

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

LB 9200 soluzione euristica (LB)
UB 11250 bound certificato (UB)
z(MILP) 9700 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — z(MILP)|

l2(MILP)| 5.2%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 2050; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

= 22.3%.
|LB]| 3%

Una variante svolta: premio piu esigente

Il premio si incassa solo se si producono almeno t¢re tipi diversi.

Basta cambiare un coefficiente: il vincolo diventa

S
— Z y; +32<0.
j=1
Sull’istanza il nuovo ottimo ¢ 9200, cioé 500 in meno. Attivare anche il terzo tipo costerebbe
pit del premio: conviene rinunciare al premio, e infatti all’ottimo z = 0. Il valore coincide, per
caso, con quello della soluzione euristica del problema di partenza.

I1 vincolo del premio tocca una sola colonna del duale, quella di z, che adesso vede /3
invece di 7/2; tutto il resto del duale é identico. La ricetta é quella del problema base con
v =7/3 =500/3, e il bound scende da 11250 a 32500/3: chiedere tre tipi invece di due spalma
il premio su piu attivazioni, quindi ogni tipo ne porta una quota minore e i prezzi duali si
abbassano. L’euristica parte dal piano base, prova ad accendere un terzo tipo al suo lotto
minimo e con queste risorse non ci riesce: resta a 8700, e 'ottimo scende da 9700 a 9200.
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valore che cos’é
UB Lgoo certificato duale costruito a mano
LB 8700 soluzione euristica
z(LP) 29875 rilassamento senza i bound
2(LP™) 28750 rilassamento con i bound
z(MILP) 9200 ottimo del MILP

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 10

Problemi misti

Classe: BIP / MILP Script: uno per problema, python/fam10_1_premi.py ...

Pagina online

Perché un capitolo di problemi misti

Le tre famiglie dei capitoli precedenti hanno una struttura riconoscibile: si assegna, si localizza,
si pianifica. I nove problemi di questo capitolo non ce ’hanno, e non gliene va imposta una:
ciascuno mette insieme pezzi diversi, e il lavoro di modellazione consiste proprio nel riconoscere
quali.

e Selezione con modalita alternative (problemi 10.1 e 10.2): si sceglie un sottoinsieme,
ma ogni oggetto ha pitt di un modo di essere scelto, e i modi si escludono a vicenda.

e Conteggi con lotto minimo (problema 10.3): le variabili non sono binarie ma quantita
intere, e una quantita pud stare a zero oppure sopra una soglia.

e Copertura con contenitori (problemi 10.4 e 10.5): un fabbisogno va coperto acqui-
stando confezioni di composizione fissa, e la quantita in eccesso si paga o si spreca.

e Divisione e bilanciamento (problemi 10.6-10.9): un insieme va diviso fra pit conteni-
tori e la qualita si misura su quanto i contenitori si somigliano.

Quattro di questi problemi hanno in comune un tratto che nelle tre famiglie non si era
presentato: il rilassamento LP é debole, e in due casi vale esattamente zero. La ragione é
sempre la stessa: una soluzione frazionaria pud spezzare a meta ogni oggetto e metterne una
meta in ciascun contenitore, pareggiando tutto. Il bound duale utile va allora cercato altrove:

e nella parita, quando un conteggio non pud che essere pari;
e nel numero di contenitori necessari, letto dalle capacita;

¢ nella dominanza di una classe di oggetti sulle altre.

Sono argomenti combinatori: nascono dall’interezza, e il duale del rilassamento non puo vederli.
Per ogni problema, come nelle famiglie: descrizione, variabili, modello simbolico, modello

dell’istanza, una soluzione ammissibile con il suo bound primale, il rilassamento LP con il suo

duale, una soluzione duale con il suo bound duale, la soluzione ottima e il confronto finale.
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10.1 Premi acquistabili con due modalita

Script: python/fami0_1_premi.py Notebook in Colab

Problema 10.1 — premi con due modalita

Un programma fedeltd mette a disposizione s € Z>; premi e un cliente dispone di p € Q¢
punti. Ogni premio i € {1,2,...,s} si puod ottenere in due modi alternativi: con i soli punti,
spendendone a; € Q<¢; oppure spendendone soltanto b; € Q¢ (con b; < a;) e aggiungendo
un contributo in denaro di ¢; € Q> euro. Ogni premio si puo ottenere al piit una volta, e
in una sola delle due modalita. A ogni premio é associato un valore di preferenza d; € Q~g,
e il cliente vuole raggiungere una preferenza complessiva di almeno ¢ € Q. Il cliente vuole

minimizzare il denaro speso.
- J

Il problema a parole. Decidiamo quali premi prendere e, per ciascuno, con quale delle due
modalita. L’obiettivo: contributo in denaro minimo. I vincoli: i punti non bastano per tutto;
la preferenza complessiva deve arrivare alla soglia; e uno stesso premio non si prende due volte.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

S € Z>1; numero di premi, i € {1,2,...,s}

a; € Q>0 punti richiesti dalla modalita a soli punti

b; € Qs punti richiesti dalla modalita con contributo, b; <
a;

¢ € Q>¢ contributo in euro della seconda modalita

d; € Qs valore di preferenza del premio 14

D € Qso punti disponibili

4 € Qs preferenza minima richiesta

Variabili decisionali
Servono due famiglie di binarie, una per modalita:

{1 se il premio 7 si prende con i soli punti,
Ty =

0 altrimenti,

{1 se il premio ¢ si prende con punti e contributo,
Yi =

0 altrimenti,

per ogni ¢ € {1,2,...,s}: in tutto 2s variabili binarie.

Modello 10.1 — premi con due modalita
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S
min Y "¢y (10.1a)
=1
soggetto a x; +1y; <1, Vie{l,2,...,s}, (10.1b)
S
Z(az’ zi +biyi) <p, (10.1c)
i=1
S
Z di (zi +yi) > ¥, (10.1d)
i=1
zi, yi € {0,1}, Vie{l,2,...,s}. (10.1e)
\ J

Descrizione. L’obiettivo (10.1a) conta solo il denaro: la modalita a soli punti non compare,
perché non costa euro. I vincoli (10.1b) sono la mutua esclusione (s vincoli lineari); il vin-

N

colo (10.1c) ¢ il budget in punti (uno solo); il vincolo (10.1d) & la soglia di preferenza (uno
solo).

Che cosa dice e che cosa non dice la mutua esclusione

Il vincolo z; +y; < 1 ammette tre configurazioni: (0,0), (1,0) e (0,1). Vieta soltanto (1,1).
In particolare:

e non dice «il premio ¢ va presoy: la configurazione (0, 0) & legittima e significa che quel
premio si lascia perdere;

e non dice «se non lo prendo a punti allora lo prendo con contributo»: la conversa
x; =0 — Yi; = 1
é falsa, e il controesempio & proprio (0,0);

e se si volesse imporre che ogni premio venga preso, il vincolo andrebbe scritto con
I'uguaglianza, x; +1y; = 1: € un set partitioning invece di un set packing, e il problema
cambia (vedi la domanda 10.3 pit avanti).

La quantita z; +1; ¢ dunque l'indicatore «il premio 7 € stato preso, in un modo o nell’altroy,
ed ¢ esattamente questa somma che compare nel vincolo di preferenza.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy

= gp.Model ("premi")

m.addVars (s, vtype=GRB.BINARY, name="x"

m.addVars (s, vtype=GRB.BINARY, name="y")
.setObjective(gp.quicksum(c[i] * y[i] for i in range(s)), GRB.MINIMIZE
)

N}

B < X B
I
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B8

.addConstrs ((x[i] + y[i] <= 1 for i in range(s)), name="una_modalita")

.addConstr (gp.quicksum(ali] * x[i] + b[i] * y[i] for i in range(s)) <=
p, name="punti")

m.addConstr (gp.quicksum(d[i] * (x[i] + y[i]) for i in range(s)) >= ell,

name="preferenza")

=]

L’istanza

s = 5 premi, p = 20 punti, £ = 16:

|i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
a; 8 6 10 5 7
b; 4 3 6 2 4
¢ | 10 8 15 5 9
d; 5 4 7 3 6

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min 10y14-8y2+15y3+5y4+9ys
soggetto a 1 +y1 <1
T2 +Yy2 <1
x3 +ys <1
T4 +ya <1
z5 +ys <1

8x1+6x2+10x3+5x4+Tx5+4y1+3y2 +6y3+2ys+4ys < 20
5z1+4xe +7x3+3x4+625+5y1+4y2 +Tys+3ys+6ys > 16
i, T2, T3, T4, Ts € {0,1}

Yyi, Y2, Y3, Y4, Ys 6{071}

(& J

Euristica costruttiva: il bound primale

Si scorrono i premi per preferenza decrescente. Ciascuno si prende con i soli punti se bastano,
altrimenti con il contributo se bastano i punti ridotti, altrimenti si salta; ci si ferma appena la
preferenza richiesta ¢ raggiunta.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sull’istanza ’ordine per preferenza é 3,5,1,2, 4.

e Premio 3 (preferenza 7): bastano i soli punti (10 < 20), si prende; restano 10 punti,
preferenza 7.

e Premio 5 (preferenza 6): bastano i soli punti (7 < 10), si prende; restano 3 punti,
preferenza 13.

e Premio 1 (preferenza 5): i punti non bastano per la modalita a (8 > 3), né per la b
(4 > 3): si salta.
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e Premio 2 (preferenza 4): i punti non bastano per la modalita a (6 > 3), ma bastano per
la b (3 < 3): si prende con il contributo di 8 euro; la preferenza arriva a 17 > 16 e ci si
ferma.

Il contributo totale &
z(MILP) < UB = 8.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo o; > 0 ai vincoli (10.1b), # > 0 al vincolo dei punti (10.1¢) e p > 0 alla soglia di
preferenza (10.1d). Il primale ¢ di minimo, quindi i vincoli < danno duali di segno negativo:
scriviamo —o; e —m con o;, ™ > 0. 11 duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.1

max —iai—pﬂ-l-ﬁp (10.2a)
i=1
soggettoa —o; —a;m+d;p <0, Vie{l,2,...,s}, (10.2b)
—o; —bim+d;p < ¢, Vie{l,2,...,s}, (10.2¢)
o; > 0, Vie{1,2,...,s}, (10.2d)
7 >0, (10.2¢)
p>0. (10.2f)

Vs
.

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max —o1 —02 —03 —04 —05 —207m +16p
soggetto a —o1 —8m +5p<0
—02 —6m +4p<0
—0o3 —10m +7p<0
—04 -5 +3p<0
—o5 —7m +6p<0
—01 —47 +5p<10
—02 —3m +4p<8
—03 —6m +7p<15
—04 =21 +3p<5
—o5 —4m +6p<9
o1, 02, 03, 04, O5 >0
s >0
p=0

(& J

Descrizione. La variabile 7 € il prezzo di un punto, p il valore di una unita di preferenza e o;
il prezzo della mutua esclusione del premio i. L’obiettivo (10.2a) incassa la soglia ¢ valutata a
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p e paga il budget di punti p valutato a 7 e i moltiplicatori o;. I vincoli (10.2b) sono le colonne
delle x;: prendere il premio 4 con i soli punti frutta d; p di preferenza, consuma a; 7 di punti e
o; di mutua esclusione, e il saldo non puo superare il costo in denaro di quella modalita, che &
zero. I vincoli (10.2¢) dicono la stessa cosa per la seconda modalita, che consuma solo b; punti:
li il saldo puo arrivare fino a ¢;, il contributo che quella modalita fa pagare.

Una soluzione duale a mano. Qui la ricetta ha due parametri liberi, non uno: il prezzo
7w di un punto e il prezzo p di una unita di preferenza. Fissati questi due, i moltiplicatori della
mutua esclusione si ricavano dal vincolo (10.2b) prendendo il piu piccolo valore ammissibile,

0; = maX(O, di p— a; 7r),

e restano da verificare soltanto i vincoli (10.2¢) sulla seconda modalita. La funzione
S
V(r,p) ==Y ai(m,p)—pr+Lp
i=1

& concava e lineare a tratti: si puo esplorare su una griglia. Sull’istanza il massimo si trova in
T =2, p=3, a=(0,0, 1, 0, 4),
con valore
LB=—-(04+0+140+4)—20-24+16-3=—-5—40+48 =3.

Questa soluzione ¢ ottima per il rilassamento senza i bound: infatti z(LP) = z(LP") = 3.

Qui LB = 3 e z(MILP) = 5: il gap fra il bound duale e l'ottimo intero ¢ del 40%, e il
gap certificato fra euristica e duale ¢ del 100%. Non c¢’¢ nulla di sbagliato: il rilassamento
LP puo prendere «mezzo premio» a meta preferenza, e questa liberta vale molto. E il caso
piu estremo del corso, e serve a ricordare che un bound valido non é automaticamente un
bound utile.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci.

|i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
soli punti x; 0 0 1 0 1
con contributo y; 0 0 0 1 0

Si prendono i premi 3 e 5 con i soli punti (10 4+ 7 = 17) e il premio 4 con il contributo (2 punti
e 5 euro): 1 punti usati sono 19 su 20, la preferenza & 7+ 6 + 3 = 16, esattamente la soglia, e il
contributo é

z(MILP) = 5.

La catena dei bound ¢é
3=LB=2z(LP) < z(MILP)=5 < UB =38,

con un gap dell’euristica del 60%. L’euristica sbaglia perché guarda solo la preferenza: prende
il premio 5 a soli punti (giusto) ma poi si ritrova con 3 punti e deve comprare il premio 2 a 8
euro, mentre I'ottimo tiene da parte i punti per il premio 4, che costa solo 5 euro di contributo.
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10.1: le modalita' scelte (contributo totale 5 EUR)

12 -
10 - scelto
.a
Q 8-
< scelto
2
f—-
-
c
=}
Q 4 -
scelto
5 EUR
premlo 1 premlo 2 premlo 3 premlo 4 prem|o 5
(pref. 5) (pref. 4) (pref. 7) (pref. 3) (pref. 6)

El punti (modalita' a) B punti (modalita' b, + contributo)

Figura 10.1: Per ogni premio, i punti richiesti dalle due modalita; le etichette segnalano quale
modalita é scelta all’ottimo e il contributo pagato.

Considerazioni aggiuntive

e Le disuguaglianze valide z; < 1 e y; < 1 sono implicate dai vincoli (10.1b): infatti
2(LP) = z(LP™").

e Se per qualche premio fosse ¢; = 0, la seconda modalita dominerebbe la prima (meno
punti, stesso costo) e la variabile z; potrebbe essere eliminata. E un controllo sui dati che
vale la pena fare.

e Il modello si estende a k modalita senza fatica: bastano k famiglie di binarie e il vincolo

k
o

La struttura resta un set packing per righe.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 10.1 — premi alternativi

I premi 3 e 5 provengono dallo stesso fornitore e sono alternativi: se ne puo prendere al pit
uno, in qualunque modalita. Come cambia il modello? Qual & il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 8 soluzione euristica (UB)
LB 3 bound certificato (LB)
z(MILP) 5 ottimo del MILP

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 114


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|

= 60.0%.
|2(MILP)| %

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 5; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,

UB — LB
ST = 62.5%.
|UB| %

Una variante svolta: almeno quattro premi

Oltre alla soglia di preferenza, il cliente vuole almeno quattro premi diversi.

Si aggiunge il singolo vincolo lineare

s

D (@it yi) >4,

=1

di nuovo scritto sugli indicatori x; + ;. Sull’istanza I'ottimo sale a 13: con soli 20 punti, quattro
premi richiedono di usare pitt volte la modalita economica in punti, cioé quella che costa denaro.
Si noti che il vincolo di preferenza e quello di conteggio non sono equivalenti, benché somiglino:
il primo pesa i premi con d;, il secondo li conta.

Il vincolo ), (x;+y;) > 4 aggiunge al duale una £ > 0 con termine noto 4: entra nell’obiettivo
e compare in tutte e due le colonne di ogni premio, perché un premio conta comunque lo si sia
preso. La ricetta del problema base si estende cercando anche k sulla griglia dei quarti, e da
T =0=23/2 k=9/2 cioé LB = 6. L'euristica enumera i 3° = 243 stati possibili — ogni
premio non preso, a punti o con contributo — e trova 13, che é 'ottimo: con cinque oggetti
I’enumerazione ¢ la regola piit onesta.

valore che cos’e

UB 13  soluzione euristica

LB 6 certificato duale costruito a mano
2(LP) 2 rilassamento senza i bound
2(LP™T) 2 rilassamento con i bound
z(MILP) 13  ottimo del MILP

10.2 Asta combinatoria

Script: python/fam10_2_asta.py Notebook in Colab

Problema 10.2 — asta combinatoria

Un banditore ha un insieme S = {1,2,...,n} di n € Z>; oggetti da vendere e ha ricevuto
r € Z>p offerte. Per ogni offerta j € {1,2,...,r}, 'insieme B; C S & il sottoinsieme di
oggetti richiesti e p; € Q¢ il profitto in euro se 'offerta viene accettata. Ogni oggetto puo
essere venduto al pitt una volta, e un’offerta puo essere accettata solo se tutti i suoi oggetti

sono disponibili. Il banditore vuole scegliere un insieme di offerte di profitto totale massimo.
(& J
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Il problema a parole. Decidiamo quali offerte accettare. L’obiettivo: profitto massimo. Il
vincolo: due offerte accettate non possono chiedere lo stesso oggetto. Un’offerta & «tutto o
niente»: non se ne accetta una parte.

Dati (input del modello)

Simbolo Tipo Significato

€ Z>1 numero di oggetti, i € S ={1,2,...,n}

r € Z>1 numero di offerte, j € {1,2,...,r}
B cSs oggetti richiesti dall’offerta j
Dj € Q<o profitto dell’offerta j

Variabili decisionali

Una sola famiglia di r variabili binarie:

1 se lofferta j viene accettata, .
= Vie{l,2,...,r}.

0 altrimenti,

Modello 10.2 — asta combinatoria

,
max ij i (10.3a)
j=1
soggetto a Z xzj <1, Vie S, (10.3b)
j:i€B;
zj € {0,1}, Vie{l1,2,...,r}. (10.3¢)
- J

Descrizione. E un set packing puro: un vincolo per oggetto (n vincoli lineari) e una variabile
per offerta. Il vincolo (10.3b) dice che 'oggetto ¢ viene venduto al pitt una volta.

Per righe, non per coppie

Un modo alternativo, e peggiore, di scrivere lo stesso vincolo é elencare tutte le coppie di
offerte in conflitto: z; + x5 < 1 per ogni j # j' con Bj N By # (). Sull’istanza sarebbero

2 mentre i

nove vincoli invece di quattro, e su istanze reali il numero di coppie cresce come r
vincoli per oggetto restano n. La forma per righe é anche piu stretta: se tre offerte chiedono
tutte l'oggetto 4, il vincolo di riga dice 1 +x2+x3 < 1, mentre le tre disuguaglianze a coppie
ammettono x; = xo = x3 = 1/2. E lo stesso confronto fra forma aggregata e disaggregata

gia visto nella sezione 6.1, ma qui il verso della convenienza & opposto.

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal
rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca
progressivamente di chiudere.

Il modello in gurobipy
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gp.Model ("asta")

m.addVars (r, vtype=GRB.BINARY, name="x"

.setObjective (gp.quicksum(p[j] * x[j] for j in range(r)), GRB.MAXIMIZE
)

m.addConstrs ((gp.quicksum(x[j] for j in range(r) if i in B[j]) <= 1

B X B
]

for i in range(n)), name="oggetto")

L’istanza

n = 4 oggetti, r = 6 offerte:

|j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6

Bj {1} {2} {3’4} {173} {2a4} {1’3’4}
P 6 3 12 12 10 16

Il modello dell’istanza &

max 6x1 + 3x2 + 1223 + 1224 + 1025 4+ 1624

soggetto a
x1+axs+xs < 1 (oggetto 1)
xo + x5 < 1 (oggetto 2)
xst+xs+axs < 1 (oggetto 3)
xz3+as+axs < 1 (oggetto4)

con z; € {0,1}.
Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max 6x1 +3x2 +12x3 +12x4 +10x5 +16x6
soggetto a x; +x4 +z6 <1
T2 +z5 <1
T3 44 +z6 <1
T3 +x5 +xs<1
r1, T2, T3, T4, s, ze € {0,1}
S J

Euristica costruttiva: il bound primale

Il problema é di massimo, quindi 'euristica da il bound primale, che sta sotto I'ottimo. Si
ordinano le offerte per profitto per oggetto decrescente e si accettano quelle i cui oggetti sono
ancora liberi.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Il tempo di esecuzione & O(rlogr +rn). Sull'istanza i rapporti sono 6, 3, 6, 6, 5 e 16/3 ~ 5,33,
quindi l'ordine ¢é 1,3,4,6,5, 2:

e offerta 1 {1}: accettata (profitto 6);
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o offerta 3 {3,4}: accettata (profitto 12);

e offerta 4 {1,3}: scartata, gli oggetti 1 e 3 sono gia venduti;
o offerta 6 {1,3,4}: scartata;

e offerta 5 {2,4}: scartata, l'oggetto 4 & gia venduto;

e offerta 2 {2}: accettata (profitto 3).

Si accettano le offerte 1,2, 3:
2(MILP) > LB = 21.
Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo una variabile duale non negativa \; a ciascun vincolo (10.3b). Il duale del rilassa-
mento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.2

min A (10.4a)
€S

soggetto a Z i > pj, Vie{1,2,...,1}, (10.4b)
1€B;

Ai >0, ViesS. (10.4c)

a

J

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min A1 +A2 +A3 +A4

soggetto a A1 >6
A2 >3

Az +Aq > 12

A1 +As >12

A2 +X4>10

A1 +A3 +A4 > 16
A, Az, Az, A >0

(& J

Descrizione. La variabile A; € il prezzo che il banditore attribuisce all’oggetto i. L’obietti-
vo (10.4a) ¢ il valore complessivo dei lotti a quei prezzi. I vincoli (10.4b) sono le colonne delle
x, uno per offerta: gli oggetti che l'offerta j richiede, valutati ai prezzi A;, devono valere almeno
quanto l'offerta paga, cio¢ p;. Nessuna offerta, insomma, deve risultare un affare.

Una soluzione duale a mano. Per esempio si pud procedere cosi: si spalma il profitto
di ogni offerta sui suoi oggetti e si prende, per ogni oggetto, il massimo fra le offerte che lo
chiedono,
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L’ammissibilita ¢ immediata: per ogni offerta j,

N Pji _\g.,.Pi _
2N = 2 g = I =

iGBj iEBj
Sull’istanza:
3 6 12 16 3 3 10
A1 :maX(I,i,g) =6, )\gzmax(T,i) =5,
3 12 12 16 3 12 10 16
)\3:max<7,7,§) :6, )\4:max<7,?,§> :6,

2(MILP) < UB =645+ 6+ 6 = 23.

La ricetta «ovvia» A\; = max;.ep, p; (senza dividere per |B;|) ¢ anch’essa ammissibile, ma
da 16 + 10+ 16 4+ 16 = 58: piu del doppio. Dividere per la cardinalita dell’insieme richiesto
é cio che rende il bound utile. Vale la pena provare piu ricette e tenere la migliore: sono
tutte valide, non tutte informative.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci. All’ottimo si accettano le offerte 4 ({1, 3}, profitto 12)
e b ({2,4}, profitto 10): tutti e quattro gli oggetti vengono venduti e

z(MILP) = 22.
La catena dei bound &
21 = LB < z(MILP)=22=2(LP") = 2(LP) < UB = 23,

con un gap dell’euristica del 4,5%. Il banditore vende tutto, ma non perché un vincolo lo
imponga: i vincoli sono <, non =. Con altre offerte la soluzione ottima potrebbe lasciare
oggetti sullo scaffale.

Considerazioni aggiuntive

e Le disuguaglianze valide z; < 1 sono implicate dai vincoli (10.3b) ogni volta che Bj # 0):
infatti z(LP) = z(LP*) = 22.

e Su questa istanza si ha anche z(LP) = z(MILP): il rilassamento cade in un vertice
intero. E un caso fortunato, non una proprieta del set packing. Il controesempio minimo
¢ il triangolo: tre oggetti e tre offerte che ne chiedono due ciascuna, tutte di profitto 1.
Li 2(LP) = 3/2 (con x = 1/2 su tutte e tre) contro z(MILP) = 1.

e Il set packing ¢ NP-difficile in generale, ma diventa facile quando la matrice di incidenza
é perfetta o bilanciata. Il triangolo é proprio il pitt piccolo grafo non perfetto in questo
senso, ed ¢é il motivo per cui le clique inequalities sono i tagli classici per questa famiglia.

Domande di modellazione aggiuntive
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10.2: euristica 21 <= ottimo 22 <= duale 23
16 -
14 -

12 -

10 -
8_ I

{3, 4} {1, 3} {2,4} {134}
oggetti chiesti dall'offerta

profitto

V scelta dall'euristica Il accettata all'ottimo Il rifiutata all'ottimo

Figura 10.2: Le sei offerte con il loro profitto: in teal quelle accettate all’ottimo, in grigio quelle
rifiutate; il triangolo segna quelle scelte dall’euristica.

Domanda di modellazione 10.2 — offerte dello stesso partecipante

Le offerte 4 e 5 provengono dallo stesso partecipante, che pud vincerne al pit una. Come
cambia il modello? Qual ¢ il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

LB 21  soluzione euristica (LB)
UB 23 bound certificato (UB)
z(MILP) 22 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — 2(MILP)|
|2(MILP))]

= 4.5%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percié non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 2; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB
——— =9.5%.
|LB| )

Una variante svolta: consegne limitate

In questa tornata il banditore pud consegnare al pitt due oggetti in totale.
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Si aggiunge il singolo vincolo lineare

T
> IBjlz; <2,
7=1

in cui il coefficiente di ogni offerta é il numero di oggetti che chiede: ¢ un vincolo di zaino
sovrapposto al set packing. Sull’istanza I'ottimo scende a 12: si accetta una sola offerta da due
oggetti, la pin redditizia fra la 3 e la 4 (entrambe valgono 12).

I tetto sugli oggetti consegnati, 3, [Bj|z; < 2, aggiunge al duale una y > 0 con termine
noto 2, e nella colonna di ogni offerta compare moltiplicata per quanti oggetti quell’offerta
chiede. Fissato u, ogni offerta si spalma sui suoi oggetti al netto di u e \; € il massimo fra le
offerte che chiedono l'oggetto i: provando u fra i profitti per oggetto si arriva a p =6, A =0
e UB = 12. L’euristica accetta la sola offerta 3 e vale anch’essa 12: il sandwich si chiude, e
I’ottimo si conosce senza risolvere il MILP.

valore che cos’é

UB 12 certificato duale costruito a mano
LB 12 soluzione euristica

z(LP) 12 rilassamento senza i bound
2(LPT) 12 rilassamento con i bound
z(MILP) 12 ottimo del MILP

10.3 Dieta con conteggio dei cibi e lotto minimo

Script: python/fam10_3_dieta.py Notebook in Colab

Problema 10.3 — dieta con varieta

Un nutrizionista deve comporre una dieta mensile scegliendo fra s € Z>1 cibi e controllando
r € Z>; nutrienti. Per ogni cibo i € {1,2,...,s}, il valore w; € Q¢ ¢ il costo di un chilo;
per ogni cibo ¢ e ogni nutriente j € {1,2,...,r}, il valore g;; € Q>¢ € la quantita di nutriente
j contenuta in un chilo di cibo i. Per ogni nutriente j, ’assunzione mensile deve stare fra
a; € Qsp e bj € Q-p. Se un cibo entra nella dieta se ne devono consumare almeno ¢; € Qg
chili e al pit d; € Q9. La dieta deve comprendere almeno ¢t € Z>; cibi diversi. Si vuole la

dieta di costo minimo.
g J

Il problema a parole. Decidiamo quali cibi usare e in che quantita. L’obiettivo: costo
minimo. [ vincoli: ogni nutriente entro la sua finestra; ogni cibo scelto in quantita fra il lotto
minimo e il tetto; almeno ¢ cibi diversi.

Dati (input del modello)

Simbolo  Tipo Significato

€ Z>1 numero di cibi, i € {1,2,...,s}
€ Z>1 numero di nutrienti, j € {1,2,...,r}

w; € Q¢ costo di un chilo di cibo ¢

9ij € Q>0p grammi di nutriente j per chilo di cibo ¢

aj, b; € Q¢ minimo e massimo mensile del nutriente j

Ciy d; € Q-0 quantitd minima e massima del cibo i, se scelto
t € Z>1 numero minimo di cibi diversi
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Variabili decisionali

s variabili continue non negative e s binarie:

1
x; = chili di cibo ¢ consumati nel mese, Y = {0

se il cibo 7 entra nella dieta,

altrimenti.

Modello 10.3 — dieta con varieta

s
min E Wi Ty
=1

S
soggetto a Zgij xr; > aj,
i=1

S
Zgij z; < bj,
hl
xz; — ¢ y; = 0,
i = @ gy < 0
S
>yt
=il
Ty 2 Oa
y; € {0,1},

Vi ed{l,2,...

Vied{l,2,...

Vie{1,2,...
Vie{1,2,...

Vie{1,2,...
Vie{1,2,...

(10.5a)

(10.5b)

(10.5¢)

(10.5d)
(10.5¢)

(10.5f)

(10.5g)

(10.5h)

J

Descrizione. L’obiettivo (10.5a) é la spesa complessiva. I vincoli (10.5b), uno per nutriente,

impongono il fabbisogno minimo; i vincoli (10.5¢), sempre uno per nutriente, impongono il

tetto. I vincoli (10.5d) e (10.5e), uno per cibo ciascuno, rendono z; una variabile semicontinua:
o vale zero, o sta fra il lotto minimo ¢; e il massimo d;. Il vincolo (10.5f), uno solo, chiede che i

cibi effettivamente comprati siano almeno t¢.

Perché il lotto minimo serve al conteggio

11 vincolo di varieta (10.5f) conta gli indicatori y;, non le quantita. Se ci fosse soltanto il
vincolo di attivazione (10.5e), I'indicatore potrebbe valere 1 con z; = 0: si «accenderebbero»
cibi senza consumarne un grammo, e il vincolo di varietd sarebbe soddisfatto da indicatori

vuoti. E il legame a senso unico della sezione 6.10, e qui produce un modello che non

descrive il problema.

11 vincolo di lotto minimo (10.5d) chiude il cerchio: con y; = 1 si ha z; > ¢; > 0, quindi ogni

indicatore acceso corrisponde a un cibo davvero consumato. Sull’istanza, ponendo ¢; = 0
l'ottimo scende da 48/5 a 46/5 e la soluzione «accende» quattro cibi di cui due con quantita

nulla: il conteggio non dice pitl niente.

Il modello in gurobipy

1 m = gp.Model("dieta")
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m.addVars (s, name="x"
m.addVars (s, vtype=GRB.BINARY, name="y")
m.setObjective (gp.quicksum(w[i] * x[i] for i in range(s)), GRB.MINIMIZE
)
m.addConstrs ((gp.quicksum(g[i][j] * x[i] for i in range(s)) >= al[j] for
j in range(r)),
name="minimo")
m.addConstrs ((gp.quicksum(gl[il[j] * x[i] for i in range(s)) <= b[j] for
j in range(r)),
name="massimo"

"
]

<
I

m.addConstrs ((x[i] - c[i] * y[i] >= 0 for i in range(s)), name="
lotto_minimo")

m.addConstrs ((x[i] - d[i] * y[i] <= 0 for i in range(s)), name="attiva"
)

m.addConstr (gp.quicksum(y[i] for i in range(s)) >= t, name="varieta")

L’istanza

s =4 cibi, r = 2 nutrienti, ¢; =1, d; =8, t = 3:

latte riso ane atate ]
‘ ' p P ‘ ferro calcio

w; (euro/kg) 2 3 1 4 .
ferro (g/kg) 1020 5 25 Z]- 238 1;18
calcio (g/kg) 5 10 15 5 d

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min 2z; +3z2 +x3 +4z4
soggetto a 10z +20x2 +5xs +254 >60
5x1 +10x2 +15x3 +5x4 >40
10x1 +20z2 +5z3 +25x4 <200
5x1 +10z2 +15z3 +5x4 <150
z1 —Y1 >0
T2 —Yo >0
T3 —y3 >0
T4 —ya2 >0
1 —8y1 <0
T2 —8y2 <0
3 —8y3 <0
x4 —8ys<0
Y1 +y2 +ys +ya>3
x1, x2, 3, T4 >0
y1, Y2, s, ya€{0,1}
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Euristica costruttiva: il bound primale

Si accendono al lotto minimo i ¢ cibi pitt economici, poi si copre il fabbisogno residuo di ciascun
nutriente aggiungendo il cibo gia acceso con il costo per grammo pit basso.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sull'istanza i tre cibi pit economici sono pane (1), latte (2) e riso (3): si accendono al lotto
minimo, cioé¢ 1 kg ciascuno. Con queste quantita si hanno 5+ 10+ 20 = 35 grammi di ferro (ne
servono 60) e 15+ 5+ 10 = 30 di calcio (ne servono 40).

e Ferro: mancano 25 grammi. Fra i cibi accesi il costo per grammo di ferro piu basso ¢
quello del riso, 3/20 = 0,15; ne servono 25/20 = 1,25 kg in piu, e il riso arriva a 2,25 kg.

e Calcio: dopo I'aggiunta si hanno 30+ 12,5 = 42,5 grammi, gia oltre il minimo di 40: non
serve altro.

La dieta finale & latte 1 kg, riso 2,25 kg, pane 1 kg, per un costo di

z(MILP) < UB = % =9,75.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo a;; > 0 ai minimi (10.5b), §; > 0 ai massimi (10.5¢), A; > 0 ai lotti minimi (10.5d),
w; > 0 al tetti (10.5e) e 7 > 0 alla varieta (10.5f). Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.3

T T
max Z @5 @y — Z b B +tT (10.6a)
=1 =1
T
soggetto a Zgij (a5 — Bj) + Ai — pi < wy, Vie{l,2,...,s}, (10.6b)
j=1
—ci M+ dip; +1 <0, Vie{1,2,...,s}, (10.6¢)
a; >0, Vi e{1,2,...,r}, (10.6d)
Bj > 0, Vie{l1,2,...,r}, (10.6¢)
A >0, Vie{l,2,...,s}, (10.6f)
Wi > 0, Vie{l,2,...,s}, (10.6g)
>0 (10.6h)
\§ J
Per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

max60a; +40a2—20051—15052 +37
soggetto alOayr +5az —10681 —5B2+A; —p1 <2
20a1+10a2 —2081 —1002 +A2 — 2 <3
5a1+15a2 =561 —150: +As —U3 <1
251 +5a2 —25B1 —502 + A4 — <4
-1 +8u1 +7<0
-2 +8 2 +7<0
—A3 +8us +7<0
Y +8pua +7<0
az, [e%) >0
B, B2 >0
AL, A2, Az, A4 >0
M1, M2, U3, 4 >0
72>0
L J

Descrizione. La variabile «; ¢ il prezzo di una unita del nutriente j quando serve a raggiun-
gere il fabbisogno minimo, 3; quello che si paga per non sforare il tetto, A; e y; i prezzi dei
due vincoli di semicontinuita del cibo i e 7 il prezzo della varieta. L’obiettivo (10.6a) incassa
i fabbisogni valutati ad «, paga i tetti valutati a 3 e incassa la soglia ¢t valutata a 7. I vinco-
li (10.6b) sono le colonne delle z;: il contenuto nutrizionale di una unita del cibo i, valutato
ai prezzi aij — 3; e corretto dai due vincoli di semicontinuita, non puo superare il prezzo w; di
quel cibo. I vincoli (10.6¢) sono le colonne delle y;: accendere il cibo i concede ¢; unita di lotto
minimo al prezzo A;, ne obbliga al piu d; al prezzo u;, e deve coprire il prezzo 7 della varieta.

Una soluzione duale a mano. Poniamo § = p = 7 = 0: 1 massimi, i tetti e la varieta non
si valutano. I vincoli (10.6¢) diventano —¢; A; < 0, soddisfatti con A = 0. Resta da soddisfare
Z;Zl gij a; < w; per ogni cibo. Per esempio si puo valutare un solo nutriente, al prezzo per
grammo pit basso fra i cibi:

_ . Wy _
0 = min —, bound = a; &,
1:945 >0 gij

e si tiene il nutriente che da il bound piu alto. Sull’istanza:

e —min(2 3 1 4)_ 3 3 _
ferro: ay —rnm(lo, 500 59 25> = 591 6055 =9,

i0r e —minf( 2 3 L 4) _ L .1 _ 8
calcio: @ _m1n<5, 10° 157 5) — 15 40 15 = 3¢

Il migliore ¢ il ferro:
z(MILP) > LB =9.
Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci. La dieta ottima ¢ riso 1,4 kg, pane 1,4 kg, patate 1

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 125


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

kg: tre cibi diversi, come richiesto, con 60 grammi di ferro (il minimo esatto) e 40 di calcio (di
nuovo il minimo esatto). Il costo &

48
z(MILP) = 5= 9,6,
e la catena dei bound ¢é
46 48 39

9=LB < z(LP)= 5 < 2(LPT) = 5= 2(MILP) < UB = T

Il gap dell’euristica & appena 1'1,6%: ¢ il sandwich piu stretto del capitolo. Si noti che qui il
rilassamento con i bound coincide con 'ottimo intero, mentre quello senza i bound sta sotto:
aggiungere y; < 1 serve, perché i tetti d; = 8 sono molto piu larghi delle quantita in gioco e
senza y; < 1 il rilassamento userebbe indicatori frazionari maggiori di uno.

10.3: dieta euristica (39/4 EUR) e ottima (48/5 EUR)

2.0

1.0 -
0.5 - I I
0.0 - T 1 1 1

latte riso pane patate

=
(]
1

chili al mese

— |otto minimo ¢; I euristica Il ottimo

Figura 10.3: Quantita per cibo nella dieta euristica e in quella ottima; la barra rossa segna il

lotto minimo ¢;.

Considerazioni aggiuntive

e I vincoli di massimo (10.5¢) non sono attivi all’ottimo (60 < 200 e 40 < 150): in que-
sta istanza si potrebbero togliere senza cambiare nulla. Restano nel modello perché il
problema li richiede, e perché su altre istanze morderebbero.

e La forma classica del problema della dieta (Stigler, 1945) non ha né lotti minimi né
conteggi: é un LP puro. Sono proprio le due aggiunte intere a renderlo un MILP, ed é
per questo che il problema sta in questo capitolo.

e [l vincolo di varieta si potrebbe scrivere anche in forma di copertura: almeno un cibo da
ciascun gruppo alimentare, cioé EieGk y; > 1 per ogni gruppo k. E una formulazione pit
informativa dal punto di vista nutrizionale, e non piu difficile.
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Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 10.3 — lotto minimo piu alto

Il lotto minimo sale da 1 a 2 chili per ogni cibo scelto. Come cambia il modello? Qual ¢ il

nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 3 soluzione euristica (UB)
LB 9 bound certificato (LB)
z(MILP) £ ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — 2(MILP)|
|2(MILP)]

=1.6%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = %; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,
UB - LB

=7.7"%.
0B %

Una variante svolta: piu varieta

Si vogliono almeno quattro cibi diversi invece di tre.

Cambia solo il dato ¢, da 3 a 4. Sull’istanza l'ottimo sale a 31/3 &~ 10,33: si & costretti a
comprare almeno un chilo anche del cibo piu caro (le patate) oppure a ricomporre le quantita.
Il costo della varieta ¢ dunque 31/3 —48/5 = 11/15 ~ 0,73 euro al mese. Con t = s il vincolo
diventa «tutti i cibi», e il modello si irrigidisce fino a coincidere con il caso in cui tutti gli
indicatori valgono uno.

La variante cambia un dato, ¢ = 4, non la struttura. Il conteggio dei cibi pero non si valuta:
7 entra nell’obiettivo con il suo termine noto, ma la colonna delle y; impone 7 < ¢;A\; — d;p;, €
con la ricetta del problema base — A = p = 0 e un solo « positivo, sul ferro — resta 7 = 0. 1l
bound duale non si muove, 'ottimo si: 'euristica accende il quarto cibo al suo lotto minimo,

completa con il pane e raggiunge 31/3, che & I'ottimo.

valore che cos’é

UB % soluzione euristica

LB 9 certificato duale costruito a mano
2(LP) 2 rilassamento senza i bound
2(LP™) 31 rilassamento con i bound
z(MILP) 3L ottimo del MILP

10.4 Alberi di Natale e scatole di luci

Script: python/fam10_4_luci.py Notebook in Colab

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 127


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://colab.research.google.com/github/fabiofurini/modellazione-mip/blob/main/notebooks/fam10_4_luci.ipynb
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Problema 10.4 — alberi e luci

L’amministrazione comunale vuole decorare q € Z>1 alberi per le festivita. Ogni albero puo

essere decorato secondo una delle n € Z>; configurazioni possibili, ciascuna caratterizzata
da luci di m € Z>; colori diversi. Per ogni configurazione ¢ € {1,2,...,n} e ogni colore
le{1,2,...,m},ilvalore ug € Z>g ¢ il numero di luci di colore [ richieste dalla configurazione
¢, e i. € Qsg ¢ il costo di installazione di un albero decorato secondo quella configurazione.
Tutte le luci vanno acquistate sul mercato, dove si vendono in scatole di k € Z>; tipi: per
ogni tipo b € {1,2,...,k} e ogni colore [, il valore vy € Z>¢ ¢ il numero di luci di colore [
contenute in una scatola di tipo b, e p € Q> € il suo costo. Per garantire una varieta visiva
gradevole si devono usare almeno f € Z>1 configurazioni diverse. Si vuole decorare gli alberi

al costo totale minimo.
- V,

Il problema a parole. Decidiamo quanti alberi decorare con ciascuna configurazione e quante
scatole comprare di ciascun tipo. L’ obiettivo: costo totale (installazione piu scatole) minimo.
vincoli: tutti gli alberi vanno decorati; le luci comprate devono bastare a quelle richieste, colore
per colore; almeno f configurazioni diverse.

Variabili decisionali

n variabili intere, k variabili intere e n binarie:

x. = alberi decorati con la configurazione c, yp = scatole comprate di tipo b,

1 se la configurazione ¢ viene usata,
Ze =
0 altrimenti.

Modello 10.4 — alberi e luci

n k

min Z leZe + Zpb Yb (10.7a)
c=1 b=1
soggetto a Z ZTe = q, (10.7b)
c=1

k n
val yb—Zud z. > 0, vie{l1,2,...,m}, (10.7¢)

b=1 c=1

ch > f, (10.7d)

=1
Te— 26 > 0, Vee{1,2,...,n}, (10.7e)
Zc € L>o, Vee{1,2,...,n}, (10.7f)
Yy € Lo, Vbe {1,2,...,k}, (10.7g)
zc € {0,1}, Vee {1,2,...,n}. (10.7h)
L J

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 128


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Descrizione. L’obiettivo (10.7a) somma il costo delle installazioni e quello delle scatole com-
prate. Il vincolo (10.7b), uno solo, dice che gli alberi decorati sono esattamente ¢. I vin-
coli (10.7¢), uno per colore, dicono che le luci comprate bastano a coprire quelle usate. Il
vincolo (10.7d), uno solo, impone almeno f configurazioni diverse. I vincoli (10.7e), uno per
configurazione, legano l'indicatore z. all’uso effettivo della configurazione.

Il legame fra i due piani. Il vincolo (10.7c) & la disponibilita: per ogni colore, le luci
comprate devono essere almeno quelle richieste. Non ¢’¢ alcun big-M, perché entrambi i membri
sono somme di quantita reali. Il conteggio delle scatole nasce da qui: se le luci di colore [ richieste
sono wu; e una scatola ne contiene vy, comprando solo scatole di tipo b servirebbero [u;/vy]
scatole. Il modello non scrive il tetto: lo ottiene imponendo g intera.

Il legame «configurazione usatay

11 vincolo (10.7e) si legge z. < x.. Se z. = 1 allora . > 1: la configurazione & davvero usata
su almeno un albero. Il verso opposto non ¢ imposto, ma non serve: ’obiettivo di minimo
non ha alcun interesse ad alzare z., e il vincolo (10.7d) lo costringe a farlo esattamente f
volte. Si noti che qui non serve un big-M perché x. e z. sono confrontabili direttamente: x,
€ un conteggio, non una quantita continua.

Un errore frequente & scrivere xz. < M z. pensando all’attivazione: sarebbe il legame
nell’altro verso, e imporrebbe che una configurazione non usata abbia x. = 0 — vero ma
inutile, perché ¢ gia garantito da Y .., z. = ¢ e dal fatto che z, > 0.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("luci")
x = m.addVars(nc, vtype=GRB.INTEGER, name="x"
y = m.addVars(nb, vtype=GRB.INTEGER, name="y")
z = m.addVars (nc, vtype=GRB.BINARY, name="z"
m.setObjective (gp.quicksum(i[c] * x[c] for c¢ in range(nc))
+ gp.quicksum(p[b] * y[b]l for b in range(nb)), GRB.
MINIMIZE)
m.addConstr(x.sum() == q, name="alberi")

m.addConstrs ((gp.quicksum(v[b][1] * y[b]l] for b in range(nb))
- gp.quicksum(ulc][1] * x[c] for c in range(mnc)) >= 0
for 1 in range(nl)), name="luci")

m.addConstr(z.sum() >= f, name="varieta")

m.addConstrs ((x[c] - z[c] >= 0 for ¢ in range(nc)), name="usata')

L’istanza

q = 20 alberi, n = 3 configurazioni, m = 2 colori, k = 2 tipi di scatola, f = 2:

Ul ‘ colore 1  colore 2 ‘ ic . ‘ colore 1 colore 2 ‘ o
Zf; ;l g (7), b=1 10 2 | 100
3 9 9| g b=2 15 4 | 200
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Il prezzo di una luce dipende dal colore e dal tipo di scatola: colore 1 a 10 nella scatola 1 e a
40/3 nella 2; colore 2 a 50 in entrambe. Il colore 2 ¢ molto piu caro, ed & questo a comandare
la soluzione.

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min 7xz; +6x2 +8x3 +100y; +200y2

soggetto a x1 +x2 +x3 =20
—4x1 —2x9 —2x3 +10y1 +15y2 >0
—2x1 —3x2 —2x3 +2y1 +4y2 >0

21 +22+23>2
X1 —Z1 Z 0
X2 —Z2 Z 0
xs3 —23>0
1, %2, 3 € Z>o
Y1, Y2 € Z>o

21, Z2, 23€ {0, 1}
. J

Euristica costruttiva: il bound primale

Due fasi. Prima le configurazioni: ¢— f+1 alberi con quella di installazione piti economica e un
albero per ciascuna delle altre f—1, cosi la varieta é soddisfatta al minimo costo di installazione.
Poi le scatole: finché manca qualche luce si compra la scatola con il prezzo per luce mancante
pitt basso.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sullistanza la configurazione piu economica da installare ¢ la 2 (costo 6), la seconda la 1 (costo
7): si decorano 19 alberi con la 2 e uno con la 1. Servono allora 42 luci del colore 1 e 59 del
colore 2, e 'euristica costruttiva compra 30 scatole di tipo 1. Il costo totale é

2(MILP) < UB = 3121.

L’euristica sceglie la configurazione piu economica da installare, la 2, che pero ¢ la piu avida di
luci del colore costoso: il conto lo pagano le scatole. E il tipico errore di un’euristica costruttiva
che guarda una sola voce di costo.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo « libera al vincolo (10.7b) (uguaglianza), 8; > 0 ai vincoli (10.7¢), v > 0 a (10.7d)
e 0. > 0a (10.7¢). Il duale é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.4
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max qa+ fr (10.8a)
soggetto a a — Zucl Br + e < i, Vee{1,2,...,n}, (10.8b)
=1
val Bl < Db, Vb € {1727-~-7k}7 (108C)
=1
v — 6. <0, Vee{1,2,...,n}, (10.8d)
a =0, (10.8e)
8, >0, Vie{L,2,...,m}, (10.8¢)
>0, (10.8)
0c > 0, Vee {1,2,...,n}. (10.8h)
. J

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max 20« 42y

soggetto a o —4p1 —2062 +61 <7
a—201 =302 +02 <6
a—2B1 —2B» +85<8

101 +2082 <100

1531 +482 <200
¥ =61 <0
—d2 <0
0l —63<0
e E 0
B, B2 >0
v 20
01, 02, 93>0

\ J

Descrizione. La variabile « ¢ il valore di un albero decorato, (; il prezzo di una luce di colore
I, 7 il prezzo della varieta e d. quello del legame fra la configurazione ¢ e il suo indicatore. L’o-
biettivo (10.8a) valuta i g alberi al prezzo « e la soglia f di varieta al prezzo 7. I vincoli (10.8b)
sono le colonne delle x.: usare la configurazione ¢ su un albero vale «, consuma u luci di cia-
scun colore e libera d., e il saldo non puo superare il costo i. dell’installazione. I vincoli (10.8¢)
sono le colonne delle y: una scatola di tipo b mette a disposizione vy; luci di ciascun colore, e
il loro valore complessivo non pud superare il prezzo p, della scatola. I vincoli (10.8d) sono le
colonne delle z.: il prezzo della varieta non puo superare quello del legame che la rende esigibile.

Una soluzione duale a mano. Poniamo v = 0 e . = 0: la varieta non si valuta e il
vincolo (10.8d) ¢ soddisfatto. Restano i vincoli (10.8¢) sulle scatole, che limitano 3, e i (10.8b)
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sulle configurazioni, che limitano «.

Si valuta un solo colore, al prezzo per luce piu alto che nessuna scatola riesce a battere:

2 . Db
By = min —,
b: vy >0 Vpy

e poi si prende il pit grande o ammissibile,
o= chin(’ic + Ul ,Bl),

cioé: ogni albero costa almeno I'installazione della configurazione piil conveniente, luci comprese.
Sull’istanza il colore migliore € il 2, dove entrambi i tipi di scatola danno lo stesso prezzo per
luce, B2 = 50:

11 +2-50 = 107, 12 + 3 - 50 = 156, 13+ 2-50 = 108,

dunque @ = 107 e
z(MILP) > LB = 20 - 107 = 2140.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci. Si decorano 19 alberi con la configurazione 1 e uno con
la 3, e si comprano 20 scatole di tipo 1:

2(MILP) =19 -7+ 8 +20 - 100 = 2141.

Le luci servono 78 del colore 1 (se ne comprano 200: ne avanzano molte) e 40 del colore 2 (se
ne comprano esattamente 40). La catena dei bound é

2140 = LB = 2(LP) < z(LPT) = 2141 = z(MILP) < UB = 3121.

Il bound duale sbaglia di unae unitd su 2141, e il rilassamento rafforzato é esatto. Il gap
dell’euristica & del 45,8%.

Considerazioni aggiuntive

e Il colore 1 avanza in abbondanza: le scatole si comprano per il colore 2, e il colore 1 viene
«in omaggio». B il motivo per cui il bound duale che valuta il solo colore 2 ¢ quasi esatto.

e Il vincolo (10.7b) é un’uguaglianza: tutti gli alberi vanno decorati. Se fosse < ¢ il problema
diventerebbe banale (z = 0 e costo zero); se fosse > ¢ non cambierebbe nulla, perché
decorare pit alberi costa di pii.

e La struttura «due piani legati da una disponibilita» si ritrova identica nei problemi di
cutting stock: sotto i pezzi da tagliare, sopra le barre da comprare.

Domande di modellazione aggiuntive
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10.4: dove va il costo

euristica - 3121

ottimo 2141

1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
costo (euro)

o -

Il installazione I scatole di luci

Figura 10.4: Dove va il costo nelle due soluzioni: installazione e scatole, con il bound duale
tratteggiato.

Domanda di modellazione 10.4 — lotto minimo per configurazione

Ogni configurazione usata deve decorare almeno tre alberi (sotto quella soglia non vale la
pena attrezzare la squadra). Come cambia il modello? Qual é il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

UB 3121 soluzione euristica (UB)
LB 2140  bound certificato (LB)
z(MILP) 2141 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|

= 45.8%.
=(MILD)] 5-8%

e Gap certificato, cioé¢ quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percid non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 981; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

= 31.4%.
UB] %

Una variante svolta: tutte le configurazioni

Si vuole che compaiano tutte e tre le configurazioni.

Cambia solo il dato f, da 2 a 3. Sull’istanza I'ottimo sale da 2141 a 2239: costringere ad
usare anche la configurazione 2, la piu avida di luci del colore costoso, costa 98 euro. Si noti
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che il vincolo di varieta, da solo, non dice quant: alberi devono usare ciascuna configurazione:
uno basta.

Chiedere tutte e tre le configurazioni cambia il termine noto del vincolo di varieta, non la
struttura. Ma quel vincolo non si valuta: la ricetta del problema base tiene v = § = 0 e mette
tutto il prezzo su un solo colore, quindi il bound resta 2140 mentre 'ottimo sale da 2141 a 2239.
L’euristica € la stessa, e per rispettare la varietd monta le due configurazioni mancanti su un
albero ciascuna: costa 3023, e il gap certificato resta largo. Qui il MILP serve davvero.

valore che cos’é

UB 3023 soluzione euristica

LB 2140 certificato duale costruito a mano
z(LP) 2140 rilassamento senza i bound
2(LPT) 2190 rilassamento con i bound
2(MILP) 2239 ottimo del MILP

10.5 Spedizioni in scatole

Script: python/fam10_5_spedizioni.py Notebook in Colab

Problema 10.5 — spedizioni in scatole

Un’azienda deve organizzare le spedizioni dai suoi n € Z>; stabilimenti ai suoi m € Zx>q
clienti. L’azienda produce k € Zx>1 tipi di prodotto. I prodotti si spediscono in scatole: ogni
scatola viaggia direttamente da uno stabilimento a un cliente e ha capacitd massima w €
Z>1, espressa come numero massimo di unita di prodotto trasportabili. Per ogni prodotto
p € {1,2,...,k} e ogni cliente ¢ € {1,2,...,m}, il valore d,. € Z>¢ ¢ il numero di unita
ordinate. Per ogni prodotto p e ogni stabilimento s € {1,2,...,n}, il valore a,s € Z> ¢ il
numero di unita disponibili. L’azienda vuole un piano di spedizione che minimizzi il numero

totale di scatole usate.
_ _J

Il problema a parole. Decidiamo quante unita di ciascun prodotto spedire da ciascuno
stabilimento a ciascun cliente, e quante scatole servono su ciascuna tratta. L ’obiettivo: numero
minimo di scatole. I vincoli: ogni ordine soddisfatto esattamente, nessuno stabilimento oltre le
proprie scorte, e su ogni tratta abbastanza scatole per le unita spedite.

Per brevita si scrivono P = {1,2,...,k} I'insieme dei prodotti, S = {1,2,...,n} quello degli
stabilimenti e C' = {1,2,...,m} quello dei clienti.

Variabili decisionali

knm variabili intere non negative per il flusso e nm per le scatole:

Zpse = unita del prodotto p spedite da s a c, Ysc = scatole spedite da s a c.

Modello 10.5 — spedizioni in scatole
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min i i Yse (10.9a)

s=1 c=1
n
soggetto a Z e = Chyey Vp e P, Vee C, (10.9b)
s=1
m
prsc < Wy Vpe P, Vs €S, (10.9¢)
c=1
k
- prsc +wysec = 0, Vs e S, Vee C, (109d)
p=1
Tpse € L>0, Vpe P, Vse S, VeeC, (10.9e)
Ysc € L>p, Vs e S, VeeC. (10.9f)
(. J

Descrizione. L’obiettivo (10.9a) conta le scatole usate su tutte le tratte. I vincoli (10.9b), uno
per coppia prodotto—cliente, dicono che ogni ordine & soddisfatto esattamente. I vincoli (10.9¢),
uno per coppia prodotto—stabilimento, non lasciano spedire piti di quanto lo stabilimento abbia.
I vincoli (10.9d), uno per tratta, dicono che le scatole spedite da s a ¢ bastano a contenere le
unita caricate.

Il legame € un arrotondamento per eccesso

Il vincolo (10.9d) si legge

k k
Zp:l 1’psc

E Tpsc < W Yse — Yse = w s

p=1

e poiché y,. € intera e non negativa questo equivale a

{2151 $p86" .

w

Ysc >

Il tetto non compare mai nel modello: lo produce l'interezza. Lo stesso vincolo impone
anche I'implicazione

k
prsc >0 = yYse > 1,
p=1
cioé: se da uno stabilimento parte anche una sola unita verso un cliente, allora almeno una
scatola deve viaggiare su quella tratta. La contronominale & piu leggibile: se ys. = 0 allora

k
szl .’L‘psc = 0.
Il verso opposto — se non si spedisce niente allora nessuna scatola — non € imposto dal
vincolo ma segue dall’ottimalita, perché ogni scatola costa 1 e ’obiettivo é di minimo.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("spedizioni")
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m.addVars(nk, nn, nm, vtype=GRB.INTEGER, name="x"

m.addVars(nn, nm, vtype=GRB.INTEGER, name="y")
.setObjective(y.sum(), GRB.MINIMIZE)

.addConstrs ((x.sum(p, "*", c) == d[pllc] for p in range(nk) for c in
range (nm) ) ,

B B< X
I

name="domanda")
m.addConstrs ((x.sum(p, s, "x") <= al[pl[ls] for p in range(nk) for s in
range (nn) ),
name="disponibilita")
m.addConstrs ((w * y[s, c] - x.sum("*", s, ¢c) >= 0 for s in range(nn)
for ¢ in range(nm)),
name="capacita")

L’istanza

n = 2 stabilimenti, m = 2 clienti, k£ = 2 prodotti, w = 10:

dpe

o=
1
2

p
p

Le unita da spedire sono 5+ 0+ 2 44 = 11 in tutto.

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min Y11 tyi2  t+y21  +y22
soggetto a 111 42121 =5
T112 +T122 =0
T211 +221 =2
T212 +Z222 =4
T111+T112 <8
T121+T122
T211+2212 5
T221+T222 <7
—Z111 —T211 +10y11 >0
—T112 —T212 +10y12 >0
—T121 —T221 +10y21 >0
—T122 —Z222 +10y22 >0
T111, 112, T121, T122, T211, X212, T221, 222 € Z>o

Yyi1,  Yi2,  Yoi, Y22 € Z>o
_ )

Euristica costruttiva: il bound primale

Cliente per cliente: si cerca di servirlo da un solo stabilimento, quello che ha tutto quello che
serve; se nessuno basta si spezza 'ordine fra piu stabilimenti. Alla fine si conta [-/w] scatole
per tratta.
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E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sull’istanza il cliente 1 chiede 5 unitd del prodotto 1 e 2 del 2: lo stabilimento 1 ha 8 e 5,
quindi basta da solo. II cliente 2 chiede 4 unita del prodotto 2: dopo la prima spedizione allo
stabilimento 1 ne restano 3, allo stabilimento 2 ce ne sono 7, quindi si spedisce da li. Le tratte
sono due, con 7 e 4 unita: una scatola ciascuna.

2(MILP) < UB = 2.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo oy, libera ai vincoli di domanda (10.9b), B,s < 0 a quelli di disponibilita (10.9¢) e
Yse > 0 al legame (10.9d). II duale é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.5

max Zk: i Whpe Tig 3 Zk: z": g (B (10.10a)
p=1c=1 p=1s=1
soggetto a  ape + Bps — Yse <0, Vpe P, Vse S, VeeC, (10.10b)
wYse < 1, Vs e S, VeeC, (10.10c)
ope Z 0, Vpe P, VeeC, (10.10d)
Bps < 0, Vpe P, Vs €S, (10.10e)
Yse = 0, Vse S, Vee C. (10.10f)
L )

Per l'istanza:
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Modellazione MIP

Il modello dell’istanza

+2021 +4a22+8511+6812+5621 47 P22

maxdai1

soggetto a ai1

+B11
+pB11
+B12
+B12
+B21
+021

—711 <
—712 <
—Y21 <

—711 <
—712 <

0
0
0
—722<0
0
0
0

Q21 +B22
Q22 +B22

—721 <
—¥22 <0
10711 <1
10712 <1
10721 <1
10722 <1
ai1,02, 021, (22 EO
Bi1, Pi2, P21, Boo <0

Y11, Yi2, Y21, Y22=>0

Descrizione. La variabile oy, ¢ il valore di una unita del prodotto p consegnata al cliente c,
Bps il prezzo (non positivo) della disponibilita del prodotto p nello stabilimento s e g, il prezzo
di una unita di spazio sulla tratta da s a c. L’obiettivo (10.10a) valuta a quei prezzi gli ordini
e le disponibilita. I vincoli (10.10b) sono le colonne delle x,s.: spedire una unita del prodotto
p da s a c vale oy + Bps € occupa una unita di spazio al prezzo vs.; il saldo non puo essere
positivo, perché quelle variabili non compaiono nell’obiettivo. I vincoli (10.10c¢) sono le colonne
delle yq.: una scatola offre w unita di spazio, e il loro valore non puo superare 1, cioé quanto
costa la scatola.

Una soluzione duale a mano. Il vincolo (10.10c¢) limita ys. < 1/w: prendiamo il massimo,

Ysc = 1/w. Con B = 0 il vincolo (10.10b) diventa ape < Js. = 1/w: prendiamo aye = 1/w. 11
valore é

La lettura ¢ che ogni unita ordinata occupa 1/w di scatola: ¢ il bound «volumetrico», e coincide
con z(LP).
Un bound intero piu forte
Il bound volumetrico ignora che una scatola non si divide fra due clienti. Ogni cliente ¢ con
almeno un’unita ordinata riceve almeno
k
"szl dpc—‘
w

scatole, e queste scatole sono diverse da quelle degli altri clienti. Sommando su tutti i clienti:
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Cliente unita ordinate scatole minime

1 7 1
2 4 1
totale 11 2

2(MILP) > LB =2,

quasi il doppio del bound volumetrico 11/10.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale, sono
cio che aiuta il solver ad arrivarci. Lo stabilimento 2 serve entrambi i clienti: al cliente 1 con
una scatola contenente 5 unita del prodotto 1 e 2 del 2, al cliente 2 con una scatola contenente
4 unita del prodotto 2.

11
z(MILP) = 2, 2=LB < z(MILP)=2 < UB =2, 2(LP) = z(LP") = 10
I1 gap dell’euristica ¢ nullo, e il bound intero certifica I'ottimalita. La differenza 2—11/10 = 9/10
¢ tutta dovuta all’interezza: il 45% del valore ottimo.

10.5: piano ottimo con 2 scatole

cliente 1
(7 unita')

stab. 1 .

stab. 2

1 scatola cliente 2
. (4 unita')

Figura 10.5: Il piano ottimo: quali stabilimenti servono quali clienti e con quante scatole.

Considerazioni aggiuntive

e [l modello é un flusso multiprodotto con costi solo sui contenitori. Se i costi fossero sul
flusso (per unita trasportata) e non ci fossero scatole, il problema sarebbe un trasporto
puro, risolvibile in tempo polinomiale e con rilassamento intero.

e Le variabili x,s. potrebbero essere continue senza cambiare 'ottimo, perché i dati sono
interi e la matrice del trasporto é totalmente unimodulare a y fissato. Restano intere
perché il problema parla di unita di prodotto.

e Il vincolo (10.9d) usa la stessa capacitd w su ogni tratta. Con scatole di dimensione

(t)

diversa servirebbero piu famiglie ystc , una per tipo, come nel problema 10.4.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 139


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 10.5 — prodotti separati

Prodotti diversi non possono viaggiare nella stessa scatola. Come cambia il modello? Qual
é il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 2 soluzione euristica (UB)
LB 2 bound certificato (LB)
z(MILP) 2 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|
|2(MILP)]

= 0.0%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 0; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

= 0.0%.
UB] %

Una variante svolta: scatole pit piccole

Le scatole contengono 4 unita invece di 10.

Cambia solo il dato w. Sull’istanza 1’ottimo sale da 2 a 3: il cliente 1, che ordina 7 unita, ne
richiede ora almeno [7/4] = 2, e il cliente 2 almeno [4/4] = 1. Il bound intero costruito sopra
diventa 2 + 1 = 3 ed ¢ di nuovo esatto.

Cambia la capacita della scatola, 4 invece di 10, non la struttura: la ricetta resta 5§ = 0
ey =a = 1/w, i vincoli duali restano verificati per costruzione e il bound del rilassamento ¢
sempre «unita ordinate diviso capacita della scatola», cioé 11/4 invece di 11/10 — inversamente
proporzionale alla capacitd, quindi scatole pitl piccole lo alzano. Come nel problema base, pero,
il conteggio per cliente ¢ piu forte: ogni cliente riceve almeno [(sue unita)/4] scatole e le scatole
non si dividono fra clienti, quindi LB = 2 4+ 1 = 3. L’euristica ne usa 3: il sandwich si chiude,
e 'ottimo passa da 2 a 3.

valore che cos’é

UB 3 soluzione euristica

LB 3 conteggio delle scatole per cliente
z(LP) il rilassamento senza i bound
2(LP™T) il rilassamento con i bound
z(MILP) 3 ottimo del MILP

10.6 Campi estivi

Script: python/fam10_6_campi.py Notebook in Colab
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Problema 10.6 — campi estivi

Un’azienda gestisce r € Z>1 campi estivi per ospitare bambini durante le vacanze. Per ogni

campo j € {1,2,...,r}, il valore d; € Z>; ¢ il numero massimo di bambini ospitabili. L’a-
zienda ha ricevuto richieste da bambini di s € Z>; nazionalita diverse: per ogni nazionalita
i€ {l1,2,...,s} cisono f; € Z>¢ bambine e g; € Z>¢ bambini. In ogni campo il numero di
bambine deve essere maggiore o uguale a quello dei bambini, e il numero di bambini della
nazionalita ¢ € {1,2,..., s} deve essere maggiore o uguale a quello di ogni altra nazionalita.

L’azienda vuole massimizzare il numero totale di bambini accettati.
(. J

Il problema a parole. Decidiamo quanti bambini di ciascuna nazionalita e di ciascun sesso
mandare in ciascun campo. L’obiettivo: massimo numero di bambini accettati. [ wvincoli:
non si superano né le disponibilitd né le capacita; e in ogni campo valgono le due regole di
composizione.

Dati (input del modello)

Simbolo Tipo Significato

S € L numero di nazionalita, i € {1,2,...,s}

r € L1 numero di campi, j € {1,2,...,7}

fi € Z>o bambine disponibili della nazionalita ¢

Gi € Z>o bambini disponibili della nazionalita ¢

d; € Zi>q capacita del campo j

c €{1,2,...,s} nazionalita che deve essere maggioritaria

Variabili decisionali

Le variabili non sono binarie ma conteggi: 21 s variabili intere non negative,
x;; = bambine della nazionalita ¢ nel campo j,

¥i; = bambini della nazionalita ¢ nel campo j.

Modello 10.6 — campi estivi
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max Z Z(@“Z] + yij) (10.11a)

i=1 j=1
T
soggetto a Zazij < fi, Vie{l,2,...,s}, (10.11b)
j=1
T
> i < i, Vie{1,2,...,s}, (10.11c)
j=1
S
> (zij + i) < dj, Vie{1,2,...,r}, (10.11d)
=1
S
Z(ﬂfzj — yz’j) >0, Vie{l,2,...,r}, (10.11e)
=1
Zej + Yej — Tij — Yij = 0, Vie{1,2,...,s}, i#¢c Vje{l,2,...,1}, (10.11f)
i; € Lo, Vie{1,2,...,s}, Vje{1,2,...,r}, (10.11g)

yij € Lo, Vie{1,2,...,s}, Vie{l,2,...,r}. (10.11h)

J

Descrizione. 1 vincoli (10.11b) e (10.11c) limitano le disponibilita (2s vincoli); i vinco-
li (10.11d) le capacita (r vincoli); i (10.11e) impongono «bambine > bambini» in ogni cam-

po (r vincoli); i (10.11f) impongono che la nazionalitd ¢ non sia meno di ciascuna altra, una

disuguaglianza per ogni coppia nazionalita-campo ((s — 1) r vincoli).

Il vincolo di maggioranza con piu di due nazionalita

Il vincolo (10.11f) traduce l’enunciato alla lettera: la nazionalita ¢ non ¢ meno di ciascuna
altra, una disuguaglianza per ogni coppia, (s— 1) r in tutto. C’¢ perd una seconda scrittura,
piu breve, che é facile confondere con questa:

Tej + Yej 2= Z(iﬁzg + ij) Vie{l,2,...,r},
i#c

cioé r disuguaglianze invece di (s—1) r. Dice un’altra cosa, ed é pit forte: che la nazionalita
c non sia meno di tutte le altre messe insieme, cioé che occupi almeno meta dei posti di ogni
campo. Le due letture coincidono per s = 2 — con una sola «altra» nazionalitd la somma
ha un addendo solo — e divergono per s > 2, dove la forma aggregata taglia soluzioni che
I’enunciato permette. La scelta va fatta leggendo il testo, non per comodita di scrittura:
meno vincoli non vuol dire modello migliore se non sono i vincoli del problema.
Sull’istanza di questo esercizio s = 2, quindi le due forme danno gli stessi numeri; ed ¢
proprio per s = 2 che 'argomento combinatorio piti avanti puo leggere la maggioranza come
«meta dei posti».

I due bound che costruiamo qui sotto — quello primale, dall’euristica, e quello duale, dal

rilassamento — riproducono in forma didattica i due lati del sandwich che il solver cerca

progressivamente di chiudere.

Autore: Fabio Furini
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11

12

13

Modellazione MIP

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("campi")
x = m.addVars(s, r, vtype=GRB.INTEGER, name="x"
y = m.addVars(s, r, vtype=GRB.INTEGER, name="y")
m.setObjective (gp.quicksum(x[i, j] + y[i, j] for i in range(s) for j in
range (r)),
GRB.MAXIMIZE)
m.addConstrs ((x.sum(i, "x") <= f[i] for i in range(s)), name="bambine")
m.addConstrs ((y.sum(i, "*") <= g[i] for i in range(s)), name="bambini")
m.addConstrs ((gp.quicksum(x[i, j] + y[i, j] for i in range(s)) <= d[j]
for j in range(r)), name="capacita")
m.addConstrs ((gp.quicksum(x[i, j] - y[i, j] for i in range(s)) >= 0
for j in range(r)), name="parita")
m.addConstrs ((x[c, jl + ylc, jl - x[i, jl - yli, jl >= 0
for i in range(s) if i != ¢ for j in range(r)), name="
maggioranza")
L’istanza

s = 2 nazionalita, r = 2 campi, ¢ = 1:

=1 i=2 ,
fZ 8 : 10 i=1 =2
gz i1 dj |15 8

In tutto ci sono 34 bambini disponibili e 23 posti.

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max 11 +2I12 +T21 +T22 +Y11 +Y12 +Y21 +Y22
soggetto a x11 +x12 <8
T21 +T22 <10
Y11 tY12 <4
Y21 +y22 <12
r11 +T21 +y11 +y21 <15
T12 +T22 +y12 +y22 <8
z11 +21 —Y11 —Y21 >0
T12 +T22 —Y12 —y22 >0
T11 —T21 +y11 —Y21 >0
12 —T2o +y12 —Y22 >0
Ti1, Ti2, T21, X22 € Z>o
Y11, Y12, Y21, Y22 € Zxo

Autore: Fabio Furini
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Euristica costruttiva: il bound primale

Il problema ¢ di massimo. Si riempie un campo per volta, prendendo prima la nazionalita
maggioritaria (bambine e poi bambini) e poi le altre, e fermandosi appena uno dei tre vincoli
si romperebbe.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sull’istanzas:

e Campo 1 (capacita 15): si prendono tutte e 8 le bambine e tutti e 4 i bambini della
nazionalita 1, poi 3 bambine della nazionalitd 2. Il campo é pieno: 15 posti, 12 della
nazionalita 1 contro 3 della 2 (maggioranza rispettata), 11 bambine contro 4 bambini
(parita rispettata).

e Campo 2 (capacita 8): la nazionalita 1 & esaurita, quindi qualunque bambino della
nazionalita 2 violerebbe la maggioranza. Il campo resta vuoto.

2(MILP) > LB = 15.

Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo «;, 3;,7; > 0 ai tre gruppi di vincoli < e dj,; > 0 ai due gruppi di vincoli di
composizione. Il duale del rilassamento LP é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.6

s s r
min Zfiai+zgi/8i+zdj Yj (10.12a)
i=1 i=1 j=1
soggetto a . +y; —0j — Zakj >1, Vie{l,2,...,r}, (10.12b)
ke
gc+%.+5j_zgkj > 1, Vie{1,2,...,r}, (10.12¢)
kc
o+ — 05 +¢€5 > 1, Vi#c, Vje{l,2,...,r}, (10.12d)
Bit+08i+ey>1, Vidte Vie{l,2,...,r} (10.12¢)
a; >0, Vie{1,2,...,s}, (10.12f)
8; >0, Vie{1,2,...,s}, (10.12g)
~; >0, Vie{l,2,...,r} (10.12h)
5; >0, Vie{1,2,...,r} (10.12i)
e; >0,  Vike Vje{l,2,...,r}, (10.12j)
. )

Per l'istanza:
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Il modello dell’istanza

min8a; +10c2+451+1282+15v1 +872
soggetto a aq +7 —61 —€a1 >1
B1 +m +61 —ea >1
o1 +v2 —02 —g222>1
B +2 +62 —e222>1
2 +71 -1 +e21 >1
Bz +m +61  +ea >1
2 +v2 =02 +er>1
B +v2  +02 +e22>1
ai, Qa2 >0
B, B2 >0
7, 2 >0
01, 02 >0
€21, €222>0

. J

Descrizione. La variabile a; ¢ il prezzo di un posto per le bambine della nazionalita i e
B; quello per i bambini; «y; ¢ il prezzo di un posto nel campo j, d; il prezzo del vincolo di
parita e €;; quello del confronto fra la nazionalita ¢ e la nazionalita maggioritaria nel campo j.
L’obiettivo (10.12a) valuta a quei prezzi le disponibilita di ciascuna nazionalita e le capacita
dei campi.

I vincoli duali sono le colonne del primale, e si dividono in due blocchi perché la nazionalita ¢
compare nei confronti in modo diverso dalle altre. I (10.12b) sono le colonne delle z.;: accettare
una bambina della nazionalita maggioritaria consuma un posto della sua nazionalita e uno del
campo, alza di una unita la parita e allenta tutti i confronti di quel campo, uno per ogni altra
nazionalitd — di qui la somma con il segno meno. I (10.12d) sono le colonne delle z;; con
i # ¢ quella bambina stringe un confronto solo, il suo. In entrambi i casi il valore complessivo
deve coprire ['unita che quella bambina porta all’obiettivo primale. I vincoli (10.12¢) e (10.12¢)
dicono la stessa cosa per i bambini, con il segno della parita rovesciato.

Una soluzione duale a mano. La ricetta pitl semplice valuta la sola capacita: o = 8 =
0 =¢e=0evy; =1 per ogni campo. Tutti i vincoli duali diventano v; > 1 e sono soddisfatti, e

T
UB =Y dj=15+8=23.
j=1

La lettura ¢ ovvia: ogni bambino accettato occupa un posto, quindi non se ne possono accettare
piu di quanti sono i posti. Ed & anche ottima: sul rilassamento senza i bound z(LP) = 23.

Altri due argomenti combinatori

I1 bound 23 non ¢ 'unico che si puo leggere dai dati. Il vincolo (10.11f) dice che in ogni campo
la nazionalita ¢ occupa almeno meta dei posti; poiché di quella nazionalita ci sono in tutto
fe+ge = 12 bambini, gli accettati sono al pit 2-12 = 24. Analogamente il vincolo (10.11e) dice
che in ogni campo le bambine sono almeno la meta, e di bambine ce ne sono 18: gli accettati
sono al pitt 2 - 18 = 36.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 145


https://github.com/fabiofurini/modellazione-mip
https://sites.google.com/view/fabiofurini/home-page
https://www.diag.uniroma1.it/

Modellazione MIP

Argomento bound superiore
capacita dei campi 23
nazionalita maggioritaria 24
bambine disponibili 36

Su questa istanza vince la capacita, ma non € una regola: la variante 1la piu avanti allarga il
campo 1 e fa passare il comando alla nazionalita maggioritaria.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci.

campo 2

bambine bambini

campo 1
bambine bambini

nazionalita 1 8 0 0 4
nazionalita 2 1 6 4 0
totale ‘ 15 su 15 ‘ 8 su 8

Entrambi i campi sono pieni: z(MILP) = 23, e la catena dei bound ¢
15= LB < 2(MILP) =23 = 2(LP) = UB.

Il gap dell’euristica ¢ del 34,8%, e il bound duale chiude il problema: tutto il divario stava dal
lato della soluzione, non del certificato. L’errore dell’euristica ¢ chiaro: esaurisce la nazionalita
maggioritaria nel primo campo, e nel secondo non resta nessuno che possa fare da maggioranza.

10.6: euristica 15 contro ottimo 23

1504 = -

12.5 -

10.0 -

bambini accettati
(9] ~
o u

N
(6]
|

©
o
1

euristica ottimo euristica ottimo
1 1

campo 1 campo 2

B euristica: naz. maggioritaria I ottimo: naz. maggioritaria = = capacita'
B euristica: altre I ottimo: altre

Figura 10.6: Bambini accettati per campo, divisi fra nazionalitd maggioritaria e altre, nella
soluzione euristica e in quella ottima; la linea tratteggiata ¢ la capacita.
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Considerazioni aggiuntive

e Le variabili sono intere ma non binarie: € la prima famiglia del corso in cui i conteggi
hanno valori grandi, e il rilassamento resta comunque stretto perché i vincoli sono tutti
di somma.

e [l vincolo di parita e quello di maggioranza sono indipendenti: si possono avere campi
con molte bambine e poca nazionalita ¢, e viceversa. Sull’istanza é proprio il secondo a
mordere.

e Se una nazionalitd avesse zero bambini disponibili, il vincolo di maggioranza la esclude-
rebbe automaticamente da ogni campo in cui compare qualcun altro: un caso limite che
vale la pena controllare sui dati.

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 10.6 — una nazionalita non divisibile

Per motivi organizzativi i bambini della nazionalita 1 devono stare tutti nello stesso campo.

Come cambia il modello? Qual ¢é il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

LB 15  soluzione euristica (LB)
UB 23 bound certificato (UB)
z(MILP) 23 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|LB — z(MILP)|
|2(MILP)|

= 34.8%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 8; in percentuale, rapportato alla

soluzione euristica,
UB - LB

= 53.3%.
17 %

Una variante svolta: un campo pit grande

Il campo 1 viene ampliato e arriva a 20 posti.

Cambia solo il dato dy. La capacita totale sale a 28, ma I'ottimo si ferma a 24: comanda ora il
secondo argomento combinatorio, quello della nazionalita maggioritaria, 2-(fi+¢1) = 2-12 = 24.
E un buon esempio del fatto che il bound «giusto» cambia con l'istanza: la ricetta duale vi =1
darebbe 28, peggiore.

Il campo 1 passa da 15 a 20 posti: cambia un dato, non la struttura. La ricetta é quella del
problema base — 7; = 1 e tutte le altre duali a zero, perché ogni bambino accettato occupa un
posto — e restituisce ) ; d;, che adesso vale 28 invece di 23. Il certificato non cambia forma:
cambia il dato che somma. L’euristica riempie i campi in ordine e arriva a 20, 'ottimo é 24.
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valore che cos’é

UB 28  certificato duale costruito a mano
LB 20  soluzione euristica

z(LP) 24 rilassamento senza i bound
z(LPT) 24 rilassamento con i bound
z(MILP) 24 ottimo del MILP

10.7 Suddivisione antitrust

Script: python/fam10_7_antitrust.py Notebook in Colab

Problema 10.7 — suddivisione antitrust

Un’azienda ha s € Z>; filiali e vende r € Z>; prodotti. Per ogni filiale i € {1,2,...,s} e
ogni prodotto j € {1,2,...,r}, il valore v;; € Q>¢ ¢ il fatturato in milioni di euro generato
da quella filiale con quel prodotto. Per effetto di una nuova norma antitrust ’azienda deve
dividersi in due societd piu piccole; ogni filiale é indivisibile e va assegnata a esattamente
una delle due. L’azienda vuole partizionare le filiali minimizzando la massima differenza, fra

tutti i prodotti, dei fatturati delle due nuove societa.
. J

Il problema a parole. Decidiamo a quale delle due societa va ciascuna filiale. L obiettivo:
rendere le due societa il pit simili possibile, misurando la somiglianza sul prodotto in cui vanno
peggio. Il vincolo: ogni filiale a una sola societa.

Variabili decisionali

Basta una famiglia di s binarie:

1 se la filiale ¢ va alla societa A, .
T = Vie{l,2,...,s},

0 se va alla societa B,

pill una variabile libera z per il min-max.

Si potrebbe anche dichiarare z > 0: i due vincoli la tengono sopra un valore assoluto, quindi
non negativa, e la soluzione non cambierebbe. La si lascia libera perché € la scelta che si vede
nel duale — la colonna di una variabile libera da un vincolo di uguaglianza, ed & da 1i che viene
la condizione Zj()\j + pj) = 1 — e perché cosi la non negativita resta una conseguenza del
modello, non un’ipotesi aggiunta a mano.

Una famiglia o due?

L’enunciato classico introduce due famiglie, x; e y;, con il vincolo x; +y; = 1. Le due
scritture sono equivalenti, perché y; = 1 — z;: sostituendo si ottiene esattamente il modello
qui sotto, con s variabili e s vincoli in meno. Conviene tenere la forma aggregata finché
le societd sono due; con tre o piul societa la forma disaggregata Zi:l i = 1 & l'unica
possibile, ed é quella che si estende. Riconoscere quando due modelli sono la stessa cosa €
parte del mestiere: qui la verifica & una sostituzione, in altri casi (problema 9.2) richiede
una dimostrazione.

Con Tj = >"7 , v;j il fatturato totale sul prodotto j, il fatturato di A ¢ >_7_; v;; 2; e quello
di BeT; — Y7 vz laloro differenza ¢ 237 | vz — Tj.
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Modello 10.7 — suddivisione antitrust

min z (10.13a)
S
soggetto a 2z — QZvij z;+T; >0, Vie{l,2,...,r}, (10.13b)
i=1
S
242> vz —T; 20, Vie{1,2,...,r} (10.13c¢)
i=1
z; € {0,1}, Vie{1,2,...,s}, (10.13d)
zZ0. (10.13e)
- J

Descrizione. L’obiettivo (10.13a) ¢ lo squilibrio peggiore. I vincoli (10.13b) e (10.13c), uno
per prodotto ciascuno, dicono che z non ¢ piu piccolo dello squilibrio del prodotto j né del
suo opposto: insieme impongono z > ‘2 > vij i — T ‘, e il minimo li rende un’uguaglianza sul
prodotto peggiore.

Valore assoluto e min-max in due righe

Le due disuguaglianze (10.13b) e (10.13c) dicono

S
—z < QZUUJUZ-—T]- < z,

i=1

cioé z > ‘2 Yo By — TJ‘ per ogni prodotto j. Poiché z compare da sola nell’obiettivo di
minimo, all’ottimo vale esattamente il massimo dei valori assoluti: ¢ la tecnica 6.6 (min-max)
applicata alla tecnica 6.7 (valore assoluto). Il verso «z non ¢ piu grande del necessario» non
é imposto da alcun vincolo, ma dall’ottimalita: se z fosse pitl grande, si potrebbe abbassarlo
restando ammissibili.

Il modello in gurobipy

m = gp.Model("antitrust")
x = m.addVars(s, vtype=GRB.BINARY, name="x"
z = m.addVar (1lb=-GRB.INFINITY, name="z"
m.setObjective(z, GRB.MINIMIZE)
for j in range(r):
tot = sum(v[i]l[j] for i in range(s))
m.addConstr(z - 2 * gp.quicksum(v[i][j] * x[i] for i in range(s)) +
tot >= 0)
m.addConstr(z + 2 * gp.quicksum(v[i]J[j] * x[i] for i in range(s)) -
tot >= 0)
L’istanza

s = 4 filiali, » = 3 prodotti:
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Vyj j=1 j=2 j=3| totale filiale
1=1 3 3 2 8
1=2 6 8 5 19
1= 3 4 4 11
1=4 2 7 9 18
T, | 14 22 20 |

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min z
soggetto a —6x1 —12x2 —6x3 —4x4 +2>—14
6x1 +12x2 +6x3 +4x4 +22>14
—6x1 — 1622 —8x3 —14x4 +2> —22
6x1 +16x2 +8x3 +14x4 +2 > 22
—4x1 —10x2 —8x3 —18x4 +2 > —20
4z +10x2 +8x3 +18x4 +2 > 20
r1, T2, T3, ze €40,1}

>
z<0

. J

Euristica costruttiva: il bound primale

Si assegnano le filiali in ordine di fatturato complessivo decrescente, ciascuna alla societa che
al momento fattura meno in totale. E I’analogo della LPT per lo scheduling.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

Sull’istanza i totali sono 8,19, 11,18, quindi l'ordine ¢& 2,4,3,1: la filiale 2 ad A (4 =19), la 4
aB (B=18),la3a B (B=29),lalad A (A=27). Siottiene A = {1,2}, B = {3,4}, con
differenze 4, 0 e 6 sui tre prodotti:

2(MILP) < UB = 6.

Rilassamento LP e duale: il bound vale zero

Associamo Aj; > 0 ai vincoli (10.13b) e p; > 0 a quelli (10.13¢c). La colonna di z (variabile
libera) da un vincolo di uguaglianza:

Duale del rilassamento LP del modello 10.7
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max Z T (g — Aj) (10.14a)
j=1
soggetto a Z()\j + pui) =1, (10.14b)
j=1
2> vy (g — Ay) <0, Vie{1,2,...,s}, (10.14c)
j=1
>0, Vie{1,2,...,7}, (10.14d)
p; >0, Vie{1,2,...,r). (10.14e)
(& J

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max —14X\1 —22 2 —20A3 +14p1 +22pu2 +20u3
soggetto a At FAe A3 4 Hpe +ps=1
—6A1 —6X2 —4)A3 +6pu1 +6u2 +4us <0
—12X; —16X2 —10A3 +1241 +1642 +10u3 <0
—6A1 —8X2 —8A3 +6p1 +8u2 +8u3 <0
—4X 1 —14X2 —18\3 +4p1 +14p2 +18u3 <0
A1, Ao, A3 >0
B, p2, w320

Descrizione. Le variabili \; e u; sono i prezzi dei due vincoli che stringono lo squilibrio del
prodotto j, uno da sopra e uno da sotto. L’obiettivo (10.14a) valuta a quei prezzi il totale T} di
ciascun prodotto. Il vincolo (10.14b) & la colonna di z: la variabile compare in tutti i vincoli con
coefficiente 1 e nell’obiettivo primale con costo 1, quindi i prezzi dei 2r vincoli devono sommare
esattamente a uno — il duale distribuisce un’unica unita di peso fra i prodotti. I vincoli (10.14c)
sono le colonne delle x;: spostare la filiale ¢ da una societa all’altra cambia di 2v;; lo squilibrio
del prodotto j, e la somma pesata di questi spostamenti non pud essere positiva, perché le z;
non compaiono nell’obiettivo.

Una soluzione duale a mano Prendiamo \; = f1 = 1/2 e tutto il resto zero: il vinco-
lo (10.14b) & soddisfatto, p1; — A; = 0 per ogni j e quindi anche i vincoli (10.14c). II valore &
LB =0.

Nessuna soluzione duale ammissibile vale piti di zero. Infatti, posto 6; = p; — A;, 'obiettivo
é Z;zl T;0; e i vincoli (10.14c) impongono 25:1 v 0; < 0 per ogni filiale; sommando su
tutte le filiali si ottiene 22:1 T;0; < 0. Il duale vale dunque al piu 0, e per dualita forte
z(LP) = 0.

Il certificato primale & ancora piu semplice: la soluzione frazionaria x; = 1/2 per ogni filiale
con z = 0 é ammissibile per il rilassamento e pareggia esattamente ogni prodotto. Mezza
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filiale a ciascuna societa: legittimo per I'LP, privo di senso per il problema.

Un bound combinatorio, prodotto per prodotto

Se il rilassamento non dice niente, bisogna cercare altrove. Per ogni prodotto j si puo calcolare,
guardando quel solo prodotto, il minimo squilibrio ottenibile:

QZUM —TJ‘
€S

E il classico problema della partizione su una sola colonna, e con s piccolo si risolve per enume-

g; = min
T sc{1,2,08)

razione (2° sottoinsiemi). Ogni partizione ammissibile del problema completo ¢ in particolare
una partizione per il prodotto j, quindi il suo squilibrio sul prodotto j ¢ almeno g;; poiché
I’obiettivo ¢ il massimo su tutti i prodotti,

z(MILP) > m]axgj.

Sull’istanza:

Prodotto totale T; g;

1 14 2
2 22 0
3 20 2

(sul prodotto 1 i valori sono 3,6,3,2: la somma 7 non é raggiungibile da alcun sottoinsieme, e
il meglio & 6 contro 8, cioé g; = 2). Quindi

z(MILP) > LB = 2,
un bound che il rilassamento LP non vede, perché nasce dall’interezza e non dai vincoli.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci. La partizione ottima ¢ A = {2,3} e B = {1,4}, con
differenze 4, 2 e 2 sui tre prodotti:

z(MILP) = 4,

e la catena dei bound ¢é
2=LB < z(MILP)=4 < UB =6, z(LP) = z(LP+) =0.

Il gap dell’euristica ¢ del 50%. Si noti che LB non ¢ il valore del duale (0) ma il bound
combinatorio: nella tabella riassuntiva del capitolo la colonna si chiama «bound certificato»
proprio per questo.

Considerazioni aggiuntive

e Il problema con un solo prodotto é il number partitioning, uno dei ventuno problemi
NP-completi di Karp. Con piu prodotti € la sua versione vettoriale, e resta NP-difficile.
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10.7: partizione ottima, squilibrio peggiore 4
12 - |diff| = 4 iff] = 2 |diff| = 2

=
o
1

fatturato (milioni)
(o)}

prodotto 1 prodotto 2 prodotto 3

Il societa' A Il societa' B

Figura 10.7: Fatturato delle due societa ottime, prodotto per prodotto, con la differenza in
evidenza.

e Il bound combinatorio si puo rafforzare: invece del massimo dei g; si puo cercare, per ogni
coppia di prodotti, il minimo del massimo dei due squilibri. Il costo cresce ma il bound
migliora, ed é la stessa idea del surrogate relazation.

e [’obiettivo min-max non é l'unico possibile: minimizzare la somma delle differenze &
un’altra scelta legittima e da un modello con r variabili ausiliarie invece di una (vedi la
domanda 10.9).

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 10.7 — min-sum invece di min-max

Si vuole minimizzare la somma delle differenze su tutti i prodotti invece della differenza

peggiore. Come cambia il modello? La partizione ottima é la stessa?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 6 soluzione euristica (UB)
LB 2 bound certificato (LB)
z(MILP) 4 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|

Z(MILP)] = 50.0%.
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e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percio non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 4; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB - LB

= 66.7%.
03] %

Una variante svolta: due filiali inseparabili

Le filiali 1 e 2 condividono la sede e devono restare nella stessa societa.

Si aggiunge il singolo vincolo lineare
Tr1 — T2 = 0,

cioé «entrambe ad A oppure entrambe a By». Sull’istanza ’ottimo peggiora da 4 a 6: le uniche
partizioni ammissibili con 1 e 2 insieme sono {1,2}, {1,2,3} e {1,2,4} (con i complementi), e
la migliore é proprio quella trovata dall’euristica.

L’uguaglianza x1 — xo = 0 aggiunge al duale una o libera, che compare con il segno piu
nella colonna della filiale 1 e con il meno in quella della filiale 2. Il suo termine noto é zero,
quindi I'obiettivo non cambia: il rilassamento vale 0 come nel problema base, e per la stessa
ragione. Il bound utile é di nuovo combinatorio: tenendo insieme le filiali 1 e 2, il miglior
squilibrio possibile sui tre prodotti vale 4, 0 e 2, e ogni partizione ammissibile deve rispettarli
tutti, quindi z(MILP) > 4. Con le filiali libere era 2: legare due filiali alza il bound.

valore che cos’é

UB 6 soluzione euristica

LB 4  squilibrio minimo con le filiali 1 e 2 legate
z(LP) 0 rilassamento senza i bound

2(LPY) 0 rilassamento con i bound

z(MILP) 6 ottimo del MILP

10.8 Distribuzione dei brani sui CD

Script: python/fam10_8_cd.py Notebook in Colab

Problema 10.8 — brani sui CD

Una casa discografica pubblica una raccolta di n € Z>; brani. Per ogni brano ¢ €
{1,2,...,n}, il valore d; € Q> ¢ la durata in minuti. La raccolta va distribuita su m € Z>
compact disc; ogni brano va assegnato a esattamente un CD, e ogni CD j € {1,2,...,m}
deve contenere almeno w; € Z>1 brani. La casa discografica vuole minimizzare la differenza

fra la durata complessiva del CD pitt lungo e quella del piu corto.
\ J

Il problema a parole. Decidiamo su quale CD finisce ogni brano. L’obiettivo: CD il piu
possibile omogenei per durata. I vincoli: ogni brano su un CD solo, e nessun CD troppo scarno.

Variabili decisionali

nm variabili binarie e due variabili continue non negative:

1 se il brano i va sul CD j,
Tii =
“ 0 altrimenti,
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y = durata del CD piu lungo, z = durata del CD piu corto.

Modello 10.8 — brani sui CD

min y— =z (10.15a)
m
soggetto a inj =1, Vie{1,2,...,n}, (10.15b)
j=1
n
> @iy >y, Vie{1,2,...,m}, (10.15¢)
i=1
n
= iz +y >0, Vie{1,2,...,m}, (10.15d)
=1
n
> dimij— 220, Vie{1,2,...,m}, (10.15¢)
=1
xi; € {0,1}, Vie{1,2,...,n}, Vje{1,2,...,m}, (10.15f)
y, z>0. (10.15g)
. J

Descrizione. L’obiettivo (10.15a) ¢ la differenza fra la durata pit lunga e la pia corta. I
vincoli (10.15b), uno per brano, dicono che ogni brano finisce su esattamente un CD. I vinco-
li (10.15¢), uno per CD, impongono il numero minimo di brani. I vincoli (10.15d), uno per CD,
spingono y sopra ogni durata, e i vincoli (10.15¢e), sempre uno per CD, spingono z sotto ogni
durata: nel minimo la prima diventa il massimo delle durate e la seconda il minimo.

Due variabili ausiliarie, due versi diversi

I vincoli (10.15d) dicono y > >, djz;; per ogni CD: y & almeno il massimo. I vinco-
li (10.15¢) dicono z < D7 | d;z;; per ogni CD: z & al pia il minimo. L’obiettivo min (y — z)
spinge y verso il basso e z verso ’alto, quindi all’ottimo y vale esattamente la durata mas-
sima e z esattamente la minima. E la tecnica 6.5 usata due volte, in due versi opposti: si
noti che serve un obiettivo che spinga nella direzione giusta entrambe le variabili, altrimenti
una delle due resterebbe indeterminata.

Il modello in gurobipy

mod = gp.Model("cd")
x = mod.addVars(n, m, vtype=GRB.BINARY, name="x"
3 y = mod.addVar (name="y")

z = mod.addVar (name="z"
5 mod.setObjective(y - z, GRB.MINIMIZE)
5 mod.addConstrs ((x.sum(i, "*") == 1 for i in range(n)), name="brano")
mod .addConstrs ((x.sum("*", j) >= w[j] for j in range(m)), name="minimo"
)

mod . addConstrs ((y - gp.quicksum(d[i] * x[i, j] for i in range(mn)) >= 0
for j in range(m)), name="massimo"

mod .addConstrs ((gp.quicksum(d[i] * x[i, j] for i in range(n)) - z >= 0
for j in range(m)), name="minimo_durata")
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L’istanza

n = 6 brani, m =2 CD, w; = 1:

|i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6
| 5

d; 6 7 3 4 10

La durata totale ¢ 35 minuti.

Il modello per l'istanza:

Il modello dell’istanza

min Yy—z
soggetto a 11 +T12 =1l
T21 +x22 =
T31 +T32 =
T41 +T42 =
Ts51 +Ts2 =
Te1 +Te2 =1
11 +x21 +x31 +z41 +T51 +T61 >1
T12 +T22 +T32 +T42 +T52 +T62 >1
—5x11 —6x21 —Tx31 —3x4 —4xs5, —10x61 +y >0
—5x12 —6x22 —Tx32 —3x42 —4zs —10xz62+y >0
dT11 +6x21 +Tx31 +3T41 +4x51 +10z61 —22>0
512 46222 +Tx32 +3x42 +4x52 +10x62 —22>0
T11, T12, 21, X222, L31, 32, T41, T42, T51, T52,  T6l, T62 €{0,1}
y >0
z22>0
L J

Due euristiche a confronto: il bound primale

La regola di inserimento € sempre la stessa — ogni brano sul CD attualmente piu corto — ma
I’ordine in cui si scorrono i brani cambia molto il risultato.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

(a) Ordine naturale. 5 — CDI1, 6 - CD2, 7 — CD1, 3 — CD2, 4 — CD2, 10 — CD1.
Durate finali 22 e 13: differenza 9.

(b) Ordine per durata decrescente (LPT). 10— CD1, 7 — CD2, 6 — CD2, 5 — CDI,
4 — CD2, 3 — CD1. Durate finali 18 e 17: differenza 1.

La stessa regola, con due ordini diversi, da 9 e 1. Si tiene la migliore:

2(MILP) < UB = 1.
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Rilassamento LP e duale: di nuovo zero

Associamo «; libera ai vincoli (10.15b) (uguaglianze), 8; > 0 a (10.15¢), 75 > 0 a (10.15d) e
dj > 0 a (10.15¢). Le colonne di y e di z danno 372,y =1e > ", 0; = 1.

Duale del rilassamento LP del modello 10.8

n m
max Z a; + Z wj B (10.16a)
i=1 j=1
soggetto a Z’yj =1, (10.16b)
j=1
> 6=1, (10.16¢)
j=1
ai+ﬁj—di7j+di(5j§0, Vi€{1,2,...,n}, VjE{l,Q,...,m}, (10.16d)
a; 20, Vie{1,2,...,n}, (10.16e)
B; >0, Vie{1,2,...,m}, (10.16¢)
v =0, Vie{l,2,...,m}, (10.16g)
5; >0, Vi e{1,2,...,m}. (10.16h)
\ J

Per l'istanza:
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Modellazione MIP

Il modello dell’istanza

max aq+as+as+as+as+as+B1+62

soggetto a M A 1
61 +o2=1

a +B1 =51 4581 <0
a +52 —572 1582 <0
o2 +B1 —6m1 +60, <0

o2 +62 —672 +662 <0

o3 +B1 - +78; <0

o8 +52 —T72 +762<0

e +B1 =37 +301 <0

o4 +B2 —372 +36,<0

as +p61 —4m 148, <0

s +B2 —4y; 146, <0

ag+f1 —10m +104, <0

as  +P2 ~1072 +1082 <0

a1, a2, a3, 4, A5, Qp EO
B1, P2 >0

71, Y2 >0

01, 62>0

Descrizione. La variabile o ¢ il valore del brano 7, 3; il prezzo del numero minimo di brani
sul CD j, mentre 7; e d; sono i pesi con cui il CD j entra rispettivamente nella durata massima e
in quella minima. L’obiettivo (10.16a) valuta i brani e le soglie w;. I vincoli (10.16b) e (10.16¢)
sono le colonne di y e di z: ciascuna delle due variabili compare in un vincolo per CD e
nell’obiettivo primale con coefficiente £1, quindi i rispettivi pesi devono sommare a uno. I
vincoli (10.16d) sono le colonne delle z;;: mettere il brano i sul CD j soddisfa il suo vincolo di
assegnamento (o), contribuisce al minimo di brani (f;) e sposta di d; le due durate; il saldo
non puo essere positivo, perché le z;; non compaiono nell’obiettivo.

Una soluzione duale a mano. Con %; = 5j =1/mea = = 01 due vincoli di
uguaglianza sono soddisfatti e i vincoli (10.16d) diventano —d;/m + d;/m = 0 < 0. Il valore ¢
LB =0.

Che il rilassamento valga zero si vede meglio dal lato primale: mettendo x;; = 1/m per ogni
brano e ogni CD, ogni CD «dura» 35/2 = 17,5 minuti e la differenza ¢ nulla. EE ammissibile
per il rilassamento e privo di senso per il problema, perché un brano non si spezza. Il
rilassamento LP dei modelli di bilanciamento ¢ quasi sempre cosi: pareggia tutto e vale
zZero.

Un argomento di parita che chiude il problema

Le durate sono numeri interi e i CD sono due: le loro durate ¢; e go sono interi che sommano a
q = 35, che & dispari. Due interi che sommano a un numero dispari non possono essere uguali,
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Modellazione MIP

e la loro differenza |q; — ¢2| ha la stessa parita di g, cioé ¢ dispari. Una differenza dispari e non
negativa vale almeno 1:
z(MILP) > LB = 1.

L’euristica LPT raggiunge esattamente 1: i due bound coincidono, e la soluzione euristica &
ottima. Lo si sa prima di chiamare il solver, ed ¢ il caso pitt netto del corso in cui un argomento
combinatorio di due righe fa il lavoro che il rilassamento LP non riesce a fare.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci.

brani durata

CD1 1,2,3 18
CD2 4,56 17

1=LB < 2(MILP)=1 < UB =1, 2(LP) = z(LP") = 0.

Il gap dell’euristica ¢ nullo. Si noti che la soluzione trovata dal solver non ¢ quella dell’euristica
LPT (che metteva i brani 6,1,4 su un CD e 3,2, 5 sull’altro), ma ha lo stesso valore: il problema
ha pit ottimi.

10.8: la differenza scendeda9al

CD 1: 22

ingenua - differenza 9

CD 2:13

differenza 1

CD 1:18

ottimo - differenza 1

CD 2: 17

10 15 20 25 30
durata del CD (minuti)

o -
ul

Figura 10.8: Durata dei due CD nelle tre soluzioni: euristica ingenua, LPT e ottimo.

Considerazioni aggiuntive

e L’argomento di parita vale cosi com’é per m = 2. Con m = 3 va rifatto: 35 non ¢ divisibile
per 3, quindi le tre durate non possono essere tutte uguali, ma il minimo scarto non & piu
immediato. Sull’istanza con tre CD 'ottimo vale 2 (durate 13,11,11).

e Il vincolo Y " | #;; > w; con w; = 1 non morde mai all’ottimo: una soluzione che lasciasse
un CD vuoto avrebbe z = 0 e quindi differenza pari alla durata totale. Serve perd nel
modello, perché senza di esso il rilassamento avrebbe soluzioni degeneri.
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e Minimizzare y — z non ¢ equivalente a minimizzare y (il makespan): la seconda ¢ la
formulazione classica dello scheduling su macchine parallele, e ha ottimi diversi. E la
stessa differenza fra «bilanciare» e «finire presto».

Domande di modellazione aggiuntive

Domanda di modellazione 10.8 — un supporto piu piccolo

I1 CD 1 ¢é un supporto ridotto e non puo superare i 15 minuti. Come cambia il modello?
Qual ¢ il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’e

UB 1 soluzione euristica (UB)
LB 1 bound certificato (LB)
2(MILP) 1 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|
|2(MILP)]

= 0.0%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percid non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 0; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB — LB
— = 0.0%.
0B %

Una variante svolta: tre CD

La raccolta si distribuisce su tre CD invece che su due.

Cambia solo il dato m, da 2 a 3 (e la lista w). Sull’istanza 'ottimo sale a 2: con tre CD
la durata totale 35 non si divide in parti uguali, e 'argomento di paritd va rifatto. Il brano da
10 minuti ¢ il vincolo strutturale: se sta da solo su un CD, quel CD dura 10 e gli altri due si
dividono 25, con un massimo di almeno 13; se sta con il brano da 3, si ottengono 13,11,11 e la
differenza é 2.

Con tre CD invece di due la struttura non cambia: le colonne di y e z chiedono che le v e le §
sommino a uno, e spalmarle in parti uguali, v; = §; = 1/3, ¢ la scelta che non privilegia nessun
CD. Il duale vale 0, come il rilassamento, per il motivo di sempre: una soluzione frazionaria
spezza ogni brano in tre parti uguali e pareggia le durate. Il bound utile viene dall’interezza,
come nel problema base: le durate sono interi che sommano a 35, che non ¢ multiplo di 3, quindi
non possono essere tutte uguali e la differenza vale almeno 1. L’euristica LPT ne lascia 2, che
¢ Pottimo: il divario certificato resta aperto di una unita.
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valore che cos’é

UB 2 soluzione euristica
LB 1 parita’ delle durate sui tre CD
z(LP) 0 rilassamento senza i bound
2(LPT) 0 rilassamento con i bound
z(MILP) 2 ottimo del MILP
10.9 Libri sugli scaffali
Script: python/fam10_9_scaffali.py Notebook in Colab

Problema 10.9 — libri sugli scaffali

Una biblioteca deve sistemare n € Zx>p libri su degli scaffali. Ogni libro b € {1,2,...,n}
ha larghezza wy, € Z>1 e altezza hy € Z>;. Sono disponibili m € Z>; scaffali, ciascuno
di larghezza massima ¢ € Qsg. Ogni libro va assegnato a esattamente uno scaffale, e la
larghezza complessiva dei libri su uno scaffale non puo superare c¢. L’altezza di uno scaffale
& quella del libro pit alto che vi si trova. La biblioteca vuole minimizzare la somma delle

altezze degli scaffali.
- J

Il problema a parole. Decidiamo su quale scaffale va ogni libro. L’obiettivo: somma delle
altezze minima (¢ il legno che si risparmia). I vincoli: ogni libro su uno scaffale solo, e nessuno
scaffale piu largo di c.

Variabili decisionali

nm variabili binarie e m variabili continue non negative:

ys = altezza dello scaffale s.

1 se il libro b va sullo scaffale s,
Tps =
’ 0 altrimenti,

Modello 10.9 — libri sugli scaffali

min Zys (10.17a)

s=1
soggetto a bes =1, Vb e {1,2,...,n}, (10.17b)

s=1
Zwbxbs <c, Vs € {1,2,...,m}, (10.17¢)

b=1
—hp xps +ys > 0, Vbe{1,2,...,n}, Vs €{1,2,...,m}, (10.17d)
xps € {0,1}, Vb e {1,2,...,n}, Vs € {1,2,...,m}, (10.17e)
ys > 0, Vs e {1,2,...,m}. (10.17f)
\§ J
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Modellazione MIP

Descrizione. L’obiettivo (10.17a) é 'altezza complessiva degli scaffali. I vincoli (10.17b),
uno per libro, dicono che ogni libro sta su esattamente uno scaffale. I vincoli (10.17¢), uno per
scaffale, sono la larghezza disponibile. I vincoli (10.17d), uno per coppia libro—scaffale, spingono

I’altezza ys sopra quella di ogni libro sistemato su quello scaffale.

Il legame fra le variabili. I vincoli (10.17d) dicono ys > hy xps: se il libro b ¢ sullo scaffale
s allora ys > hp, altrimenti il vincolo ¢ vuoto (ys > 0). Poiché ys compare nell’obiettivo di

minimo con coefficiente positivo, all’ottimo vale esattamente il massimo delle altezze dei libri

presenti, e vale 0 se lo scaffale é vuoto. E la tecnica 6.5, la variabile di massimo, nella sua forma

disaggregata: un vincolo per libro invece di uno solo con un big-M.

Uno scaffale vuoto non costa

con tre scaffali invece di due, I'ottimo resta 15 (vedi la domanda 10.12).

Il modello in gurobipy

mod = gp.Model("scaffali")
x = mod.addVars(n, m, vtype=GRB.BINARY, name="x"

3 y = mod.addVars(m, name="y")

mod.setObjective(y.sum(), GRB.MINIMIZE)

mod .addConstrs ((x.sum(b, "*") == 1 for b in range(n)), name="libro")
mod .addConstrs ((gp.quicksum(w[b] * x[b, s] for b in range(n))

for s in range(m)), name="larghezza')

mod.addConstrs ((y[s] - h[b] * x[b, s] >= 0 for b in range(n) for s in

range (m)) ,
name="altezza")

L’istanza

n = 4 libri, m = 2 scaffali, ¢ = 10:

[b=1 b=2 b b=

=~ O | >

1 2 =3
wy 3 ) 4
hy 8 ) 7

La larghezza totale dei libri ¢ 18, la capacita complessiva 2 - 10 = 20.

Il modello per l'istanza:

Con ys > 0 e nessun altro vincolo, uno scaffale vuoto ha ys; = 0 e non contribuisce all’obiet-
tivo. Ne segue che dare alla biblioteca pit scaffali non pud mai peggiorare 1’ottimo, ma non
é detto che lo migliori: spezzare i libri su piu scaffali fa pagare piu altezze. Sull’istanza,
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Il modello dell’istanza

min Y1+y2
soggetto a 11 +T12 =
T21 +T22 =
T31 +x32 =
Ta1 +T42 =
3z11 +5x21 +4x31 46241 <10
3x12 +5x22 +4x32 46242 <10
—8x11 +y1 >0
—8x12 +y22>0
—5Z21 +y1 >0
—5x22 +1y2 >0
—Tx31 +y1 >0
—Tx32 +y2 >0
—4x41 +y1 >0
—4x42 +y22>0
T11, 12, x21, 22, T31, L32, L41, T42 €{0,1}
Y1, y2=>0
~ J

Euristica costruttiva: due ordini, due esiti

La regola ¢ first-fit: ogni libro sul primo scaffale in cui entra. Come nel problema 10.8, l'ordine
cambia tutto — ma qui, in un ordine, 'euristica fallisce.

E un’euristica costruttiva della famiglia vista nel capitolo «Euristiche costruttive»: si costruisce
una sola soluzione, un elemento per volta, senza mai tornare indietro. Qui sotto la sua esecuzione
sull’istanza.

(a) Ordine per altezza decrescente (1,3,2,4). Libro 1 (largo 3) sullo scaffale 1; libro 3
(largo 4) sullo scaffale 1, che arriva a 7; libro 2 (largo 5) sullo scaffale 2. Resta il libro 4, largo
6: sullo scaffale 1 ci sono 3 di residuo, sul 2 ce ne sono 5. L’euristica fallisce.

(b) Ordine per larghezza decrescente (4,2,3,1). Libro 4 (largo 6) sullo scaffale 1; libro
2 (largo 5) sullo scaffale 2; libro 3 (largo 4) sullo scaffale 1, che arriva a 10; libro 1 (largo 3)
sullo scaffale 2, che arriva a 8. Altezze: max(4,7) = 7 e max(5,8) = 8, somma 15.

Z(MILP) < UB = 15.

L’ordine per altezza decrescente & quello suggerito dall’obiettivo, ma il vincolo che puo
rendere infattibile un inserimento ¢ la larghezza: & su quella che va ordinato. E la stessa
logica del first-fit decreasing per il bin packing, dove si ordina per dimensione e non per
valore. Un’euristica costruttiva che puo fallire non é di per sé sbagliata — basta prevedere
il caso e cambiare ordine — ma va detto esplicitamente, perché un’euristica «che a volte
non restituisce niente» non fornisce alcun bound.
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Rilassamento LP e duale: il bound duale

Associamo oy, libera ai vincoli (10.17b) (uguaglianze), 85 < 0 a (10.17¢) (verso < in un minimo)
e s > 0 a (10.17d). 11 duale é:

Duale del rilassamento LP del modello 10.9

max Y ap+cy B (10.18a)
b=1 s=1
soggetto a Z%S <1, Vs e {1,2,...,m}, (10.18b)
b=1
ap + wp Bs — hy Yps <0, Vbe{1,2,...,n}, Vs € {1,2,...,m}, (10.18c)
a, 2 0, Vb€ {1,2,...,n}, (10.18d)
Bs <0, Vs e {1,2,...,m}, (10.18e)
Yos > 0, Vbe{1,2,....n}, Vs € {1,2,...,m}. (10.18f)
g J

Per l'istanza:

Il modello dell’istanza

max a1+az+az+as+1081+1082
soggetto a Y11 +721 +731 +7a1 <1
Y12 +722 +732 +742 <1
a1 +3061 —8v11 <0
i +3052 —8712 <0
s +5081 —5791 <0
Qs +5032 —5y22 <0
o3 +4581 — 7731 <0
o3 +432 —Tv32 <0
oy +651 —4y41 <0
Qi +6082 —4442 <0
a1, 02, 03, 04 % 0
B, B2 <0
Y11, Y12, Y21, Y22, Y31, V32, a1, Va2 >0
\ )

Descrizione. La variabile ay ¢ il valore del libro b, 35 il prezzo (non positivo) della larghezza
dello scaffale s e vy, il prezzo del legame «I’altezza dello scaffale s copre il libro b». L’obietti-
vo (10.18a) valuta i libri e la larghezza disponibile su ciascuno scaffale. I vincoli (10.18b) sono
le colonne delle y;: 'altezza dello scaffale s costa 1 nell’obiettivo primale, e i prezzi dei legami
che la spingono verso ’alto non possono valere di pit. I vincoli (10.18¢) sono le colonne delle
Zps: mettere il libro b sullo scaffale s soddisfa il suo vincolo di assegnamento (ay,), occupa wy di
larghezza e costringe ’altezza a salire fino a hy; il saldo non pud essere positivo, perché le xps
non compaiono nell’obiettivo.
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Una soluzione duale a mano. Poniamo § = 0 (la larghezza non si valuta) e concentriamo
tutto il «peso» ~ sul libro piu alto, il 1 con hy = 8: 415 = 1 per ogni s e Jps = 0 per b # 1. 1
vincoli (10.18b) diventano 1 < 1. I vincoli (10.18¢) diventano a; < 8 per b =1 e a < 0 per
b # 1: prendiamo a; = 8 e &, = 0. 1l valore é

LB = 8.
E Tosservazione ovvia: lo scaffale che ospita il libro pit alto ¢ alto almeno quanto lui.

Un bound combinatorio piu forte
La larghezza totale dei libri ¢ 18 e ogni scaffale ne regge 10: servono almeno
18
ik
10
scaffali non vuoti. Uno di essi ospita il libro pitu alto e misura almeno 8; I’altro contiene almeno
un libro, quindi misura almeno minyq hy = 4. Sommando,

2(MILP) > LB =8+ 4 = 12,

meglio del bound duale 8. Anche qui il salto viene dall’interezza: il rilassamento pud mettere
meta libro su ciascuno scaffale e pagare meta altezza due volte, cioé in totale ancora 8.

Soluzione ottima

L’ottimo si ottiene risolvendo il modello: i due bound appena costruiti, il primale e il duale,
sono cio che aiuta il solver ad arrivarci.

libri larghezza altezza

scaffale 1 1,2 8sul0 8
scaffale 2 3,4 10 su 10 7

2(MILP) =15, 12=LB < z(MILP)=15 < UB =15,  z(LP)=z(LP") =38,

Il gap dell’euristica ¢ nullo: la first-fit per larghezza decrescente trova I'ottimo. Il gap certificato,
prima di risolvere il MILP, & (15 — 12)/15 = 20%.

Considerazioni aggiuntive

e [l problema é una variante del bin packing in cui il costo di un contenitore non é fisso ma
dipende dal contenuto. E noto come bin packing with item fragmentation oppure, nella
letteratura sui magazzini, come shelf space allocation.

e Il modello ha una simmetria fastidiosa: scambiando i due scaffali si ottiene la stessa solu-
zione con valore uguale. Su istanze piu grandi conviene romperla, per esempio imponendo

Y12 Y2 = 2 Y

e La forma disaggregata (10.17d) usa nm vincoli. La forma aggregata con big-M, ys >
hy — M (1 — xps), ne userebbe altrettanti ed ¢ pit debole: qui la disaggregata non costa
nulla ed é preferibile.

Domande di modellazione aggiuntive
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10.9: somma delle altezze 15

1
I
: altezza 7
]
]
I
1
i
]

scaffale 2 - 3 4 |
1
: altezza 8
i
]
I
1
i
]

scaffale 1 - 1 2 i

ll 1 1 1 T I T
0 2 4 6 8 10 12

larghezza

Figura 10.9: Disposizione ottima: i libri su ciascuno scaffale, con I'altezza dello scaffale segnata
in arancio e la larghezza massima tratteggiata.

Domanda di modellazione 10.9 — un terzo scaffale

La biblioteca compra un terzo scaffale, largo come gli altri. Qual é il nuovo ottimo?

Il confronto finale

I tre numeri che ogni problema del corso produce, messi uno accanto all’altro:

valore che cos’é

UB 15  soluzione euristica (UB)
LB 12 bound certificato (LB)
2(MILP) 15 ottimo del MILP

e Gap dell’euristica rispetto all’ottimo:

|UB — z(MILP)|
|2(MILP)]

= 0.0%.

e Gap certificato, cioé quello che si conosce prima di risolvere il MILP, e che percido non
puo averlo al denominatore. In assoluto UB — LB = 3; in percentuale, rapportato alla
soluzione euristica,

UB — LB
— = 20.0%.
05| %

Una variante svolta: scaffali piu larghi

Gli scaffali sono larghi 12 invece di 10.

Cambia solo il dato ¢. L’ottimo scende da 15 a 12. Con scaffali larghi 12 diventa ammissibile
la disposizione {1,2,3} sul primo scaffale (larghezza 3 + 5 + 4 = 12, altezza max(8,5,7) = 8)
e {4} sul secondo (larghezza 6, altezza 4), per una somma di 8 +4 = 12. Si noti che il bound
combinatorio costruito sopra, ming h; pitl l'altezza del libro piu alto, vale ancora 8 +4 = 12 e
qui & esatto: i tre libri pit bassi stanno tutti sullo stesso scaffale di quello piu alto, e il quarto
resta da solo.
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La larghezza non entra nel certificato duale: la ricetta mette tutto il peso v sul libro piu
alto — il 1, alto 8 — perché qualunque scaffale lo ospiti deve essere alto almeno quanto lui, e il
bound duale resta 8. Serve anche qui I’argomento combinatorio del problema base: la larghezza
totale & 18 e uno scaffale ne regge 12, quindi gli scaffali non vuoti restano almeno due, uno
alto almeno 8 e l'altro almeno 4, cioé LB = 12. Cambia 'euristica: il first-fit per larghezza
decrescente adesso incastra i quattro libri su due scaffali alti 5 e 8 e scende da 15 a 13; 'ottimo
da 15 a 12, e il bound lo certifica.

valore che cos’é

UB 13 soluzione euristica

LB 12 scaffali usati e altezze minime
z(LP) 8 rilassamento senza i bound
2(LPT) 8 rilassamento con i bound
#(MILP) 12 ottimo del MILP
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