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Introduzione: Successione di Fibonacci

» In questa sezione definiamo la successione di Fibonacci, in
cui ogni termine é la somma dei due precedenti

~

» Introdurremo la sezione aurea ¢ e il suo coniugato ¢, radici
dell'equazione x? = x + 1

» Dimostreremo per induzione una formula esplicita per |
numeri di Fibonacci e vedremo che F; & I'intero pil vicino a

¢'/V5
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Successione di Fibonacci

Definizione 1: di successione di Fibonacci

F0:07
F =1,
Fi=Fi_1+ Fi_o, con I >2,ieN

» Pertanto, ogni numero di Fibonacci é la somma dei due
precedenti, ottenendo la successione

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

Autore: Fabio Furini Analisi Matematica 1 5/ 19 % SAPIENZA


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/analisi-matematica-1/

Sezione aurea

Autore:

> La successione di Fibonacci é collegata alla sezione aurea ¢ e

al coniugato della sezione aurea ¢.

Definizione 2: di sezione aurea

sono le due radici dell’'equazione:
x2=x+1

e sono dati dalle formule:

AL

1.61803

1-V5
2
—0.61803

Q
Q

La sezione aurea ¢ e il coniugato della sezione aurea ¢,

~
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Grafico di f(x) = x> — x — 1
La seguente figura mostra il grafico della funzione
f(x) = x2 — x — 1 nell'intervallo [-3, 3], i pallini rossi
corrispondono alle radici dell'equazione x? = x + 1.

6
k2 — x —1
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® e ¢ soddisfano x% = x + 1

La sezione aurea ¢ e il coniugato della sezione aurea ¢ soddisfano
chiaramente I'equazione x> = x + 1 in quanto:

2
¢2:<1+\/§> _1+2VB45 345 14VE

4 2 2

2
(52:(1—\@) :1—2;/§+5:3—2\/§:1—2\/§+1:$+1
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Formula esplicita dei numeri di Fibonacci

Usando le proprieta di ¢ e ¢, ricaviamo ora una formula
esplicita per i numeri di Fibonacci.
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Formula esplicita

Osservazione 1: formula chiusa della successione

Fibonacci

i=0,1,2,...
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Dimostrazione (1/2)

Per induzione su i.

» Primo passo dell’'induzione
Dimostriamo che la formula sia valida per i =0e /= 1:

0_ 70 _ 171
F-F _1-1_ o g S 5

TR TR 5B

1.

» Passo induttivo
Supponiamo che siaveroper i = kei=k—1conk>1, e
proviamolo per i = k + 1. Per definizione della successione di
Fibonacci, abbiamo Fy 1 = Fx + Fx_1, mentre per ipotesi

induttiva abbiamo:
¢k . ng d)k_l o Q’Z;k_l
F = - e F =
k /5 k—1 NG
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Dimostrazione (2/2)

Quindi possiamo scrivere (usando ¢ 4+ 1 = ¢2 e ¢ + 1 = ¢?):

¢k o g/f;k ¢k—1 o q,b\k_l

Fiyr = Fx + Fro1 = 7 - NG
_ (¢k _ ggk) i (¢k—1 _ gZ“)k—l) _ (d)k 4 ¢k—1) _ ((ng n d’;k—l)
V5 V5
_ (bkfl((b_’_ 1) - &kfl(gg_i_ 1) _ ¢k71(¢2) . $k71($2)
V5 V5
d)k+1 _ g'b\kJrl
T B
che & esattamente |'asserto voluto, per i = k + 1. O
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F; come intero piti vicino a ¢'/v/5

Osservazione 2: calcolo di F; per arrotondamento

F,:{QJFEJ, i=0,1,2,...

N
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Dimostrazione

Dato che || < 1, abbiamo

1 1 o 1
|¢|<— ~ e —7<£<— i=0,1,2,...

NV 2B

Datoche F; e Ne F; = 7 \f allora I'i-esimo numero di

Fibonacci F; é uguale a —\d/’g arrotondato all'intero pitl vicino:
' ,
Fi = =0,1,2,...
1 \"\/g + 2 / Y Y ’
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Valori di gg’/\/g

2
» | valori di —= con i =0,1,...,10 sono:

V5

0.4} .

0.2} 3

—04 4
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Valori della parte frazionaria di gb’/\/g

B ¢iJ .
» | valoridi —= — |—=| con i=0,1,...,10 sono:
V5 {\/E

0.8 | |

%[ 0.6} =

J
~ | 04 [~
B
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Valori di F;

» Dato che F; € N abbiamo inoltre:

A
1

(\%{%J)\ﬁe{o,l}, i=0,1,2,...

» | valori di F;, coni=0,1,...,10, sono:

Fi

o R N W A OO N ®
T
|
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Riepilogo

Successione di Fibonacci:

> =0 =1 F=F_1+F _speri>2:
0,1,1,2,3,5,8,13,...

Sezione aurea:

sono le radici di x2 = x+ 1

Formule per F;:

> F = ¢i\;§¢i (dimostrata per induzione)

> F = {%—F%J perché ’%‘ <%
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Riepilogo finale

» La successione di Fibonacci é definita per ricorrenza: ogni
termine é la somma dei due precedenti

> E legata alla sezione aurea ¢ e al suo coniugato ¢, radici di
x> =x+1

> Vale la formula esplicita F; = (¢' — ¢')/+/5, dimostrata per
induzione

> Poiché |¢| < 1, F; & I'intero pid vicino a ¢'/v/5
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