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Introduzione: Teorema dell'algebra dei limiti

» Enunciamo i teoremi sui limiti di funzioni che discendono
immediatamente dai corrispondenti teoremi sui limiti di
successioni e dalla definizione successionale di limite

» |l primo strumento é il teorema dell’algebra dei limiti: il
limite di somma, prodotto e quoziente si calcola a partire dai
limiti dei singoli addendi o fattori

» La strategia di dimostrazione sara sempre la stessa: si prende
una qualsiasi successione x, — ¢, x, 7 ¢, e si applica il
teorema analogo per successioni
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Algebra dei limiti

Teorema 1: dell’algebra dei limiti, caso dei limiti finiti

Ipotesi per x — c:
1. f(x) =>4 eR, 2. g(x) =t eR.
Tesi per x — c:
1. f(x)+g(x)— 1 £, 2. f(x)g(x)— l1 4o,

f(x) 4
3. @ — A

(L2 # 0, g(x) #0, definitivamente per x — c).
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Dimostrazione

Sia {x,} una qualsiasi successione tale che

Xp # ¢,¥Yn, e X, — C per n— +oo.
Per ipotesi si ha che

f(xn) = 01 e g(xy) = b2 (01,02 €R).

Dal teorema sull'algebra dei limiti per successioni si conclude quindi
che
f(Xn) + g(Xn) - gl + £2a

e quindi
f(X) + g(x) — fl + 52.

In modo perfettamente analogo si dimostrano le tesi 2 e 3 del
teorema. L]
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Riepilogo

Algebra dei limiti:
> Se f(x) = {1 € Reg(x) — {2 € R per x — ¢, allora somma,
differenza, prodotto e quoziente (con ¢> # 0) tendono ai
corrispondenti valori
» La dimostrazione usa la definizione successionale di limite e il
teorema analogo per successioni
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Teoremi di permanenza
del segno
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Introduzione: Teoremi di permanenza del segno

» In questa sezione vediamo che il segno del limite si trasmette
alla funzione, almeno definitivamente, e viceversa

» Vedremo due forme del teorema, che discendono dai
corrispondenti teoremi per successioni

» Per le funzioni continue otterremo inoltre una versione
specifica: se f(c) > 0, allora f resta positiva vicino a ¢
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Convenzione

Nei prossimi enunciati £ e ¢ saranno punti di R* salvo avviso
contrario.
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Permanenza del segno (1? forma)

Teorema 2: di permanenza del segno 1° forma

Ipotesi:

1. f(x) = ¢ per x—c, 2. /<0.

Tesi:
f(x) S 0 definitivamente per x — c.
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Dimostrazione
Sia {x,} una qualsiasi successione tale che
Xp # ¢c,Vn, e x, — c per n— +00.

Abbiamo per I'ipotesi
f(xp) > £>0

quindi per il teorema di permanenza del segno per successioni,
applicato alla successione {f(x,)}, si conclude che

f(xn) >0, definitivamente.

Poiché questo vale per ogni successione tale che x, — ¢, si
conclude che

f(x) >0, definitivamente, per x — c.
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Permanenza del segno (27 forma)

Teorema 3: di permanenza del segno per funzioni 2°

forma
Ipotesi:
1. f(x) >¢€R per x—c,
2. f(x) >0 definitivamente per x — c.
Tesi:
¢>0.
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Dimostrazione

Deriva dal corrispettivo teorema per le successioni. O
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Permanenza del segno per funzioni continue

» Per le funzioni abbiamo anche il seguente teorema di
permanenza del segno.

Teorema 4: di permanenza del segno per funzioni

continue
Ipotesi:
1. f é continuain c € R, 2. f(c)>0.
Tesi:
f(x) > 0 definitivamente per x — c.
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Dimostrazione

Se f @& continua in c, allora

f(c) = lim f(x)

X—C
quindi l'ipotesi f(c) > O significa che

f(c)=lim f(x) >0

X—C

e questo per il teorema di permanenza del segno 17 forma implica
che
f(x) > 0 definitivamente per x — c.
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Riepilogo

Permanenza del segno:

» 12 forma: se f(x) = ¢ <0, allora f(x) < 0 definitivamente
per x — ¢

» 22 forma: se f(x) > 0 definitivamente e f(x) — ¢ € R, allora
>0

» Funzioni continue: se f & continua in c e f(c) > 0, allora
f(x) > 0 definitivamente per x — ¢
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Teorema del confronto
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Introduzione: Teorema del confronto

» |l teorema del confronto permette di calcolare il limite di
una funzione “intrappolata” tra due funzioni che hanno lo
stesso limite

» Ne ricaveremo due corollari molto utili: funzioni dominate in
modulo da funzioni infinitesime, e prodotto di una funzione
infinitesima per una funzione limitata

» Questi strumenti si applicano anche quando I'algebra dei limiti
non basta, ad esempio con sin % per x — 0
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Teorema del confronto

Teorema 5: del confronto

Ipotesi:

1. f(x) = ¢ e g(x) =L per x — c,

2. f(x) < h(x) < g(x) definitivamente per x — c.

Tesi:
h(x) — ¢ per x — c.
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Dimostrazione (1/2)

Sia {xp} una qualsiasi successione tale che
Xp # ¢c,Vn, e x, — Cc per n— +00.
Vogliamo provare che

h(xn) — £ per n— +o0.
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Dimostrazione (2/2)

Per ipotesi sappiamo che:

f(xn) < h(xn) < g(xn), definitivamente,
f(xn) =L e g(xn) = ¢, per x,— c.

Quindi, per il teorema del confronto delle successioni:

{f(xn)}’ {h(xn)} € {g(xn)}

si conclude che
h(xn) — ¢ per n— +oo.
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Corollario del teorema del confronto (parte I)

Corollario 1: del teorema del confronto (parte I)

Ipotesi:

1. g(x) =0 per x—c,
2. |h(x)| < g(x) definitivamente per x — c.

Tesi:
h(x) — 0 per x — c.
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Dimostrazione

Deriva dal corrispondente corollario sulle successioni. O

Autore: Fabio Furini Analisi Matematica 1


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/analisi-matematica-1/

Esempio (1/2)
Proviamo che:

. 1
im x sin— =0
x—0 X

Abbiamo

o1 .
x —0 per x—=0 e limsin— non esiste
x—0 X

quindi non si pud applicare il teorema 1 dell’algebra dei limiti per
funzioni.

Abbiamo

1
sin ‘ <1 quindi
X

1
xsin’ﬁx\ e |x] =0 per x—0.
X

Quindi, per il corollario 1 del teorema del confronto per funzioni
abbiamo:

1
x sin— — 0 per x— 0.
X
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Esempio (2/2)
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Corollario del teorema del confronto (parte Il)

Corollario 2: del teorema del confronto (parte Il)

Ipotesi:

1. f(x) =0 per x—c,
2. g(x) é limitata, definitivamente, per x — c.

Tesi:
f(x)g(x) =0 per x — c.

Autore: Fabio Furini Analisi Matematica 1
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Dimostrazione

Deriva dal corrispondente corollario sulle successioni. O
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Esempio (1/3)

Proviamo che: _
X + sin x 1

im — =
x—+00 2 x +cosx 2

Fattorizzando otteniamo

X+sinx x(l—i—Si”TX) _1<1+Si?(x)

2x+cosx_2x(1+%) ) 1+ X

Per il corollario 2 del teorema del confronto per funzioni, abbiamo:

sin x CoS X
— =0 e — — 0 per x — +o0.
X 2 x
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Esempio (2/3)

-
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SAPIENZA
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Esempio (3/3)

Allora per il teorema 1 sull’algebra dei limiti, abbiamo quindi:

2x+cosx 2

Xx+sinx 11+ 0 1 140
2 140 2

— = +-—— = < per x — +o0o.
Cos X
1+ 2x
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Riepilogo

Teorema del confronto e corollari:

» Se f(x) < h(x) < g(x) definitivamente e f(x), g(x) — ¢,
allora h(x) — ¢

» Se |h(x)| < g(x) definitivamente e g(x) — 0, allora h(x) — 0
» Infinitesima per limitata & infinitesima: ad esempio xsin% =0

sin x
per x — 0 e >~ — 0 per x = 400
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Aritmetizzazione parziale
del simbolo di infinito
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Introduzione: Aritmetizzazione parziale di oo

» Estendiamo |'algebra dei limiti al caso in cui alcuni limiti siano
infiniti o nulli

» Vedremo per quali operazioni il risultato & determinato (ad

esempio £ + oo = oo, é =0)

» Come per le successioni, il segno di oo si determina con la
regola dei segni
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Aritmetizzazione parziale: addizione

Teorema 6: di aritmetizzazione parziale del simbolo di

infinito (addizione)

Ipotesi per x — c:

f(x) > leR, 2 g(x)— 400, 3.h(x)— +oc0.

Tesi per x — c:

1. f(x)+g(x) = L+o00=+00

2. f(x)—g(x) = £—o00=—00,

3. g(x)+ h(x) = 400+ 00 = 400
4. —g(x)— h(x) > —00 — 00 = —00
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Dimostrazione

Deriva dal corrispettivo teorema per le successioni. O
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Aritmetizzazione parziale: prodotto

Teorema 7: di aritmetizzazione parziale del simbolo di

infinito (prodotto)

Ipotesi per x — c:
1. f(x) > leR, 2. g(x)—0, 3. h(x) — oo.
Tesi per x — c:
1. f(x) h(x) > €-00=00 (£#0),

o) £ _

fx) ,€_
2. ) " 5=% (£ #0), 3. h(x)—>oo_0'
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Dimostrazione

Deriva dal corrispettivo teorema per le successioni. O
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Esempio

» Come per le successioni, il segno di co va determinato con la
regola dei segni.

1
[im < — 2> x3 = 400
X——00 X

In quanto

1
<—2>%—2 e x3 = —o0 per x — —oo.
X
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Riepilogo

Aritmetizzazione parziale di cc:
> {+o00==200 HFo0+00=400 —00—00=—00
>€'oo:ooe%:oose£750, ézO

> |l segno di co si determina con la regola dei segni
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Teorema del cambio di
variabile nel limite
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Introduzione: Teorema del cambio di variabile nel limite

> Molte funzioni sono composizioni f(g(x)) di funzioni pia
semplici

» Il teorema del cambio di variabile permette di calcolare il
limite ponendo t = g(x): prima si calcola il limite ty di g, poi
il limite di f(t) per t — to

» E uno degli strumenti piti usati nel calcolo dei limiti: lo
applicheremo a logaritmi ed esponenziali
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Cambio di variabile nel limite

Teorema 8: del cambio di variabile nel limite

Siano f e g due funzioni per cui é definita la composizione fog,
almeno definitivamente per x — xg € R*. Se:

1. lim g(x)=teR*, 2. limf(t)=¢cR"

X—rX0 t—to

3. g(x) # ty, definitivamente, per x — xp

Allora:
lim f(g(x)) = tIi_}ngo f(t).

X—>X0
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Sull'ipotesi 3

L'ipotesi 3. non & necessaria nel caso in cui f sia continua in
tp, oppure se tyg = F00.
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Dimostrazione (1/2)

Sia {x,} una qualsiasi successione tale che

Xp # X0,VN, € Xpn —> Xg per n — 4o0.

Abbiamo

g(xn) = to per n— +oo (per l'ipotesi 1)

g(xn) # to, definitivamente (per l'ipotesi 3).

Percio
f(g(xn)) = € (per Vipotesi 2).
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Dimostrazione (2/2)

Se ty = £oo la condizione g(x) # oo & ovviamente verificata,
mentre se f & continua in ty, £ = f(tp), percid nel caso risultasse
g(xn) = to per qualche n si avrebbe

f(g(xn)) = f(to) = ¢
e quindi la convergenza
f(g(x,,)) —{ per n— +00

sarebbe comunque garantita. O]
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Esempio (1/4)

Calcoliamo il limite

im o 2x34+4x+1
m —_—
X—>—400 g 5 (X + 1)3

Le funzioni f e g sono:

2x3+4x+1

= ——— f(t) =logt.
g0 = (Tptant) e r0 = ot
Abbiamo t = g(x) e

2x*+4x+1

(Fo)0) = Fle(x) = tog (25 5,

) e Xp = +00.
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Esempio (2/4)

Calcoliamo

i (x) = 2 di to = >
xalToog X) = 5 € dl conseguenza 0= 5.

Ora calcoliamo

: 2. . . :
lim logt=log— (il logaritmo come vedremo ¢ continuo in R} )
t—2/5 5

Quindi )
lim f(g(x)) =log =

X—+00 5
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Esempio (3/4)

I
/ 2x344 x+1
5 (x+1)3
P I T N AOOIUIOIol AUIDIOIUIOID SISO S —
15
L -
>
2 x344 x+1

log: 2 |Og( g(x+1X)3 )
£ = e e 1 """
Iog% - r\///

/ | | | | | |
7

0 1 2 3 4 5 6
N x /
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Esempio (4/4)

Inoltre: )
lim f = log —
x[)nO (g(X)) 8 5
utilizzando il teorema abbiamo:
1 1
Iimg(x)=~- e lim logt =log -
x—>0g( ) 5 t—1/5 & & 5

dato che

im2x3+4x+1=1 e Ilim5(x+1)3>=5
x—0 x—0
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Esempio (1/3)

Calcoliamo i limiti
) 1 . 1
[im ex e im ex.
x—0+ x—0~

Le funzioni f e g sono:

Abbiamo t = g(x) e

(fog)(x)=f(g(x)) = ex inoltre xo =0T e

X0 = 0.
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Esempio (2/3)

1. % — 400 per x — 0T e quindi tg = +o00. Ora calcoliamo:
. " o . 1
lim e" =400 quindi lim ex = 4o0.
t—+o00 x—0t
2.1 0~ e quindi fg = Ora calcoliamo:
- % —00 per x — e quinal top = —oo. OUra calcoliamo:
. ¢ .. . 1
lim e =0 quindi lim ex =0.
t——o0 x—0~
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Esempio (3/3)

1
ex
Y I
0
| 1
1 X
'3-5 0 5
\_ x o
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Riepilogo

Cambio di variabile nel limite:

» Se g(x) — to per x — xg, f(t) — £ per t — ty e g(x) # to
definitivamente, allora f(g(x)) — ¢

> L'ipotesi g(x) # to non serve se f & continua in ty oppure se
ty = o0

» Esempi: log (%) — Iog% per x — 400; e/X — 400

per x — 07 e /X — 0 per x — 0~
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Riepilogo (1/2)

Strategia generale:

» | teoremi sui limiti di funzioni discendono dai teoremi sulle
successioni tramite la definizione successionale di limite

Algebra dei limiti e permanenza del segno:
» Limiti finiti di somma, prodotto e quoziente

» |l segno del limite si trasmette alla funzione (e viceversa),
anche per funzioni continue
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Riepilogo (2/2)

Confronto e aritmetizzazione di oo:

» Teorema del confronto e suoi corollari (infinitesima per limitata
& infinitesima)

L ¢

» Regole per £ £ o0, £+ 00, 5, =, con la regola dei segni

Cambio di variabile:

> lim f(g(x)) = tIergo f(t) con tg = limy_x, g(x)

X—rX0
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