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Limiti di polinomi e funzioni razionali
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1 Limitidi polinomi a +oo
* Un polinomio di grado (massimo) 7 si puo scrivere come:

n .
Pp(x)=) a;x' con a;€R, per i€{0,1,...,n}, e a,#0.
i=0

Il valore a; ¢ il coefficiente del monomio i, coni =0, 1,..., n, mentre x' & la parte letterale
del monomio. In questa scrittura, senza perdita di generalita, i monomi sono ordinati per
valori crescenti degli esponenti. El

e Raccogliendo a, x", ovvero I'ultimo monomio che & quello di grado massimo, si ha:

—0 per x—ztoo
" ap ay an—1
P,(x)=a,x" + Rt
a,x"  a,x"" apXx

lim P,(x)= lim a,x"
X—x00 X—xo00

Per calcolare il limite di un polinomio per x — +oo, basta calcolare il limite del
monomio di grado massimo.

Esempio 1: Limiti di polinomi per x — +oco

Ad esempio:

8 1
= lim 3x®=+o00

lim 8-x*+3x%)= lim 3x°| — - — +
X—+00 X—+00 3x3 3x X—+00
—_——

—0 per x—+oo

120 4 . 3
+1|= lim -2x°=+00

lim (120+4x-2x% = lim -2x°
X——00 x——00 —2x3 —2x2 x——00
N ——

—0 per x—-o00

2 Limiti di funzioni razionali a +oo

* Sia f una funzione razionale (rapporto di polinomi):

_ Pplx)
- Py (x)

f(x)

1Se un monomio di grado i € mancante abbiamo a; =0, g € il termine noto dato che x=1.

2



dove P, (x) e P,,(x) sono, rispettivamente, polinomi di grado n e m:

n .
Pp(x)=) a;x' con a;€R, per i=0,1,...,n, e a,#0.
i=0

m .
Pp(x)=) b;x' con b;€R, per i=0,1,...,m, € by, #0.
i=0

» Raccogliendo al numeratore a, x" e al denominatore b,, x™, ovvero i monomi di grado
massimo, si ha:

—0 per x—+oo
.

ao a an-1
+ Tt +1
a,x" a,x" a, x
Py (x) _ anx"
Ppu(x) by x™
by b bm-1
+ e T ]
by x™ by x™M b x

Vv
—0 per x—+oo

Pn(x) _ . ap xl’l _ . an xn—m

x—+00 Py, (X) " x—+o00 by, x™  x—z+o0 by,

Per calcolare il limite di un rapporto fra polinomi per x — +o0, basta calcolare il
limite del rapporto dei monomi di grado massimo.

Esempio 2: Limiti di funzioni razionali per x — +oco

Ad esempio:
. 1+3x%° . 3x8
lim = lim —— = lim 3x=-00
x—-00 24 x2 x—-00 x X——00
1+3x3 . 3xF
im ——— = lim —= lim 3—-=0
x—+001—10x+x* x—+00 x%* x—+o0 x
7x2+6x° . 6x°
m ———— = lIm —= lIm —=—
x—-00 —4+7x% x—-007x°> x—-007

Per calcolare il limite di funzioni razionali (senza il termine costante) per x — 0
bisogna raccogliere al numeratore e al denominatore le potenze di grado min-
imo.




Esempio 3: Limiti di funzioni razionali per x — 0

Ad esempio:

—0 per x—0
———

3
—2x2% 1—5x+3x3

g = lim =lim-2x=0
x—0 X+Xxc—X x—0 x—0

x|1 +x—x8

—0 per x—0

3 Limitidi quozienti di somme di potenze a esponente razionale

* Le stesse regole valgono per i quozienti di somme di potenze a esponente razionale:

per x — oo occorre raccogliere la potenza con esponente massimo

per x — 0% occorre raccogliere la potenza con esponente minimo

Loperazione di elevamento a potenza puo essere definita anche con base nega-
tiva se 'esponente € un razionale (frazione) con denominatore dispari. Quindi
in questo caso si puo calcolare x — 0 (altrimenti soltanto x — 0%).

Esempio 4: Limiti di quozienti di somme di potenze a esponente razionale

Ad esempio:
20

lim ———
=03 x13 + x + x?
Raccogliendo al denominatore la potenza di esponente minimo, abbiamo:

2 2 /3 1 1
1/3 2 2 ) 2/3 53\ 3 213 5/3
3XB4x+xt g (1 tny n) 31457422 3 (14524 57
quindi
2/3
- x _l s 1 _
lim ——— 5 =-lim x =0
=03x13+x+x2 3 x-0
213 4513
1+ —+—
3 3
[y ——

—0 per x—0




Un’altra opzione per calcolare i limiti per x — 0 € quella di fare un cambio di
variabile:

1
x:;, se x— 0% allora y— +oo, se x— 0 allora y — —o0

e quindi ci si riconduce al caso di limiti a +oo.

Esempio 5: Calcolo del limite di funzioni razionali per x — 0" col cambio di variabile

Vogliamo calcolare il seguente limite:

2/3 2/3

fo)=—>2

lim ———— —_——
x=03 x1/3 4 x + x2’ 3x1/3 + x + x2

Facendo il cambio di variabile x = % occorre quindi calcolare i seguenti due limiti:

3™ | T

xli_,%l+f(x) :ylilllms (%)1/34_%4_(; 2 © xh_nol—f(x) :yl_l.lpoos (%)1/34_%4_(%)2
Abbiamo:
B e
T

Raccogliendo al denominatore la potenza di esponente massimo, abbiamo:

-2/3 -2/3

y B ¥y B 1 1 1
—1/3 3 312 y2 |\ 3 yl/3
Sy +y +y By_I/S (1+ —1/3 + y 1/3) 3 y (1+3y2/3 + y5/3)
Quindi:
1 1 1 1 1
3 im — =3 im —7 =0
Y y (1 + yz/s + 3y5’3) Y Y (1 + y2/3 + 3y5’3)
in quanto, per y — oo abbiamo
1 1

0e(1+ —)—»1 datoche —— —0, ——= — 0.
y1/3 3 y2/3 3 y5/3 3 y2/3 3y5/3

Dato che il limite destro e il limite sinistro di f(x) per x — 0 esistono e sono uguali a 0 allora:

lim f(x) =
x—0
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