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Calcolo dei limiti di funzioni
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1 1l calcolo deilimiti di funzioni

* Enunciamo i teoremi sui limiti di funzioni che discendono immediatamente dai cor-
rispondenti teoremi sui limiti di successioni e dalla definizione successionale di limite

1.1 Teorema dell’algebra dei limiti

Teorema 1: dell’algebra dei limiti caso dei limiti finiti

Ipotesi per x — c:
1. f(x) =V, €R, 2. g(x)—¥lreR.

Tesi per x — c:
L f(x)xg(x)— €1+, 2. f(x)g(x)— €10,

14
3 @ L ({2 #0,8(x) #0, definitivamente per x — ¢).

“glx) 0

Proof. Sia {x,} una qualsiasi successione tale che
X, #c¢,Vn, e x, — ¢ per n— +oo.
Per ipotesi si ha che
fxp) =1 e g(xp) — 0o (£1,02€R).
Dal teorema sull’algebra dei limiti per successioni si conclude quindi che
Fxn) £8(xn) = €110,

e quindi
fX)+gx)—b1+0,.

In modo perfettamente analogo si dimostrano le tesi 2 e 3 del teorema.

1.2 Teoremi di permanenza del segno

Nei prossimi enunciati £ e ¢ saranno punti di R* salvo avviso contrario.




Teorema 2: di permanenza del segno 1“ forma

Ipotesi:

1. f(x) — ¢ per x—c, 2. /<0.
Tesi:

f(x) =<0 definitivamente per x — c.

Proof. Sia {x,} una qualsiasi successione tale che
xp #c¢,VYn, e x, — ¢ per n— +oo

Abbiamo per l'ipotesi
fx,) —¢>0

quindi per il teorema di permanenza del segno per successioni, applicato alla
successione {f(x,)}, si conclude che

f(x,) >0, definitivamente.
Poiché questo vale per ogni successione tale che x,, — c, si conclude che

f(x) >0, definitivamente, per x — ¢

Teorema 3: di permanenza del segno per funzioni 2¢ forma

Ipotesi:
1. f(x) = ¢€R per x—c,
2. f(x) =0 definitivamente per x — c.
Tesi:
¢=0.
[ Proof. Deriva dal corrispettivo teorema per le successioni. O ]

* Per le funzioni abbiamo anche il seguente teorema di permanenza del segno.



Teorema 4: di permanenza del segno per funzioni continue

Ipotesi:
1. f écontinuain ceR, 2. f(c)>0.
Tesi:
f(x) >0 definitivamente per x — c.

Proof. Se f e continua in c, allora
f(e)=lim f(x)
quindi I'ipotesi f(c) > 0 significa che
f(o) :}Cllncf(x) >0
e questo per il teorema di permanenza del segno 1¢ forma implica che

f(x) >0 definitivamente per x — c.

1.3 Teorema del confronto

Teorema 5: del confronto

Ipotesi:
1. f(x)—¢ e g(x)—¥¢ per x—c,
2. f(x) < h(x) < g(x) definitivamente per x — c.
Tesi:
h(x) — ¢ per x—c.




Proof. Sia {x,} una qualsiasi successione tale che
Xp#c,VYn, e x, — ¢ per n— +oo

Vogliamo provare che
h(x,) — ¢ per n— +oo

Per ipotesi sappiamo che:
f(x,) < h(x,) < g(x,), definitivamente,
fGxn) — € e glxn) — ¢, per x,—c
Quindi, per il teorema del confronto delle successioni:
{fxn)}, {hxn)} e {gxn)}

si conclude che
h(x,) — ¢ per n— +oo

Corollario 1: del teorema del confronto (parte I)

Ipotesi:
1. g(x) — 0 per x—c,
2. |h(x)| < g(x) definitivamente per x — c.
Tesi:
h(x) — 0 per x—c.
[ Proof. Deriva dal corrispondente corollario sulle successioni. O ]




Esempio 1: Corollario del teorema del confronto

Proviamo che:

Abbiamo

. 1
limxsin— =0
x—0 X

| .
x—0 per x— 0 e limsin— non esiste
X

x—0

quindi non si puo applicare il teorema (?2) dell’algebra dei limiti per funzioni.

Abbiamo

1
sin —
X

<1 quindi

1
X sin—
X

<|x| e |x| =0 per x—0.

Quindj, per il corollario (2?) del teorema del confronto per funzioni abbiamo:

1
xsin—— 0 per x— 0.
X
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Corollario 2: del teorema del confronto (parte II)

Ipotesi:

Tesi:

1. f(x)—0 per x—c,

2. g(x) elimitata, definitivamente, per x — c.

f(x) g(x) —0 per x— c.

Proof. Deriva dal corrispondente corollario sulle successioni.




Esempio 2: Corollario del teorema del confronto

Proviamo che:

. X +sinx 1
lim — =

Xx—+c0 2 x+Ccosx 2
Fattorizzando otteniamo

X+sinx x(1+51%) 1 1_{_%
2x+cosx_2x(1+%)_§ 1+ s

Per il corollario (??) del teorema del confronto per funzioni, abbiamo:

sinx co
—0e — 0 per x — +oo0.
X 2Xx
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Allora per il teorema (22) sull’algebra dei limiti, abbiamo quindi

X +sinx 1

——— — — per x — +oo.
2X+Cosx 2




1.4 Teoremi di aritmetizzazione parziale del simbolo di infinito

Teorema 6: di aritmetizzazione parziale del simbolo di infinito (addizione)

Ipotesi per x — c:
1. f(x) - VR, 2. g(x) — +oo, 3. h(x) — +oo.
Tesi per x — c:
L. f(x)+g(x)— ¢ +00=+00, 2. f(x)—gx)— ¥ —-0c0o=—00,

3. g(x) + h(x) — +00+ 00 = 400, 4. —g(x)—h(x) — —00—00 = —00.

Proof. Deriva dal corrispettivo teorema per le successioni. O

Teorema 7: di aritmetizzazione parziale del simbolo di infinito (prodotto)

Ipotesi per x — c:

L. f(x) - /?€R, 2. g(x)—0, 3. h(x) — oco.

Tesi per x — c:

4
1. f(x) h(x) = ¢-co=00 (£#0), Z.Mﬁ—:oo (¢ #£0),
glx) O
PRACO N
h(x) oo
Proof. Deriva dal corrispettivo teorema per le successioni. O

* Come per le successioni, il segno di co va determinato con la regola dei segni.

Esempio 3: Aritmetizzazione parziale del simbolo di infinito

1
lim (— —2) X = +oo
x—-oo |\ x

Inquanto (1 -2) — -2 e x* - —c0 per x — —oc0.




2 Teorema del cambio di variabile nel limite

Teorema 8: del cambio di variabile nel limite

Siano f e g due funzioni per cui é definita la composizione f o g, almeno definitivamente
per x — xp € R*. Se:

1. xlglgog(x):toell%, 2. l}l_{ltl()f(t):éeﬂ%

3. g(x) #tp, definitivamente, per x — Xy

Allora:
xlggclof(g(x)) = }i_{ft}]f(t)-

Lipotesi 3. non e necessaria nel caso in cui f sia continua in #y, oppure se fy = +oo.

Proof. Sia {x,} una qualsiasi successione tale che

Xp # X0, VYN, € X; — Xg per n— +oo.

Abbiamo
g(x,) — tp per n— +oo (perlipotesi 1)
e
g(xy) # ty, definitivamente (per l'ipotesi 3).
Percio

f(gxn) — ¢ (perlipotesi 2).

Se fp = too la condizione g(x) # +oo € ovviamente verificata, mentre se f € con-
tinuain o, ¢ = f(ty), percio nel caso risultasse g(x,) = ty per qualche n si avrebbe

flglem) = flto) = ¢
e quindi la convergenza
f(gxn)) — ¢ per n— +oo

sarebbe comunque garantita.




Esempio 4: Calcolo del limite col teorema del cambio di variabile nel limite

Calcoliamo il limite

Jim Jog

(2x3+4x+1)
5(x+1)3
Le funzioni f e g sono:

2x3+4x+1

5(x+1)3 ) e fn=logt.

glx)= (

Abbiamo t=g(x) e

2x3+4x+1
(fog)x) = f(g) = log(ﬁ) e xp=+oo.
Calcoliamo . .
xEerg(x) =e e di conseguenza = =
Ora calcoliamo
2

1ir2r/15 logt =1log 5 (il logaritmo come vedremo e continuo in R, )

—
Quindi

. 2
xl—lgloof(g(x)) - log g

|
/ 2x3+4x+1
5(x+1)3
2
P O I U SO ...
B -
B
2x3+4x+1
) log( 5+ )
logg-------------------------------------------‘ ------
log 3 /’_\_—/—___________ i
| | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

- : /

Inoltre: ]
lim f(g(0) = log 2
utilizzando il teorema abbiamo:

lim g(x) = 1 e lim logt=1lo 1
g8 =g )5 08t =08
dato che

lim2x+4x+1=1 e lirn5(x+1)3=5
x—0 x—0
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Esempio 5: Calcolo del limite col teorema del cambio di variabile nel limite

Calcoliamo i limiti
1 . 1
lim ex e lim ex.
x—0* x—0~

Le funzioni f e g sono:
1 t
g(x):; e f(h=e'.

Abbiamo t=g(x) e

(fo)(x)=f(gW)= ex inoltre X=0" e x=0".

1. % — +oo per x — 0% e quindi # = +oo. Ora calcoliamo:

1
lim e’ =+oco quindi lim e* = +oo.
t—+00 x—0t

2. % — —oo per x — 0~ e quindi ¢y = —oo. Ora calcoliamo:

Il
=

1
lim e'=0 quindi lim ex
t——00 x—0~
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