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Capitolo 1

Serie numeriche

Esercizio 1.1

Determinare, al variare di o« € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

o0 (€a2—3)n
“— log(1+n)

-
.

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Applicando il criterio del rapporto, si ottiene

L gl
im =
n—+oolog(l+n+1) (ex?=3)n

Il criterio assicura che la serie proposta converge per —-V3<a< \/g, diverge per a < -3
e per a > \/3, mentre non fornisce alcuna indicazione per a = ++/3. Per a = i\/g, la serie
diventa

>
“ log(1 +n)
che diverge per il criterio del confronto, in quanto

1
~ log(1 +n)

1
an > =
n
e quest’ultimo é il termine generale della serie armonica, che diverge. Complessivamente,
la serie proposta converge per —v/3 < a < /3, mentre diverge per o < —v/3 e per a > /3.

(& J

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:
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Soluzione

Osserviamo, anzitutto, come la condizione necessaria di convergenza sia soddisfatta. Inoltre,
si ha

__logn n 1

U = —— < — = —
" n3 nd  n?

Per confronto con la serie armonica generalizzata di esponente p = 2, la serie proposta
converge.

-
(&

Esercizio 1.3

Determinare, al variare di o € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

—

i o
1 1
arctan =5 + /n

n=1 n?

-
A

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

; 1 I 1 1 n 1 n 1 1
arctan — + —==— +o | — —~—
n?2  /n n? n? vnoooy/n
si ha
nZ—a n2—o¢ 1
an = T T YT 1T .8
arctan posrl + o o n% 2
Pertanto dal criterio del confronto asintotico segue che la serie converge per o — % > 1,

ovvero se e solo se o > %

Ve
.

Esercizio 1.4

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

i (=1)"sin (n%)

= 2n+5

Soluzione

Osservando che

sin <nz> = 0 se n é pari, ovvero n = 2k,
2) | (=1)* sen ¢ dispari, ovvero n = 2k + 1.

quindi in realta la serie proposta é sommata solo sugli indici dispari e si puo riscrivere nella
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forma
i (—1)"sin ( i": 1)2kH1 (Z1)k i (—1)k+1
= 2n+5 —~ 22k+1)+5 —~ 4k + 7
k
Quest’ultima € una serie a segni alterni; non converge assolutamente, in quanto ‘% =

le ~ ﬁ per k — +o00, dove 'ultimo ¢ il termine generale di una serie armonica (che
diverge). Tuttavia, la serie proposta converge semplicemente per il criterio di Leibniz. E
infatti immediato dimostrare che la successione definita da ay = ﬁ ¢é positiva, infinitesima
e monotona decrescente.

"

|\

Esercizio 1.5

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

> 1 — 1_2
> — i
n=2

-~
.

Soluzione

Ricordando che /1 — % =1- lg +0(l) si ha
_ _2 12 1 1
n n n n?

che ¢ il termine generale della serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1. Pertanto la
serie di partenza converge per il criterio del confronto asintotico.

"

(&

Esercizio 1.6

Determinare, al variare di * € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

< e2/n 1—7

n=1 \/;

-~
.

Per esercizio. Utilizzare lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per e,

con t = % Dal
confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, la serie proposta risultera essere
divergente per x # 2 e convergente per r = 2.
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Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

zl ()

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

2 2 2
log<n +3\/ﬁ>zlog<1+n +3ﬁ_1>Nn +3\/ﬁ_1

n2+4 n2 44 n2+4+4
Allora

2 2
3 3 3v/n —4 1
anzlog"Jr\/ﬁ Nn+\/ﬁ_1:\/_ 3l
n? +4 n2+4 n2+4 -
Pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata di esponente % > 1, segue che

la serie converge per il criterio del confronto asintotico.
(& J

Esercizio 1.8

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

1

en — 1~ —
n
si ha immediatamente che )
en — 1 % 1
a,,n = ~N — = —
n+1 n n2

Pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1, segue che

la serie converge per il criterio del confronto asintotico.
(& J

Esercizio 1.9

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

e n2+2n
E e+l —e

n=1
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Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Si ha

2 2
n<4+2n nc42n 2n—1 2n — 1 1
ap =en?tl —e=¢| e n?+t ' :e<en2+1—1>~e ~ 2e—
n2 41 n

che é il termine generale della serie armonica. Si € sfruttato il fatto che % — 0 e anche

i@—j& ~ % per n — +o0o. Pertanto, la serie di partenza diverge per il criterio del confronto

asintotico.

-

|\

Esercizio 1.10

Determinare, al variare di « > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

r
.

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

o1 1
S nSa ~ n3a
allora si ha immediatamente che
3_
1\ 3., n272e 1
an = (sin —- | n2 ~ = 2
N2 noc n5a—§

Pertanto, dal criterio del confronto asintotico segue che la serie converge per ba — % > 1,
ovvero se e solo se a > %

"

|\

Esercizio 1.11

Determinare, al variare di a > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché
1 11
\V1+——1~-—
+ ne 2 n®
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[ 1 N B 1
an:( 1+n—a—1>n O‘Nﬁn QZW

Pertanto, dal criterio del confronto asintotico segue che la serie converge per 2o — 2 > 1,
ovvero se e solo se a > %

allora

Vs
(&

Esercizio 1.12

|
.

Determinare, al variare di a > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:
o0
1
(cos — = 1> nl=e
na
1

n=

r
-

Soluzione

La serie proposta ¢ a termini negativi (si ragioni sul coseno di un angolo compreso fra 0 ed
1). Pertanto, possiamo applicare ad essa i criteri delle serie a termini positivi, mettendo in
evidenza il segno negativo. Osservando che, per o > 0,

1 . nl- 1
(cos v 1) n-%~— 5% = ~ 5r3aT

si ottiene subito che, per il criterio del confronto asintotico, la serie proposta converge per
3a—1>1,cioéa>§

a
(.

Esercizio 1.13

Determinare, al variare di o € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

Z |O[ —ba + 7|n
“3n2+logn

-
A

Soluzione

Osserviamo, innanzitutto, che si tratta di una serie a termini positivi, in quanto o> —5a+7 >
0 per ogni a € R. Utilizzando il criterio della radice, si ottiene

R e o e - |a —b5a+7 |a? — 5a + 7|
lim —_——— = lim —————

n—+00 3n? —+ logn n—H—oo /302 4 logn n—>+oo %W

dove abbiamo tenuto conto della gerarchia degli infiniti e del limite V/n? — 1. Poiché
|a? —5a+ 17| < 1 é soddisfatta se e solo se 2 < a < 3, mentre |a? —5a+7| > 1 é soddisfatta

=|a? - 5a+ 17|
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seesolose a<20a >3, el|a?—5a+7 =1seesolosea=2o0a=3, il criterio assicura
che la serie proposta

e converge per 2 < a < 3;
e diverge per a <20 a > 3.

_ _ : : _ 1 1
Per a= 20« = .3, la serie perosta ha come termine gener.ale n = 523 Togn ™ 3n? (?he
soddisfa la condizione necessaria e converge per confronto asintotico con la serie armonica
generalizzata di esponente 2 > 1.

-

\\

Esercizio 1.14

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

> 1

n:1n< l—i—%—l)

-
.

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

3 13
Vit~ i~am

1 2
an = ~ = —n2

n(,/l—}-%—l) ”(%) 3

Pertanto la serie proposta diverge in quanto il termine generale non é infinitesimo.
(& J

allora

—

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

o 1 1

g esmn (sin) (eﬁ —1) cosn
n

n=1

Per esercizio. La serie proposta converge assolutamente e quindi anche semplicemente.
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Esercizio 1.16

Determinare, al variare di o € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

e [2(10g n)"‘_7]n

D

n=2

Per esercizio. Applicare il criterio della radice. La serie proposta converge per a < 7,
diverge per a > 7.

Esercizio 1.17

Determinare, al variare di o € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

[e.e]

4n
ZW

n=1

log4
log7 2

Per esercizio. Applicare il criterio della radice. La serie proposta converge per o >

Esercizio 1.18

Determinare, al variare di o € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

3 o () 1)

n=

Soluzione

La serie proposta ¢ a termini negativi (si ragioni sul coseno di un angolo compreso fra 0 ed
1). Pertanto, possiamo applicare ad essa i criteri delle serie a termini positivi, mettendo in
evidenza il segno negativo. Osservando che

1 \° 1] n? nt 1
“\n+2 T T+ 2)2 T T op2a T T gp2aa

si ottiene subito che, per il criterio del confronto asintotico, la serie proposta converge per
20 —4 > 1, cioé a > %

(& J
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Esercizio 1.19

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

> (1)

n=1

Si svolga per esercizio utilizzando il criterio del rapporto. La serie proposta converge.

Esercizio 1.20

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

Soluzione

Si tratta di una serie a termini positivi. Applicando il criterio del rapporto, si ottiene

lim %ntl \/m (vn)" ( w )n

= lim = lim
n+1

n—+0o Ay, n—>+oo< /—n+ 1)n+1 /n! n—-+o00
1 n
lim (1 + —) =e
n—-+oo n
si ottiene

" F1) 1) ~z"
lim ( n ) = lim ( i ) = lim (1 + —) —e 2=
n——+o00 n-+1 n——+o00 n n—-+o00 n

L _1 .
Poiché | = e™2 < 1, la serie proposta converge.
. J

Ricordando il limite notevole

N[

Esercizio 1.21

Determinare, al variare di « > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando

opportunamente i criteri studiati:
i log [ 2\1°
& n+1

n=1
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Per esercizio. Sommare e sottrarre 1 all’interno dell’argomento del logaritmo ed utilizzare
un’opportuna stima asintotica. La serie proposta converge per o > 1.

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

Per esercizio. Basta sviluppare il termine generale della serie fino al primo termine di
sviluppo non nullo. La serie proposta converge.

Esercizio 1.23

Determinare, al variare di € R, il carattere della seguente serie, utilizzando
opportunamente i criteri studiati:

i |z — 12|+
2n2e—n

n=0

Per esercizio. Utilizzare il criterio del rapporto. La serie proposta converge per 12 — % <
z <124 %, diverge altrove.

Esercizio 1.24

Determinare, al variare di € R, il carattere della seguente serie:

> (=)

n=0

Soluzione

Si tratta di una serie geometrica di ragione q= 17— definita per x 7& 1. La serie converge
|x—1\ ) ’
assolutamente e semphcemente, se e solo se

X

<1
x—l‘
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cioé, se e solo se

il cui intervallo di soluzioni é x < %

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

i cos (nm) e~2" logn
n

n=1

Soluzione

Ricordiamo che cos(nm) = (—1)"; pertanto la serie é a termini di segno alterno. Poiché
logn < n per ogni n € N, abbiamo:
logn 1\"
)
n 2

dove I'ultimo é il termine generale della serie geometrica di ragione ¢ = e% < 1, che converge.
Dal criterio del confronto si ottiene che la serie proposta converge assolutamente, quindi

anche semplicemente.
(& J

—2n 1
Jan] = |(~1)"——==

n

Esercizio 1.26
Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

o0

Z 1+ ncos (nm)

2n?2 4+ 1

Soluzione

Per esercizio. Osservare che > >° n++1 é convergente, dunque é possibile riscrivere

2
o0 o0 o0
1+ ncos(nm 1 n cos (nmw
o irnestm _sh _t gy resinn)
2n4 +1 2n¢ +1 2n4 +1

dove cos (nm) = (—1)™. Stabilire il carattere della seconda serie; si verifichera che converge
semplicemente dal criterio di Leibniz e che, in definitiva, la serie proposta converge in quanto

somma di serie convergenti.
. J
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Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

[e.e]

Z(—l)n cosn
3n? +2/n

n=1

Soluzione

cosn

Fartaym S ha

La serie proposta ¢ a termini di segno alterno. Posto a,, = (—1)"

(—1)" cosn _ |cosn| 1 1
3n24+2y/n|  3n2+2yn " 3n2+2y/n  3n?

lan| =

dove si ¢ sfruttato il fatto che |cosn| < 1 per ogni n e 3n? + 2\/n ~ 3n? per n — +oo. Per
il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1
e per il criterio del confronto, la serie proposta converge assolutamente, e quindi anche

semplicemente.
(& J

Esercizio 1.28

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

1y 1 —sin?(nm/2)
3n +sinn

Soluzione

Si tratta di una serie a termini di segno alterno. Osservando che

0 sen é pari, ovvero n = 2k
2 _ p 3 )
st 2) = { 1 sen é dispari, ovvero n = 2k + 1.

1—sin?(nm/2)

3n+sinn si ha

e posto a, =

1

3n+sinn SERUES 2k’

ap =
0 sen =2k + 1.

Quindi la serie proposta si puo riscrivere nella forma

Ay = (=N
;( ) e T smm ;( TS ; 6k -+ sin(2k)

dove, per la seconda uguaglianza, si € sfruttato il fatto che n = 2k. L’ultima serie ottenuta é

a termini positivi. Poiché per k — 400, m ~ 6%, dal criterio del confronto asintotico

con la serie armonica si ricava che la serie proposta diverge.
(& J
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Esercizio 1.29

Determinare, al variare di € R, il carattere della seguente serie, utilizzando

opportunamente i criteri studiati:
> ( = )n
Z _ 2
: 11—z

Per esercizio. Effettuare ragionamenti analoghi all’esercizio 24.
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Capitolo 2

Primitive

Calcolare le primitive indicate negli intervalli in cui risultano definite

() /<2x+ V—%) dz, (b) /x\_/;4da;

(c) /tan2 xdx, (d) /(3 — x)°dx

1 2 x341
(e) /2_3xd:n, (f) /:L‘ e’ Tdx

() /xmczx, (h) /de

1+sin?zx

. e’ ) 1
) /e””—l—?)dx’ (1) /tana:dﬂv

Soluzione

(a)

/(2{5—1—\3/_—%) dw:/(2x+x1/3—2x_1/2)dw

:x2+zx4/3—4$1/2+c:x2+§1v3$4—4\/5+c

in un qualunque intervallo I tale che I C (0, +00).
- J
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Soluzione

—
|
~

r —zt 1
_ /2 T2y g
/ 7 dx /(m z'*)dx

2 2 2 2
§x3/2—§x9/2+c:§33 w—§x4\/5+c

in un qualunque intervallo I tale che I C (0, +00).

.

|\

Soluzione

()

/tanzx dac:/[(l—i—taan)—1]dx=tanac—x+c

in un qualunque intervallo I che non contenga punti del tipo 7/2 + kx con k € Z.

"

(.

Soluzione

(d) ,
/(3—x)5dm = —/(m—3)5dac = —g(x—3)6+c

in un qualunque intervallo I di R.

.

|\

Soluzione
e

1 1 1
/2_3xdac——/3x_2dm——§log|3ac—2|+c

in un qualunque intervallo I tale che 2/3 ¢ I.

\.

|\

Soluzione

(f)

3 1 3
/x2€m +1dx:_e$ +1+C

in un qualunque intervallo I di R.

N\

(.
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Soluzione

(2)

1 1
/x\/xz—i-ldx: §(952+1)3/2+c= §(a;2+1) 22+ 1+c

in un qualunque intervallo I di R.

"

(.

Soluzione

(h)

sin 2x 2sinx cosx
T de = | 2 e = log(1 + sin? 1) + ¢
/1—{—sin29: / 1+sin®z g( )

in un qualunque intervallo I di R.

"

|\

Soluzione

(i)

T
/ e:—i- 3dx =log(e® +3) + ¢

in un qualunque intervallo I di R.

-

|\

Soluzione

1
/ dw:/c?sxdx:log|sinx|+c
tanx sinx

in un qualunque intervallo I che non contenga punti del tipo km con k € Z.

"

|\

Esercizio 2.2

Calcolare le seguenti primitive integrando per parti

(a) /a:sina: dz, (b) /:v2 cosx dx

C arcsin xz dx d sin? z dz
(c) , (@)

Vs
.
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Soluzione

(a)
/xsinx d:r:—xcosx—i-/cosx dr = —xcosx +sinx + ¢

in un qualunque intervallo I di R.

N\

|\

Soluzione

(b) Integrando per parti due volte di seguito, si ha

/1'200833' dx=m2sinx—2/xsinx dr =

22sinz + 2z cosz — 2/cosm dr = x%sinz + 2x cosz — 2sinz + ¢

in un qualunque intervallo I di R.

"

|\

Soluzione

(c) Prendendo la funzione costante 1 come fattore da integrare, si ha

/arcsinx dr = x arcsinx — dr = xarcsinz ++v1—22+¢

N

in un qualunque intervallo I C (—1,1).

"

(.

Soluzione

2 2

(d) Integrando per parti ed utilizzando cos® x = 1 — sin” x, si ottiene

/sin2as dx = —sinxcosx+/cos2m dx

=—sinxcosx+/1 dx—/sinzx dx

da cui
/sian d:p:—sinxcosx+x—/sin2x dr +c

quindi, portando [ sin? 2 dx a primo membro,
Z/Sin2m dx = —sinxcosx + x + ¢
ed infine, denotando ancora con ¢ la costante arbitraria c¢/2,

. 9 1 . 1
sin mdx=—581nmcosx+§x+c
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t in un qualunque intervallo I di R. J

Calcolare le seguenti primitive integrando per sostituzione

(a) /em_ld ) [ (o /:c\/:v——i—ldx

er +1 s 1+

Soluzione

(a) Ponendo y =€, y > 0,2 € R, si ha x = logy e si scrive dx = idy, quindi

e’ —1 y—1
dxr = — dy.
/em+1 v /y<y+1> Y

Coi fratti semplici, otteniamo

da cui, tenendo conto di y > 0,

y—1
——dy = —logy +2log(y +1) +c.
/y(y+1) w+1)

Ne segue, sostituendo di nuovo y = e*,

X

=1

/ex+1d:v: —loge® +2log(e® +1)+c= —x +2log(e” + 1) + ¢
e

in un qualunque intervallo I di R.
. J

Soluzione

(b) Ponendo y = /z, z,y > 0, si ha z = y? e si scrive dz = 2y dy, quindi

VT / y?
dr =2 dy.
/l—i—xx 1+y2y

y? _y2—|—1—1_ 1
v+1 2 +1 0 g2+

si ha poi

2
2/ 1f_y2dy:2y—2arctany+c.
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Ne segue, sostituendo di nuovo y =/,

NG
1+=x

dxr = 24/ — 2arctan/z + c

in un qualunque intervallo I C (0, +00).

Ve
.

Soluzione

(c) Ponendo y = /x + 1, 2 > —1,y > 0, si ha = y? — 1 e si scrive dz = 2y dy, quindi

2 2
/a:\/x-l—ld:v:2/(y2—1)y2 dy:2/(y4—y2)dy=gy5—5?/3-1—0-

Ne segue, sostituendo di nuovo y = vz + 1,
o 2 5/2 2 3/2
45 a:+1da7—5(a7+1) 3(w—i—l) I @

in un qualunque intervallo I C (-1, +00).

-
.

Calcolare le seguenti primitive di funzioni razionali

5} 1 T 22 +1
—d b —d —d d —d
(a)/x2+2$+1x, ()/Iz—l—x—i—l “ (C>/$2—i—:r:—i—1x7 ()/x2—3x—|—2x

T 1 r+1 1
d f d —d h d
<e>/QL,?,+Z,mz,+5,m+1 -, <>/QC4_1 . <g>/x3_x2 -, <>/963+1 .

Vs
.

Soluzione

(a) L’integrale dato é immediato:

/de—/de—— > +c
2+2c+1  J (z+1)27  z+1

in un qualunque intervallo I tale che —1 ¢ I.

p-
.
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Soluzione

(b) Scrivendo il denominatore, irriducibile, come somma di quadrati:

/;dﬂc—/ ! dx—iarctan [i (m+1)] +c
2+z+1 ) (z+1/2)2+3/4 3 V3 2

in un qualunque intervallo I di R.

-
(&

Soluzione

(c) Utilizzando anche l'esercizio precedente:

/ x d 1/ 20+ 1 d 1/ 1 d
— " dr==| ——— dx—=- | ———dx =
2+x+1 2) 24+zx+1 2] 224+2x+1

110(2%— +1) 1acta [2 ( +1)]+
—log(z” + x — —arctan |— |z + = c
2% V3 VAN

in un qualunque intervallo I di R.

-
-

Soluzione

(d) Eseguiamo la divisione euclidea:

z3 +1 L34 Tr—5

—_— = — - o

2 —3x+2 2 — 3z +2
Impostando i fratti semplici

Tv—5 Tx —5 B A i B
2-3z+2 (z—-1)(z-2) -1 z-2’
si ottiene
A=-2, B=09.

Concludendo:

41 2 9
/:c2—3:c+2$ /(a:+3 a:—1+a¢—2) v

1
§x2+31‘—210g\a:—1]+9log]$—2l+c

in un qualunque intervallo I tale che 1 ¢ I, 2 ¢ I.

-
-
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Soluzione

(e) Impostiamo i fratti semplici:

T B T A i B i C
3 +322+3z+1 (z+1)3 z+1 (z+1)2 (z+1)3
Si ottiene
A=0,B=1, C=-1
Concludendo

/ < dm—/ L — L dx
3 +322+3z+1 (x+1)2 (z+1)3

1 +1 1
x+1 2(x+1)

5 t¢

in un qualunque intervallo I tale che —1 ¢ I.
- J

Soluzione

(f) Impostiamo i fratti semplici:

I 1 A N B +C:c+D
-1 (@-DE+D)@2+1) z-1 z+1 z2+1°
Si ottiene ] 1 |
A=- B=— C=0, D= ——.
b 47 b 2
Concludendo

/ L _/ 111111
A1 [ \4z=-1 1z+1 222+1)%

1 1 1
:Zlog|m—1|—Zlog|x+1|—§arctanx+c

in un qualunque intervallo I tale che +1 ¢ I.
. J

Soluzione

(g) Impostiamo i fratti semplici:

z+1 z+1 A B+ c
B —z2 22(zx—1) =z 22 zx-1

Si ottiene
A=-2 B=-1C=2.
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Concludendo

1
= —2log|z|+ — +2log|x — 1|+ ¢
x

in un qualunque intervallo I tale che 0,1 ¢ I.
- J

Soluzione

(h) Impostiamo i fratti semplici:

r 1 A i Bz +C
?+1 (z+1)(z2—2+1) 241 22-z+1
Si ottiene N ] 2
A=—-, B=—,C=-.
’ 3’ 3
Quindi

/ 1d_/11+1—x+2 .
Bl J\3e+1 "32—z+1,%"

1 1 2¢—1 1 1
— 21 oz [ 227" geq= [ — 4
3og|az+ | 6/x2—x+1 I+2/LL‘2—1‘+1$

1 1 1 1
=1 |- Zlog(z®? —z+1)+ = d
gloglz+ 1| — glog(a” o+ )+2/(x—1/2)2+3/4 v

1) |z + 1] L) (> —z+1)+ L [2 < 1)}+
= — 108 |T — <108\ — X ——arctan | — | r — < &
Ch 6 5 V3 V3 2

in un qualunque intervallo I tale che —1 ¢ I.
- J

Esercizio 2.5

Calcolare le seguenti primitive

T+1 t
(a) /:%de’ (b) /$210g(1‘—|—1)d1‘, (c) /Qadex

sin® x — cos? &

(d) /‘;I\\/gd:ﬂ (©) /Colsxdx, (f) /@dx
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Soluzione

(a) Con la sostituzione y = e*, y > 0, x € R, si ha z = logy, si scrive dz = %dy, e si ottiene
e’ +1 y+1
dr = | ———=dy.
/eh+1x /y(y2+1)y

y+1 A By+C
y(y?+1)  y oy 41

Impostiamo i fratti semplici:

Si ha
A=1, B=-1,C=1,

da cui, tenendo conto anche di y > 0,
y+1 / 1 Y 1
———dy = - — + d
/y(y2+1)y (y EESIRTEEY

1
=logy — 5 log(y? + 1) + arctany + c.

Sostituendo poi di nuovo y = €%, si ha

1
/:Mj:_ldx—x——log( 2 1 1) + arctan e® + ¢

in un qualunque intervallo I di R
\ J

Soluzione

(b) Integrando per parti e calcolando poi l'integrale di una funzione razionale, si ha

3

1 1 x
2 3
1 1)dz = —x°1 1) — - d
/x og(z + 1)dx 3% og(z+1) 3/35—1—196

1 1 1 1
:§x3log(a:—|—1)—g/(x2—x+1)dm+§/$+1d:c

1 1 1 1 1
= §x3 log(z +1) — §m3 + 6902 - gzc—i— glog(:v +1)+c¢

in un qualunque intervallo I C (-1, +00).
\ J

(c) Da tanz = SB2 ¢ sin? z = 1 — cos

2
cosx x, si ha

tanx sinw
2—dl‘ = 2 dz.
sin® x — cos? x cos (1 — 2 cos? z)
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Ponendo ora y = cosz, si scrive dy = —sinz dx e si ottiene

/ sinx d 1 / 1 d
T =

cosz(1 — 2 cos? z) 2J yly—+/1/2)(y++/1/2) Y

Coi fratti semplici, si ha poi

2 1

1 1
O v TRy Yy R v

da cui

1 1 1
/ :—log|y|+§log|y2—1/2|+c.

2J yly—12)(y +/1/2)

Concludendo,

t
/ ) = g_dm_—loglcost- log|cos x—1/2|+c¢
sin®x — cos2 x

in un qualunque intervallo I che non contiene punti del tipo z = 7/2 + k7 oppure del tipo
x =7/4+ kmr/2 con k intero.

\ J

Soluzione

(d) Con la sostituzione y = /z, =,y > 0, si ha 2 = y?, si scrive dz = 2y dy e si ottiene

/x+\/_ 2/y +yd
24+ y+2

Integrando la funzione razionale, si ha

3 2

Yty 2 / 1
2 dy =2 —y+2)dy —8 | ——d
/y 9 Y /(y Y )dy 7 2y

2
—gy — 2 + 4y — 8log(y + 2) + c.

Sostituendo di nuovo y = /z, si conclude

/;1-\\;__ :gx z — 2+ 4v/x — 8log(vT +2) + ¢

in un qualunque intervallo I C (0, +00).
. J

Soluzione

(e) Operando la sostituzione razionalizzante y = tan 3, dr = %;dy e tenendo conto di

1 1
dr = -2 [ ——dy.
/coswx /y2—1y
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Coi fratti semplici, si ha poi

1 1 1 1
—2/2—dy:/(———)dy:10g&+c.
ys—1 y+1 y—1 y—1

Tornando a y = tan §, si conclude

1
/ dx = log
CoS T

in un qualunque intervallo I che non contiene punti del tipo z = 7/2 + k7 con k intero.
. J

Soluzione

(f) Operando la sostituzione razionalizzante z = 2siny, —7/2 < y < 7/2, =2 < x < 2,
dx = 2cosy dy, tenendo conto anche di cosy > 0, si ottiene

/\/4—x2da::4/0082y dy.

Da 4 cos?y = 2 + 2 cos(2y), si ha poi

tan(z/2) + 1 ’
tan(z/2) — 1

4/c0s2y dy = 2y + sin(2y) = 2y + 2siny cosy + c.
Usando ora siny = 2/2, y = arcsin(z/2), cosy = /1 —sin’y = $v4 — 22, si conclude
/\/4—x2d1‘:2arcsin(1‘/2)+(x/2) 4—22+¢

in un qualunque intervallo I C (—2,2).
(& J

Esercizio 2.6

Calcolare i seguenti limiti

2

(a) lim 1/076 log(1 + Vi), (b) lim 1/090 (1 — cos V) dt

z—0+ T3 —0+ T4

(¢) lim <2 /448 Md:ﬂ — log(k(k + 1))) ,

k——+o0 x

k—4o00

(d) lim </13 log(k(x + 2))dz — 3log(k + 1))
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Soluzione

(a) Ponendo f(z) = [ ’ log(14+/t)dt, il limite si presenta nella forma indeterminata 3 data

da lim,_,q+ % Siamo nelle ipotesi di utilizzo delle regole di De L’Hospital e possiamo
passare al calcolo del limite

L)

im

z—0t 3z2

Calcoliamo la derivata f’(x) con il Teorema fondamentale del calcolo integrale e la regola
della derivata di funzione composta:

f'(z) = 2zlog(1 + Va?) = 2zlog(1 + z), > 0.

Concludendo )
.1 " . 2xlog(l+ x)
e —3/0 Lol 4= /et = Iy —— "7
2 log(14+xz) 2
300+ @ 3
g J

Soluzione

(b) Ponendo f(z) = [; 2(1 —cos \/t)dt, il limite si presenta nella forma indeterminata 8 data
da lim,_,o+ %—) Siamo nelle ipotesi di utilizzo delle regole di De L’Hospital e possiamo

passare al calcolo del limite
f'(z)

o—0+ 4dxz3

Calcoliamo la derivata f’(x) con il Teorema fondamentale del calcolo integrale e la regola
della derivata di funzione composta:

f(x) = 22(1 — cos Va?) = 2z(1 — cosz), x> 0.

Concludendo )
1 [* 2z(1 —
lim —4/ (1 —cosVt)dt = lim x(—gosx)
z—0tT T 0 z—0t 4x
1 . 1—coszx 1
= — lim = -
2 z—0+ 2 4
g J
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Soluzione

(c) Calcoliamo

2 /46 log;k;m) dz = [log?(kz)|;¢ = log?(4ke) — log?(4k)
4
= (log(4ke) — log(4k))(log(4ke) + log(4k))

4k
= log 4—]: log(16k%e) = log(16k>e).

Ne segue

4de 1 k
lim (2 / log(k2) 1 tog(k(k + 1))) = lim log(16k2e) — log(k(k + 1))
k—+o0 4 T k——+o0

2

. e
= kllffoo log Pk log(16e) = 1 + log 16.

Soluzione

(d) Calcoliamo

dx

g 3
/1 log(k(z + 2))dz = [z log(kx + 2k)]3 — /1 —

= 3log(5k) — log(3k) — /13 (1 - _Qi_ 2) dx

= 3log(5k) — log(3k) — 2 + 2log g

Ne segue
3
lim (/ log(k(x + 2))dz — 3log(k + 1))
k——+oco 1
. 5
= lim 3log(5k) —log(3k) — 2+ 2log 5 — 3log(k + 1)
k—+o0 3
5k )
= 1 1 — 1 k) —2+2log - = —o0.
(Jm 3log 7= — log(3k) — 24 2log 3 = —oc
(& J
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Capitolo 3

Integrali

Determinare la misura dell’insieme A C R? cosi definito:

rz+1
A=S(z,y) eR%:—1<ae<l,22—1<y<
(o) B <o 12y 2]

Soluzione

Si tratta di calcolare .
1
/ <a:—}- —(x2—1)> dx.
1 \z+2
Si ha . .
1 1
/ s +1-— 22 d:c:/ 2 — — 22 ) dz
1\ T + 2 1 x+2
371
1
= [233 —log(z +2) — x—} 0 log 3.
3] 3
(. J

Calcolare
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Soluzione

x/2

Con la sostituzione y = e

1z x/2 Ve 2
/ ere’” d,x:2/ Y EY g,
o 1l+e” 1 (T+92)y

Ve yt+1
= 2/1 1y—|——|—y2 dy = [log(y* + 1) + 2 arctan y]}/é

,x=2logy, dr = %dy, si ottiene

1
+ 2arctan /e — g

Calcolare

™
/ e %l cos x dx
—T

Osserviamo che la funzione ¢ pari, in quanto f(—z) = f(z) per ogni = € [—m, 7]. Quindi,
per proprieta di simmetria

vy ™ vy
/ e 1l cos dw:2/ e 1l cos d:sz/ e *coszx dx
- 0 0

dove nell’ultima uguaglianza si é sfruttato il fatto che |x| = 2 per ogni z > 0. Si ha,
integrando due volte per parti

I:/excosa: da::exsin:c—i-/exsin:c dx

=e ®sinx —e Fcosx — /e_’”cosx der =e Fsinez —e ®cosxz — I

da cui
2] = e Fsinz —e Fcosz
ed infine
e Tsinx —e Tcosx

I:/e_’”cos:cdx: 5 +c

Per il calcolo dell’integrale definito, valutiamo la primitiva fra 0 e 7, non dimenticando il
fattore 2 che era presente davanti all’integrale:

Il =€eT"+1
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Esercizio 3.4

Calcolare

2 T 1 x
/ e log( —i—e)dx
0 1+6x

Soluzione
Con la sostituzione 1 + e* = t, e* dx = dt, si ottiene

2 x z e?+1
/ e’log(l+e )dx :/ logtdt
o lter . t

2.2 2
1) —
5 2log (e“+1) —log=2)

B [log2 t] ShE B 1(
2

Vs
|\

Esercizio 3.5
Stabilire se il seguente integrale
1 .3
sin
/ idm
o €%(1—cosx)

esiste finito.
.

.

Soluzione

Poiché la funzione integranda é continua in (0, 1], per stabilire se I'integrale proposto con-
verge ¢ sufficiente studiare il comportamento di f in un intorno destro di # = 0. Per z — 07

si ha 5 o
(V) % 1
f@)~15-=75=2 1/2
§$ 51‘ T

Poiché 1/2 < 1, dal criterio del confronto asintotico l'integrale proposto esiste finito; piu

formalmente, la funzione f(z) é impropriamente integrabile in un intorno destro dell’origine.
(& J

Esercizio 3.6

Stabilire se il seguente integrale

400 .T2
/ dz
o (34 5zP)arctan z3/2

esiste finito.
N\

N
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Soluzione

La funzione integranda é continua in (0, +00). Per stabilire se I'integrale proposto converge
& necessario studiare il comportamento della funzione integranda in un intorno destro di
x = 0, dove il denominatore non ¢ definito, ed in un intorno di +oco. E bene riscrivere tale
integrale di terza specie come

1 22 +oo 22
/ dz + / dx
o (3+5z5)arctan z3/2 1 (34 5z%) arctan x3/2

al fine di evidenziare il duplice studio da svolgere. Per x — 0% si ha

2 1
f(@) ~ 3532 3p-1/2

Poiché —1/2 < 1, dal criterio del confronto asintotico la funzione f(x) ¢ impropriamente
integrabile in un intorno destro dell’origine. Verifichiamo, ora, che lo sia anche in un intorno
di +00. Per x — 400 si ha

z? 2 1

~Y = —_———
525  bm a3

f(z)

Poiché 3 > 1, dal criterio del confronto asintotico la funzione f(z) ¢ impropriamente inte-
grabile anche in un intorno di +o0c. Complessivamente, dunque, I'integrale improprio esiste
Ve

finito. Osserviamo che, in realta, poiché f(x) ~ 5%, per z — 0T, la funzione & prolungabile
per continuita in x = 0 e si puo porre, per definizione, f(0) = 0.

-

Stabilire per quali valori del parametro a € R il seguente integrale improprio

11 2
/ og(l+zx )dq:
o x(1+23)

.

esiste finito.

.

-

Soluzione

La funzione integranda é continua in (0, 1). Per stabilire per quali valori di @ € R l'integrale
proposto converge basta studiare il comportamento dell’integranda in un intorno destro di
x = 0, dove il denominatore non ¢ definito. Per z — 0% si ha

che ¢ impropriamente integrabile per a — 2 < 1, cioé per a < 3.

&

(&
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Dato il seguente integrale improprio

+o0 2 lo' 1
/ x arctan (a; ) log (1 + x) dx
1

xt+1

studiarne la convergenza al variare di a € R. Successivamente, per @ = 0, calcolarlo
mediante la definizione.

e
(.

Soluzione

La funzione integranda ¢ continua in [1,400). Per stabilire per quali valori di @ € R
I'integrale proposto converge basta studiare il comportamento dell’integranda in un intorno

di +00. Per x — +0o0 si ha
zm (1\Y 7w 1
f(x)wx‘l2<a;) T 2 gats
1

dove si & reso necessario 1'utilizzo delle stime asintotiche z* 4+ 1 ~ 2%, log® (1 + %) ~ (g)a,
x — +o00. Dal criterio del confronto asintotico, I'integrale improprio esiste finito se a+3 > 1,
ovvero o > —2.
Per a = 0, l'integrale diventa . )
(e.9]
/ xarc:an(w )dar:
1 T* + 1

E possibile procedere per sostituzione, ponendo arctan(z?) = t, H% dr = % dt, ottenendo

/+°° T arctan (1:2) ; /”/2 t it 3 5
—_— x€r = —_ = —9
1

xt+1

(
(.

Esercizio 3.9

Dopo aver stabilito se la funzione é sommabile o meno, calcolare i seguenti integrali

’ 1 ! 1 +oo 2
(a) /_1 M—lmdx, (b) /_1 M—lmdx, (c)/0 ze " dx

(d) /DJFOO:U?’e_xde, (e) AJroox(xl_g)dx

Si tratta di tutte funzioni continue e positive nei rispettivi intervalli di integrazione, quindi
di tutte funzioni integrabili. Ciascun integrale rappresenta la misura del sottografico. In
tutti i casi, il sottografico &€ un insieme non limitato del piano, I'integrale vale quindi o un
numero positivo o +0o0. Ricordiamo che la funzione si dice sommabile quando é integrabile
con integrale finito.

AN

.
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Soluzione

(a) La funzione

1
1-2)V1+z

é continua nell’intervallo (—1,0]. Bisogna, quindi, studiarne il comportamento in un intorno
destro di = —1. Per x — —17 si ha

1 1
f(x) ~ = -, x— —17
142 (1—|—x)§

fz) =

quindi la funzione é sommabile in (—1,0] per il criterio del confronto, in quanto % < 1.

Questo significa

0 0
/_1 f(z)dz = lim f(z)dx

e—0t —1+4e

e che tale limite esiste, finito e positivo.
Ponendo y = /1 + z, = y? — 1, dz = 2y dy, otteniamo

0 TR
:cda::/ dy,
/—1+€f( ) \/52 y2 Y

quindi, tenendo conto che /¢ — 0 per ¢ — 0, abbiamo

0 1 2 1 2
dr = i dy = — dy.
[ fre = dim [y = [y

Si noti che, in questo caso, dopo il cambiamento di variabile, abbiamo ottenuto l'integrale
di una funzione limitata partendo dall’integrale di una non limitata.

Coti fratti semplici, tenendo conto anche di |y — \/5\ = /2 — y nell’intervallo d’integrazione,
si ha

2 2 _L< 1 )
2-92 (y—V2)w+v2) V2\y+v2 y-v2/)’

quindi
o= [ ()
r)dr = — = Y
1 V2Jo \y+v2 y—+V2
1 1Ogy+\/§ ' 1Og1+\/§
2 V2-y|, V2 CV2-T
g J

(b) Si ha
1 1 1
/ / d +/ —————dx
(1—93 \/1—{—33 (1-z)V1+z 0o 1—xz)V1+=zx

dove il primo integrale & finito ed & stato calcolato al punto precedente. L’integrale ora
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assegnato € quindi finito se e solo se tale é

! 1
/0 (1—-2)v1 —|—xdm'

La funzione 0

1-—z)V1+z

¢ continua e limitata in ogni intervallo [0,1 — €], € > 0. Si ha poi

flz) =

r— 1"

quindi la funzione non é sommabile in [0, 1) per il criterio del confronto. Questo significa

/1 f(z)dz = lim 17€f(w)dx = +o00,
0

e—=01 Jo

quindi anche l'integrale dato vale

1
1
————dz = +o0.
/_1 (1-2)V1+x

Soluzione

(c) La funzione f(z) = ze~®" & continua e limitata su ogni intervallo [0,a] con @ > 0. Si ha
poi

X

f@) =0 (%) = s,

qualunque sia a > 0, in particolare, scegliendo o > 1, la funzione é sommabile su [0, +00).

Questo significa
+oo a
/ f(x)dx = lim / f(z)dx
0 0

a——+00

e che tale limite esiste, finito e positivo. Infatti

. a g2 1 . 2214 1 . 2
lim ze ¥dr=—= lim [e” T ]} =
a—+o0 Jq 2 a—+o0 2 a—+o0

L’integrale dato vale 1/2.

. J

Soluzione

(d) La funzione f(z) = z3¢~*" ¢ continua e limitata su ogni intervallo [0,a] con a > 0. Si
ha poi
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Questo significa

/O+O°f( o= Jin_ [ fG@

e che tale limite esiste, finito e positivo. Infatti, integrando per parti, e tenuto conto
dell’integrale calcolato al punto precedente,

a 1 a
lim 23 dz = lim {—5[1’2612]8 - / xerd:r}
0

a——+00 0 a——+00

1 2 2 a 2 1
= lim [ —=a%e? +/ ze Vdr ) = =.
a——4o00 2 0 2

L’integrale dato vale 1/2.

(& J

Soluzione

(e) La funzione f(z) = ﬁ ¢ continua e limitata su ogni intervallo [4,a] con a > 4. Si
ha poi

1
~ — —
f(x) 5 +00,

quindi la funzione ¢ sommabile su [4, +00) per confronto. Questo significa

[ s = i [ 5

e che tale limite esiste, finito e positivo. Infatti, coi fratti semplici,

i a 1 1 . e 1 1 1 . z—31%
lim ——dzr = - lim ——)der=—- lim |log
a—s+oo [, z(x —3) 3a—too Jy \z—3 = 3 a—+oo x

1 . a—
- 5 aEr—il—loo (log

1 1 1 1
— log é_l> = _§IOgZ = glogél.

L’integrale dato vale %log 4.

(& J

Esercizio 3.10

Determinare tutti gli & > 0 per cui la funzione

fla) = (Vita—va)"

¢ sommabile su [0, +00)

N\ J

La funzione f(x) & continua e positiva su [0, +00), quindi basta analizzare il suo com-
portamento in un intorno di 400, ovvero per x — +o0o. Moltiplicando e dividendo per
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(Vi+z+ \/E)a, si ha
1 1 1 1

f(.’L‘): (\/H—IL'—F\/E)Q ~ (2\/5)‘1 :2_axa/27

Per confronto, segue che f é sommabile su [0, +00) se e solo se /2 > 1, quindi se e solo se

T — +00.

o > 2.

-
(&

Esercizio 3.11

Dato

dx

+00 log (1 + 6962)
J

2 4 325/2 4 g3> 4 122

stabilire per quali valori di @ > 0 converge, ovvero esiste finito.

-~
(.

Soluzione

La funzione f(x) & continua e positiva su [0,400), quindi basta analizzare il suo
comportamento in un intorno di 4+o00, ovvero per x — +oco. Si ha

log (1 + e”‘"2> log (er) 72
f(@) = 2+ 3252 + g% + 127 3252 + 2% 3g5/2 4 g

2

o5 = %x% se 3a < 5/2, ovvero se e solo se a < 5/6

2

o5z = 71;# se 3a = 5/2, ovvero se e solo se « = 5/6

2

xg—a:xga;_z se 3a > 5/2, ovvero se e solo se a > 5/6

Nei primi due casi, I'integrale improprio diverge per confronto asintotico, in quanto 1/2 < 1.
Nel terzo caso, invece, esiste finito se e solo se 3aa — 2 > 1, ovvero se e solo se a > 1. In
definitiva, I'integrale improprio esiste finito (converge) per o > 1, diverge per a < 1.

-

dz

/+°° 3+ 223/2 4 sple 4 p1/2
0

log (1 + e””s)

stabilire per quali valori di « > 0 converge, ovvero esiste finito.
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Soluzione

La funzione f(x) & continua e positiva su [0,400), quindi basta analizzare il suo
comportamento in un intorno di +o00, ovvero per x — +00. Si ha

B 3_’_25[;3/2 _’_5‘,];.404 _’_$1/2 2333/2 +5x4a _ 2.’E3/2 +5$4a

5 ~ B -
f( ) log (1 4 em5) log (ex5) d
2232 _ 9 1 se 4 < 3/2, ovvero se e solo se a < 3/8
z5 4T/ 0

723/2 _ 5 1 _ _
~\ o =T=m  seda =3/2, ovvero se e solo se o = 3/8
5m4o¢
xd

=51z se da > 3/2, ovvero se e solo se a > 3/8

Nei primi due casi, I'integrale improprio converge per confronto asintotico, in quanto 7/2 >
1. Nel terzo caso, invece, esiste finito se e solo se 5 — 4o > 1, ovvero se e solo se a < 1. In

definitiva, I'integrale improprio esiste finito (converge) per o < 1, diverge per o > 1.
. J

T arctan

1 Vz(l+ %)

stabilire per quali valori di @ € R converge, ovvero esiste finito.

Soluzione

N

La funzione f(z) ¢ continua e positiva su [1,400), quindi basta analizzare il suo
comportamento in un intorno di +o00, ovvero per x — +00. Si ha

( /2

™
T2 512t 7 95172 sea <0
TI'/2 _ e _
f(@) ~ 221/2 = 1172 sea=0
7T/2 e
D21 gi/3ta ~ ggl/4a SE Q@ > 0

Nei primi due casi, 'integrale improprio diverge per confronto asintotico, in quanto 1/2 < 1.
Nel terzo caso, invece, esiste finito se e solo se % 4+ a > 1, ovvero se e solo se o > % In
definitiva, lintegrale improprio esiste finito (converge) in un intorno U(+oc) per a > 3,
diverge per a < %

\ J

Esercizio 3.14

Operare il cambiamento di variabile y = y/z in

+oo 1

Va(Vr +2) (Vo +6

)dac
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{ e scrivere il corrispondente integrale in dy. Determinare poi il valore dell’integrale. J

Soluzione

Da y = \/z, x = y?, dz = 2y dy, si ottiene

+00 1 +oo 2
A \/E(\/E+2)(x/5+6)dx:/2 WG o)

Coi fratti semplici,

/+00 2 dy = lim /a 2 dy
s (W+2)(y+6) a=+oo fy (Y +2)(y + 6)

1 A | 1 1 y+21°
== lim = Ndy==>1 ]

2 a—+ /2 <y+2 y+6) Y 2@$§1W[Ogy+6]z

1 a+2 1 1 1
=3 L (loga+6—log§>———log———log2.

Esercizio 3.15

Data la funzione

(3 —-27)(t —1)3

Fill+00) = R, f(:c)z/l( L

e Scrivere f'(z).

e Trovare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo interni al dominio specificando
il segno dei valori assunti in tali punti.

e Dire se lim f(z) esiste e se ¢ finito o meno motivando la risposta.
T—+00
e Stabilire per quale valore di « risulta finito e diverso da 0
lim(x — 1) f(z)
z—1

motivando la risposta.

. /

Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale

(@3 — 27)(z — 1)°

fiw) = x’+1
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Soluzione

La derivata prima si annulla nell’estremo = 1 del dominio e nel punto interno x = 3.
Risulta negativa per 1 < z < 3, positiva per > 3. Il punto = 3 ¢ di minimo (assoluto)
interno. Il valore corrispondente

3 43 _ 1\3
j_,(g):/1 (t 752771@1 b

¢ negativo come si deduce dal fatto che f(1) = 0 e che f ¢ strettamente decrescente in [1, 3].
Alla stessa conclusione si giunge direttamente osservando che la funzione sotto il segno di
integrale ¢ negativa nell’intervallo [1, 3).

s
|\

Soluzione

La funzione f ¢é strettamente crescente in (3, 4+00), quindi il limite esiste, finito oppure +oco.

Per definizione,
+00 (43 _ 97V (¢ — 1)3
L f(x):/ ‘ t77-)|-(1 Eat,
X (0.9} 1

quindi la domanda equivale a chiedere se la funzione

(3 —27)(t — 1)3
T+ 1

g(t) =

¢ sommabile su [1,400) o meno.
La funzione ¢(t) & continua in [1,400) quindi basta esaminare il suo comportamento per
t — +o00. Si ha

1
g(t) ~ o t — 400,

da cui la funzione non é sommabile su [1, +00).

Concludendo, lim f(z) = +oc.
T—+00

(&

|\

Soluzione

Si ha lim1 f(z) = f(1) =0, quindi per a > 0 il limite proposto & zero. Per a < 0, diciamo
z—

a = —f con 8 > 0, il limite proposto

lim 1)

z—1+ (SC = ].)ﬁ
ha la forma indeterminata %. Applicando le regole di De L’Hospital, abbiamo

@) @)
a1+ (x — 1) 51+ Bz —1)A1

. (*-27)(x—1)* _ 13 (x —1)3
T BE PG D) B et @ P
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Tale limite esiste per ogni § > 0 ma risulta finito e diverso da zero, come richiesto, se e
solo se f =4 (ed in tale caso vale —13/4).

Concludendo, il limite proposto esiste finito e diverso da zero se e solo se & = —4.

Esercizio 3.16

Calcolare
+oo 1

0o VEE+D(VE )

Dire poi come si possa anticipare, senza 1’ ausilio di primitive, la sommabilita della funzione

nell’intervallo indicato.
. J

Soluzione

La funzione

dx

1
Val/z+ D(v/z +4)

¢ continua e positiva in (0,4+00), non limitata per z — 0 e I'intervallo di integrazione non

é limitato. Scritto oo " too
|t = [ s@ae [ s
0 0 1

occorre e basta esaminare i comportamenti asintotici di f(x) per x — 0 e per x — +00. Si
ha

fz) =

11 1

Dunque, f(z) ¢ sommabile su (0, +00) perché lo ¢ sia su (0, 1] che su [1,400) per confronto.

Possiamo calcolare il valore con la sostituzione y = /z, x = y?, do = 2y dy:

+o0 1 +00 2
/0 ez + 1)(\/5+4)dx:/o WrDu+ 9

2/+°O( 1 1 ) 2 [ y+1]“
== —— — —— |dy=- lim |log
3 Jo y+1 y+4 3 a—+o0 y+4],

dy

-
.

Esercizio 3.17
Sia ® log t
og

e Determinare gli eventuali estremanti locali e ’andamento di monotonia di f.

e Motivare 1’ esistenza di un asintoto orizzontale per f.
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e Calcolare lim Lac)
rz—1 (.7} — 1)2

Soluzione

Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale,

__logz

!/

x
fa) =%
per ogni = nel dominio assegnato [1/2,+00). La derivata si annulla per x = 1, risulta
negativa per 1/2 < x < 1, positiva per x > 1. La funzione f é quindi strettamente
decrescente in [1/2,1), strettamente crescente in (1,+00). Il punto 2 = 1 ¢ di minimo
assoluto con valore f(1) = 0, in particolare la funzione assume solo valori non negativi

(positivi per ogni « # 1 nel dominio assegnato).
- J

Soluzione

Si deve motivare che lim f(x) esiste finito. Per definizione,
T—~+00
T Jogt
li = ——dt
:c—l>r—|I-1<>o f(@) /1 2
quindi si deve motivare il fatto che la funzione

logt
g(t) = T

¢ sommabile su [1, +00).

La funzione ¢(t) ¢ continua in [1,+00) quindi basta esaminare il suo comportamento per
t — +o00. Dal momento che logt ¢é infinito di ordine inferiore a qualunque potenza, si ha

1

per ogni € > 0,da cui, scegliendo ¢ tale che 2—¢ > 1, la funzione g é sommabile su [1, +00).

Ve

J

Soluzione

Si ha lirri f(z) = f(1) = 0, quindi il limite proposto ha la forma indeterminata %.
r—>

Applicando le regole di De L’Hospital, abbiamo
f(=) o fi(=)

I e Ty

log

1. log(l4+y) 1
m = lim ——2 = =,
»lox—1 2y—=0 y 2

(
|\
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Esercizio 3.18

Consideriamo
T+ 2

+oo
/2 et D D™

Prima di calcolarlo motivare il fatto che tale integrale esiste finito.

Soluzione

La funzione
T+ 2

1@ = e e =1

¢ continua e positiva su [2, +00) ed ha il comportamento asintotico

1
~ — —
f(z) I +00,

quindi é impropriamente integrabile in un intorno di 400 per confronto.

Dai fratti semplici
T+ 2 2 1 1 3 1

2+ ) —1) 2z—1

segue la primitiva su [2, +00)

_5+§$—|—1

/ z+2 dz = log (z + 1)/2(z — 1)3/2
z(z+1)(x—1) w2 )
Quindi
/+OO T+ 2 e o log (IIJ + 1)1/2($ _ 1)3/2
s z(z+1)(xz—-1) a—+o0 e )

L (a+1)1/2(a_1)3/2 31/2 - 4

= aginoo <log 2 log 1 = log 7
. J

Utilizzando il cambiamento di variabile y = e* calcolare

/+oo ex
dx.
0 (e 4+ 2)(e* + 3)
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Soluzione

Day=¢€" x =logy, de = %dy e dai fratti semplici, segue

+oo ex +o0 1
dr = ——dy
o (e +2)(e”+3) 1 (W+2)(y+3)
+o0 1 1 21
= —— — —— | dy= lim |log yr
1 y+2 y+3 a—+00 y+3];

= lim (loga+ —10g—>:log—
a+

a——+00

Ve
|\

Esercizio 3.20

Data la funzione
dt

T 43
fillro) 2R @)= [

e Scrivere f'(z).
e Determinare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo.
e Scrivere f"(z).

e Per motivare la presenza di flessi o meno, fare a parte un breve studio della funzione
polinomiale y = —22° + 13522 + 3 riportandone un grafico qualitativo. Il polinomio in
questione & uno dei fattori di f”(z).

e Dire, dal punto precedente, se f ha punti di flesso. (Non si chiede di trovare esplicitamente
tali punti ma solo dire se ci sono e quanti sono e di localizzarli rispetto ad altri punti notevoli
come punti di massimo o minimo relativo).

e Dire se lim,_, . f(x) esiste e se ¢ finito o meno motivando la risposta (nel caso che sia
finito non si chiede di calcolarlo).

-~
.

Soluzione

Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale,

_a:3—27

f'(@) z° +1

per tutti gli  nel dominio assegnato [1,400).

G

\\

La derivata si annulla per x = 3, ¢ negativa in [1,3), positiva in (3,+00). La funzione &
strettamente decrescente in [1,3), strettamente crescente in (3,400). Il punto x = 3 ¢ di
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minimo assoluto, con valore
) _/3 t3—27dt
YR
calcolabile coi fratti semplici se necessario, di segno negativo in quanto f(1) = 0 ed f
strettamente decrescente in [1,3). Si pud determinare il segno di f(3) anche direttamente

osservando che la funzione sotto il segno di integrale é strettamente negativa per t € [1, 3).
. J

z2(—2z° + 13522 + 3)
@+ 12

(@) =

Soluzione

Si ha 1in1:1 y(z) = Foo. Poi y(x) = —10x(23 —27), da cui y(x) é strettamente decrescente
T—> 00

in (—o0,0), il punto x = 0 ¢ di minimo relativo con valore y(0) = 3, y(x) & strettamente
crescente in (0,3), il punto x = 3 & di massimo relativo con valore y(3) = 732, y(z) ¢é
strettamente decrescente in (3,+00). In particolare, y(x) ha un unico zero per x = o con
a € (3,400), y(z) > 0 per z < a, y(z) < 0 per z > a.

- J

Nel dominio assegnato, la derivata seconda ha lo stesso segno di —2x° 4+ 13522 + 3. Per

quanto visto al punto precedente, la funzione f ha un flesso per x = a, con «a € (3, +00), &
strettamente convessa in (1, @), strettamente concava (a, +00).

Soluzione

La funzione é strettamente crescente in (3, +00) quindi il limite esiste, finito oppure +oc.

Per definizione,

+o0 t3 — 927
lim = — dt
zﬁlJroo f(m) /1 t+1 7

quindi la domanda equivale a chiedere se la funzione

3 — 27
t+1

g(t) =
¢ sommabile su [1, +00) o meno.

La funzione ¢(t) & continua in [1,400) quindi basta esaminare il suo comportamento per
t — +o00. Si ha

g(t) ~ 2 t — 400,
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da cui la funzione ¢ sommabile su [1, +00).

Concludendo, 11111 f(x) esiste finito. Se necessario, ¢ possibile calcolarlo coi fratti semplici.
T—r+00
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