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Capitolo 1

Cuspidi, flessi e tangenti

Utilizzando la definizione di derivata, determinare il comportamento nell’origine della
seguente funzione:

Sia

allora per 29 =0

F) = £O0) _ B

e i limiti sono:

lim A3 =0 e lim AY/*=0 quindi lLm#hY>=0 e f(0)=0.
h—0— h—0+ h—0

La funzione ha un punto a tangente orizzontale in zo = 0. La funzione:

W=

f(h) =h

¢ una potenza a esponente razionale * positivo con n dispari (quindi definita su tutto R)

e m dispari (quindi funzione dispari). Il suo grafico é:
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Utilizzando la definizione di derivata, determinare il comportamento nell’origine della
seguente funzione:

-
(&

A J

Soluzione

Sia

allora per o =0
fh) = £(0) _ K _ 1
h ~ h hl/3

e 1 limiti sono:

1 . 1

hli)%l_ = % Jm e = 400 quindi  fL(0)=-00 e f,(0)=+o0
e 3
0.15 - |
= 0.1p *
5-1072 a
0 \ I
—0.2 —0.1 0 0.1 0.2

N - /

La funzione ha una cuspide in xg = 0. La funzione:

1

f(h):h_%:m

¢ una potenza a esponente razionale “* negativo con n dispari (quindi definita su tutto R)
e m dispari (quindi funzione dispari). Il suo grafico é:

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

1 1
= 0
_1\ |
) \ \
—4 —2 0 2

Utilizzando la definizione di derivata, determinare il comportamento nell’origine della

seguente funzione:

Soluzione

Sia

allora per o =0

e 1 limiti sono:

0.1} -

0 —

l l l
\ -5.10720 5.10720.1 0.15 0.2 0.25 0.3
. W

La funzione ha un punto a tangente orizzontale in zo = 0. La funzione:

(SO

f(h) =h

¢ una potenza a esponente razionale 7 positivo con n pari (quindi definita solo su Ry ). Il
suo grafico é:
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Esercizio 1.4

Utilizzando la definizione di derivata, determinare il comportamento nell’origine della
seguente funzione:

Sia

allora per o =0

e 1 limiti sono:

| | | | |
\ _5.10-20 5.10-20.1 015 02 025 0.3
2 -

La funzione ha un punto a tangente orizzontale in zo = 0. La funzione:

¢ una potenza a esponente razionale ™ positivo con n pari (quindi definita solo su R ). Il
n
suo grafico é:
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Capitolo 2

Calcolo delle funzioni derivate

Tabella delle funzioni derivate delle funzioni elementari:
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f b
1) ¢ (costante) 0
2) x L
3) CL’Q 2z
1 1
4) p 22
5) NG 5 \1/5 (per z > 0)
6)  a®(aeR,z>0) aze!
7) sin x Ccosx
8) cosx —sinzx
9) tanx 1+ tan?z = ol
10) cot —(1+ cot?z) = —
11) e’ e’
1
12) logx z
13) a® (a > 0) a” loga
14) log,x (a > 0,a # 1) z l(l)ga
15) sinh x coshz
16) cosh x sinh x
17) arcsin ll_xz
18) arccos - 117932
19) arctan z Hlxz
L J/

Sia f: R = R, f(z) =23
1. Scrivere il rapporto incrementale di f nel punto x = 1.

2. Calcolare f’(1) come limite del rapporto incrementale.

3. Scrivere l'equazione della retta tangente al grafico di f nel punto (1,1).
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Soluzione

1.

fA+h) —f1) _(Q+h)P—1 _3h+302+1°

_ 2
N 5 N =3+3h+h

f'(1) =1lm3+3h+h>=3
h—0
3. La retta tangente ha equazione y = f(1) + f'(1)(z — 1) quindi
y=1+3(x—1)

da cui
y=3x—2

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione f specificando il dominio di f e di f”:

f(z) = z*sin (553)

Soluzione

Le funzioni f ed f’ sono definite su tutto R.

Usando le regole della derivata di un prodotto e di funzioni composte si ha

f'(z) = 22 - sin (z°) + 2% - cos (%) - 32% = 2z sin (%) + 32" cos (2%)

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione f specificando il dominio di f e di f:

f(z) = 23 cos (65’”2)

Soluzione

Le funzioni f ed f’ sono definite su tutto R.

Usando le regole della derivata di un prodotto e di funzioni composte si ha

f'(z) = 3z* - cos <e5”32> — a3 - sin (e5x2> L €57 . 10z =

2 2 ., 2
= 322 cos <e5z ) — 10x%e5*” sin <e5z )
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Esercizio 2.4

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione f specificando il dominio di f e di f:

flz) =e'/*

Soluzione

Usando le regole della derivata di funzioni composte si ha

1 1/x
f’(x)=—ﬁ‘€/

Le funzioni f ed f’ sono definite su R\ {0}.

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

fl@)=3z +5x 42322273

3 6
f’(m):12$3+5+§\/5—|—g

Esercizio 2.6

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

T+ 2
3—=z

(1) f@) =log(lzl). () f(z)=log(3z), (3) f<x>=1og(

)

Soluzione

1.

( log (|x|) )I = Ell -sgn(x) = %

1
(log(3z) ) = (log3+log:1:)/ =
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3.
/
42
(1B 2N Y Z L (z+2 z+2 ’_((%))
& 3—x  |er2 & 3—x 3—x - §—2
3—x i
_ z+2 ! 3—x 3—z+x+2 3—x
N 3—z z+2  (3—1z)? T+ 2
_ ) _ )
T B-z)-(z+2 -224+2+6
- J

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

fl)=e3% (2*+22—1)

Soluzione

Usando le regole della derivata di un prodotto e di funzioni composte si ha:
flix)=-3e3% (@2 +2z-1)+e 3% (22 +2) =

= 6_395(—31‘2 —6x+3+2x+2)= 6_3:5(_3952 — 4z +5)

Esercizio 2.8

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) = 2 arctan (2) , a>0

Esercizio 2.9

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) =z logx

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 11


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Usando le regole della derivata di un prodotto si ha:

1
f'(x) =logz +x - o= logx + 1.

Esercizio 2.10

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) = arctan (i —i—ac)

— X

Soluzione

Usando le regole della derivata di un rapporto e di funzioni composte si ha:
() 1 1-2z)+(1+2z) (1 — x)? 2
xr) = . = . =
1+ §H, (1— )2 I-22+(1+2? (1-2)?
B 2 B 2 1
1422 -2z +1+22+22 2(22+1) 2241
. J

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

e?® (2 sin3z — 4 cos3 )

Soluzione

Usando le regole della derivata del prodotto e di funzioni composte si ha

fl(x) =2e*" (2sin3x —4 cos3x)+e*(2-3 cos3x+4-3sin3x) =

=2e2%(2sin3x —4 cos3z+3 cos3z+6sin3x) =27 (8 sin3z — cos3 )

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:
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Usando le regole della derivata di funzioni composte si ha

(2=3) = (@+2)] _ =5e5

 (z-3)2

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) = tanhz

Soluzione

Calcoliamo la funzione derivata della funzione tangente iperbolica

f(z) =tanhz = sinh z

cosh x

Usando le regole della derivata di un rapporto si ha

h2 2 — sinh?
f’($) _ cosh™x h2sm T _ 1 — tanh? 2
COS s

Inoltre, poiché cosh? z — sinh? z = 1, si ha anche

p cosh? z — sinh? 2 1 9
fi(z) = 5 = 5— = sech® z,
cosh” x cosh” x
dove sech z ¢ la secante iperbolica definita come sech z = ﬁ
- J

Esercizio 2.14

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) = cothz

Soluzione

Calcoliamo la funzione derivata della funzione cotangente iperbolica

cosh x

) = estine sinh z

Usando le regole della derivata di un rapporto si ha

inh? z — cosh?
f'(z) = — w h2cos T 1 coth?z
S11 X
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Inoltre, poiché cosh? z — sinh? z = 1, si ha anche

; cosh? z — sinh? z 1 9
flay= I SINT L esch?a,
sinh” x sinh® x
dove csch z € la cosecante iperbolica definita come csch x = m
(& J

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

flw) = 43

Usando le regole della derivata di funzioni composte si ha

fl(z) = 137 . (23 + 3)

Esercizio 2.16

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) =log, (|3 2[)

Soluzione

Con z # 0, abbiamo:
3
10g2 (3$)7 x>0 3zlog2:a:1%)g2’ z>0
f(@) = quindi /() =
log?(_?)x)’ <0 —3;?0g2:$13>g2’ <0
. J
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Soluzione

logy (\3 .Il)

La funzione é discontinua in x = 0 quindi non é derivabile.
. J

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

2 +3x—-2
2x+1

fz) =

Soluzione

Usando le regole della derivata di un rapporto si ha

(20+3)(2z+1)—2(z?+32—2) 42’ +2x+6z+3—22% — 62 +4
(22 +1)2 B (22 +1)2

() =

22+ 2+ 7
(22 4+ 1)?
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Esercizio 2.18

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) = 2*log(cos x)

Usando le regole della derivata di funzioni composte, si ha

1

/ — 2 1 2 .
f(x) x - log(cos ) + = -

- (—sinz) = 2z log(cos z) — 2% tan =

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) = /arctan(1 + 22)

Soluzione

Usando le regole della derivata di funzioni composte, si ha

p 1 1 T
2+/arctan(l + z2) 1+ (1 +z?) (14 (14 22)?)/arctan(1 + 22)
i

(x* + 222 + 2)/arctan(1 + z2)

Esercizio 2.20

Stabilire se la funzione

flz)=e" — 27z —1

¢ invertibile e calcolare la derivata di f~!(y) per y = —27.

Soluzione

Poiché f'(z) = —e "t — 27 < 0, per ogni € R, ricaviamo subito che f & strettamente
monotona decrescente e quindi invertibile su R. Osserviamo inoltre che

et o —1=-r<—=z=1,

cioé f~1(—27) = 1. Dal Teorema di derivazione della funzione inversa ricaviamo subito

1 1

(F7 (=2m) = ) - 1+on
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Osservazione: Non saremmo stati in grado di scrivere I'espressione analitica di f~!, anche
se essa esiste poiché f & invertibile; il Teorema di derivazione della funzione inversa permette
di superare tale ostacolo, senza dover passare per l'espressione esplicita dell’inversa.

Stabilire se la funzione
f(z) =4z + msinz

& invertibile e calcolare la derivata di f~!(y) per y = 4r.

Soluzione

Poiché f'(z) = 4+ wmcosx > 0, per ogni z € R, ricaviamo subito che f & strettamente
monotona crescente e quindi invertibile su R. Osserviamo inoltre che

dx +msine =4nm <= = =,

cioé f~1(4r) = 7. Dal Teorema di derivazione della funzione inversa ricaviamo subito

1 1
—1y\/ 4
f m) = —0—r = ———,
(M) = s =
Osservazione: Non saremmo stati in grado di scrivere I'espressione analitica di f~!, anche
se essa esiste poiché f € invertibile; il Teorema di derivazione della funzione inversa permette

di superare tale ostacolo, senza dover passare per l'espressione esplicita dell’inversa.
(& J

Sia f € €1(R), tale che f/(1) = 5e. Posta g(z) = f(log ), calcolare ¢'(e).

Soluzione

Osserviamo che g € (0, +00), in quanto composizione di funzioni di classe € del proprio
dominio. Pertanto, utilizzando il Teorema di derivazione delle funzioni composte, si ricava

@

e

=5.

§@)=flogz). = gle)=

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

h(l‘) — 2T log z
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Soluzione

Usiamo la regola della derivata di una funzione elevata a un’altra funzione. Le due funzioni
sono:

flx)=2 e g(x)==xlogx
Quindi:

/

B (z) = (exp (z-log® z) )/ =exp (z - log* z) - (x-log2 a:) =

/
2-1
= g% logz | <log2x+x- (10g2az> > = g% logz | (log29c-|—:c- oga:)

xT

= 2% 1982 . Jogz - (logz + 2)

/ >

1.5

Esercizio 2.24

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

ax+b

fla)= """y

Usando le regole della derivata di un rapporto si ha

(cx+d)—clax+b) acx+ad—acx—bc  ad—be
(cx+d)? B (cx+d)? ~ (cz+d)?

@) =2

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione:

f(z) =log (| log z|)
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Soluzione
Con z # 1, abbiamo:

1 1 1

log (logz), x>1 gz 7 = 7Toga’ z>1
flx) = quindi f'(z) =
log(—logz), =<1 fgw'_%:m’ r <1

La funzione é discontinua in x = 1 quindi non é derivabile.

- N

log ([ 1og )

Esercizio 2.26

Calcolare la funzione derivata della seguente funzione f specificando il dominio di f e di f’:

f(@) = Y27 Tog(@®)

Soluzione

Da 2? > 0 e #2log(x®) > 0 si ha che f & definita per = € [1,+00) e per tali = si ha

f(z) = v/322log

Grazie alle usuali regole di derivazione, per x > 1 la funzione f é derivabile e si ha:

%

43 26 log3

f'() (2rlogz + 7).

Per x = 1, non essendo applicabili le usuali regole di derivazione in quanto la funzione {/y
non & derivabile per y = 0, esaminiamo direttamente il limite del rapporto incrementale
dove 'incremento h ha senso solo se h > 0:

f(L+h)— f(1) 43 1im V(L +h)?log(1+h) _

i =
hi%h h h—0+ h
log/4(1 1
:%l 08 (+h)—\4/§h —:\4/§lim——+oo
h—0+ h—0+ h h—0+ h3/4
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dove si ¢ usato log"/*(1 + h) ~ h'/4 per h — 0%, La funzione f non ¢ derivabile per z = 1.
Nel punto (1,0) il grafico ha retta tangente verticale.

Alternativamente si giunge alla stessa conclusione f’(1) = 400 osservando che f & continua
e che

— f(1 g
lim f@) = f1) = lim f'(z) = lim L (2zlogx + ) = +00
a1t @ —1 Parees 21+ 4/26 log® ©

usando il Teorema del valor medio di Lagrange o, equivalentemente, le regole di De L’Ho-
spital per le forme indeterminate 0/0.

Dare un esempio di f : R — R, continua per x = 1, non derivabile per x = 1 e tale che

f(0) =2.

Soluzione

Ad esempio
f(z)=|z—1]+1.

La funzione verifica f(0) =2 ed ¢ continua su tutto R.

Inz=1siha fi (1) =1, f/ (1) = —1 quindi la funzione non ¢ derivabile.
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= —

|z =1 +1
4 .
37 .
>

27 .
17 .
0 : 1

=2 -1 0 1 2 3 4 5

\_ @ o/
L J
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Capitolo 3

Rette tangenti

Scrivere equazione della retta tangente al grafico di y = f(z) nel punto (2o, f(z0)) per

flx)=322+2z+1, z9=2

Soluzione

Calcoliamo ’equazione della retta tangente al grafico della funzione
f(z) =32% 42z +1 nel punto di ascissa o =2, abbiamo :

F2) =17, f@) =6z +2, f(2) =14

la retta tangente é

-

y=f2)+f(2)(z-2) =17+ 14 (z - 2)
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Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di y = f(x) nel punto (.’L‘(), f(mo)) per

f(x) =sinz, xo= g

Soluzione

Calcoliamo ’equazione della retta tangente al grafico della funzione

. . . 7 .
f(xz) =sinz nel punto di ascissa xg = = abbiamo :

la retta tangente é

TN '* ™
sin x
05 Py (@=5) | -
> 0 "'
—0.5 | |
_1 B | | ." | | | | | |
2 -1.57  -1m  -0.57 Om 0.5 17 1.57 2

\ : Y

- J

Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di y = f(z) nel punto (:co, f (a:o)) per

f(z) =logz, xo=1

Ve
A

Soluzione

Calcoliamo ’equazione della retta tangente al grafico della funzione
f(xz) =logz nel punto di ascissa zp =1, abbiamo :

o flxo+h) = fzo) _ lim log(1 + h)

=1
h—0 h h—0 h
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la retta tangente é

N |

(& J

Scrivere l'equazione della retta tangente al grafico di y = f(z) nel punto (acg, f (a:o)) per

flz)=a" x0=2

Scrivere equazione della retta tangente al grafico di y = f(z) nel punto (zo, f(z0)) per

f(z) = (z log|z)®, xo= -1

Esercizio 3.6

Scrivere equazione della retta tangente al grafico di y = f(z) nel punto (zo, f(z0)) per

f(x) = cos(logx), z¢=e2
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Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di y = f(x) nel punto (xo, f(:no)) per

flx) = 612, o = log 2

Esercizio 3.8

Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di y = f(x) nel punto (:UO, f (:co)) per

fl@)=el zo=—1
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Capitolo 4

Asintoti

Esercizio 4.1

Determinare gli eventuali asintoti della seguente funzione nel suo dominio naturale

-z
T+ 2

Soluzione

La funzione f & definita su
(—00,—2)U[-1,0] U [1,4+00).

Poiche
lim f(x)=+o0
T——2"

la retta £ = —2 & asintoto verticale.

Per x — 400 abbiamo

3 _
lim @: lim 1‘ x

3 5 =1
z—+o00 T z—+o00 V x° 4 22

3
lim f(z) —z= lim < z w—x>L:
z—+00 z—+00 xr+ 2

x3—z
42 +z

T3+2x2
—2r—1 1
J:—1>I—|I—loo T+ 2 3 =1
33—z
342 +1

quindi abbiamo ’asintoto
y=x—1, = — +o0.
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Soluzione

Per x — —oo abbiamo

3 x3—x_gj
lim f(z)+2= lim ( x—l—x)L:

Z——00 Z——00 x+2 23—
52 L
3 — 1
%_ —
: N E -z <\/ acgcg—|—2£2 + 1)
20 +1 1 _q
z——o00 T + 2 23— B

34232 +1

quindi abbiamo 1’asintoto
y=-z+1, x— —o0.

Soluzione

Utilizzando lo sviluppo asintotico

1
Vi+y= 1—|—§y+o(y), y—0
e tenendo conto dell’equivalenza

2x +1 2
e N T — +o00,
x* + 2x T

quindi

2¢+ 1 2 1
- o~ o
2+2x =z

—), T — 00,
x

possiamo operare anche nel seguente modo:

20+ 1
=z /1 - 2= =
fl@) = lal x2 + 2z

jzlv/1 = (2/z) + o(1/7) = |z|(1 — (1/z) + o(1/)) =

|x| —sgn(x) +0o(1), = — +oo

quindi ritroviamo gli asintoti obliqui y = —x 4+ 1 per xt - —co e y = x — 1 per  — +o0.
. J
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Esercizio 4.2

Determinare gli eventuali asintoti della seguente funzione nel suo dominio naturale

f(x) =922 + 22+ 1

Soluzione

La funzione f & definita su tutto R.
Per £ — 400 abbiamo

lim f@) _ lim /9+2/x+1/22=3

r—+400 I T—>+00

U ESTES
lim f(z)—3z= lim ( 972 + 22 + —3:6) 922 + 20 +1+3z _
T—>+00 T—>+00 9:1;'2 9 1+ 32

. 2x +1 1
lim = =

a=-+o0 g <\/1 +2/(92) + 1/(922) + 1) 3

quindi abbiamo I’asintoto

Per x — —oo abbiamo

lim f@) _ lim —+/9+2/x+1/2%2= -3

T——00 a5 T—r—00

N e
lim f(z)+3z= lm (\/9m2+2x+1+3m) A R L
T——00 z——00 922 4+ 2z + 1 — 3z

. 2z +1 1
lim - _Z

o g (VI T e 1) 9

quindi abbiamo 1’asintoto

Soluzione

In maniera alternativa, possiamo operare come segue:

fl@)=3la|\/1+ & + 55 =

3lz|\/1+ (2/92) + o(1/z) = 3|z|(1 + (1/9z) + o(1/z)) =

3lz| + (1/3)sgn(z) + o(1), x — oo

quindi ritroviamo gli asintoti obliqui y = —3z — (1/3) per z — —oo e y = 3z + (1/3) per

xr — +00.
g J

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 28


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Esercizio 4.3

Determinare gli eventuali asintoti della seguente funzione nel suo dominio naturale

11
flx)==2 <e E —i—sm;)

Soluzione

La funzione f & definita per x # 0. Si ha

. . _1 . 1
lim f(z) = lim ze™= + lim zsin— = —-0c0o+0=—00
z—0~ z—0~ z—0~ xz
dove .
lim xe =z = —0
z—0—

viene dal fatto che e~/% ¢ infinito di ordine superiore rispetto a 1 /x per x — 0~ e che

ze /% < 0 per z < 0. Per il limite

lim zsin— =20
r—0~ X

si & usato il fatto che il prodotto di un infinitesimo (x) per una funzione limitata (sin(1/x))

¢ un infinitesimo. La retta z = 0 & dunque asintoto verticale.
. J

Soluzione

Per x — 400 si ha

lim ﬂ: lim e = 4+sin— =1

r—+oo I r—r+oo
e ) .
ez —1 sin -

Jg f@) o= e o S

—y_ 1 s
lim im 22¥ — _141=0

y—0%E Y y—0Et Yy

quindi c’é ’asintoto obliquo

sia per © — —oo che per x — 400.
. J

Soluzione

La stessa cosa si puo ottenere con gli sviluppi eV = 14y +o(y), siny = y+ o(y) per y — 0:
flz)=2z(1—-1/x+o(1/x)) +x(1/x+0o(1/x)) =2 —1+1+0(1) =2+ o(1)

per x — +oo che significa proprio che abbiamo I’asintoto obliquo

y==
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{ sia per © — —oo che per x — 4o00.

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 5

Prolungamenti continui

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del
dominio. Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

F:00,7/2) 5 R, f(z) = (cosz)/2®

Soluzione

Ponendo y = 7/2 — x abbiamo

. . T _ . . .
lim f(z)= Ilim e(F—2)logeose _ 13 gylogsiny — i eylog(y+o(y)) —
x—m/27 T2 y—0+ y—0t

= lim, o+ €Y log(y(1+0(1)) — lim, o+ eylogy+ylog(l+o(1)) — o0 — 1
Si ha un prolungamento continuo ponendo
fm/2) = 1.

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

. (E—z) logcosz
o f@ ) e 1
/27 l‘—7T/2 x—m/27 .T—?T/Q
. (g—ax) log cos © .
= hmx_m/Q— a:——7r/2 = hmx_m/Q— = IOg cosxTr = +00

usando ’equivalenza
eb—1n~t, t—0

con -
t= (5 - az) logcosz, x— m/2".

Ne segue che f si puo prolungare con continuita in = 7/2 ma tale prolungamento non é

derivabile in = 7/2 (tangente verticale).
- J
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Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del
dominio. Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

f:(0,1) 5 R, f(z) = (cos(mz/2))e”

Soluzione

Abbiamo

T f(ﬂ?) — I elogmlogcos(mﬂ/Q) —eV =1
z—0 z—0

in quanto
2
lim log x log cos(mx/2) = lim log x log (1 ——=z’+o0 (:02)) =
z—0 z—0 8
= lim, g (—%2132 +o0 (mz)) log x = lim,_.g —%2932 logz = 0.

Si ha un prolungamento continuo ponendo

£(0) = 1.

Soluzione

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

_ log z log cos(mx/2) __ 1
lim —f(a:) 1) — lim & =
z—0 X z—0 x
= lim;_.o w = lim,_.g _%23” logz =0

usando le equivalenze
e—1~t, t—0

con
t =log zlogcos(mx/2), x—0

2

log cos(mx/2) ~ —%wQ, x — 0.

Ne segue che f si puo prolungare con continuita in z = 0 e tale prolungamento é derivabile
in z =0 con

£(0) = 0.
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Soluzione

Esaminiamo ora il comportamento per x — 1 ponendo y = x — 1:

lim f {L‘) — lim elogavlog;cos(frac/Q) — lim elog(ler) log(—sin(my/2)) _ V=1
z—1 z—1 y—0

in quanto

lim log(1 + y) log(—sin(7y/2)) = lim ylog (—my/2 + o(y)) =
y—0 y—0

= lim, o ylog (—7my/2(1 + o(1))) =
= lim,_,0 ylog (—my/2) + lim, o ylog(1l + o(1))) =0+ 0 =0.

Si ha un prolungamento continuo ponendo

f1) =1.

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

f(iL‘) _ f(l) elogxlogcos(ﬂ':r:/2) -1 elog(1+y) log(—sin(mry/2)) _ 1
lim ——————= = lim = lim =
rz—1 r—1 ar=ll x—1 y—0 Yy
= limy_,o log(1+y) log?(; sin(ry/2)) _ lim, 0 log(—sin(my/2)) = —o0

usando le equivalenze
e—1~t, t—0

con
t = log(1 + y) log(—sin(7wy/2)), y —0

log(1+y) ~y, y—0.

Ne segue che f si puo prolungare con continuita in x = 1 ma tale prolungamento non é

derivabile in x = 1 (tangente verticale).
- J

Esercizio 5.3

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del
dominio. Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

veosx — 1

22

01 =R, fz)=

Sviluppiamo la funzione y/cos z all’ordine 3 con punto iniziale = 0 utilizzando

1
cosx =1— 5.%2 + o(x®)
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11 1
1 14 Sy — 22— 3
V9ity=1+cy— oy + 2y +o(y°)

con y = —(1/2)x? + o(2?): .
2

Veosx =1 — 1 + o(z3).
Ne segue
veosx — 1 1
f(z) = 2 —1"'0(43)
da cui f si puo prolungare con continuitd in £ = 0 ponendo
1
0)=—-
£(0) = -
e tale prolungamento risulta derivabile con
7'(0) =o.
Infatti 1
i i) =l —gtol@ =3
e
1 1
lim {0 SO _y, Zatol@ o 0@)
z—0 x z—0 x z—0 X
& J

Esercizio 5.4

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del
dominio. Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

I (0,77'/2] — R, f(gj) = (1 — oS x)log(1+q;)

Soluzione

Abbiamo
T f(QT) — T elog(1+a:) log(1—cosx) _ 60 -1
z—0 z—0

in quanto

1
lim log(1 + x)log(1 — cosx) = lim x log (—x2 +o (sc2)> =
z—0 z—0 2

= lim, 0 zlog ($22(1 + o(1)) =

= lim, 0 zlog (32?) + limy—0 zlog(1 4+ o(1)) =0+ 0 = 0.

Si ha un prolungamento continuo ponendo

£(0) = 1.
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Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

— £(0 log(14x) log(1—cosz) _
lim —f(JU) 1) — lim & =
z—0 a5 z—0 x
= lim,_,o et k;g(lfcosx) = lim, 0 log(1 — cosz) = —o0

usando ’equivalenza
el—1~t, t—0

con

t =log(l+ z)log(l —cosz), z — 0.

Ne segue che f si pud prolungare con continuita in x = 0 ma tale prolungamento non &

derivabile in x = 0 (tangente verticale).
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Capitolo 6

Derivabilita

Esercizio 6.1

Studiare la derivabilita della funzione f(z) = 2% - log || definita per x # 0.

Soluzione

Sappiamo che esiste
lim 22 - log || = 0
z—0

e possiamo prolungare f per continuita definendo f(0) = 0, ed f risulta continua anche in
0. Con z # 0, abbiamo:

22 - log , x>0 2z -log(x)+z, x>0
flz) = quindi  f'(z) =
22 -log(—x), <0 2z -log(—z)+z, <0
Ly 2z -log(—xz) + B
|
= 0
|
1l 2x-log(z) + |
2 | | | |

\ 215 —1 05 0 0.5 1 1y
X

In x = 0 la funzione € continua, e abbiamo:

lim f'(z) = lim+ 2z-logz+xz=0 e lim f/(z)= lim 2z -log(—x)+2=0
z—0

z—0t z—0— z—0—

quindi il teorema del limite della derivata & applicabile e abbiamo:

f1(0) =0, f.(0)=0,f(0) =0 percuiin =0 la funzione ¢ derivabile
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T N

Va
|\

Esercizio 6.2

Determinare i valori di o e 8 € R per i quali la funzione

1 *—1
% sex >0
f(@) = ‘17

Bx + 2 sex <0

risulta continua e derivabile in z = 0.
\\§ J

Soluzione

Iniziamo dalla continuita nel punto di raccordo:

lim f(z)= lim d+o)-1

z—0t z—0t X

1133— f(z) = f(0) =2;

:a7

quindi la funzione € continua in x =0 se e solose a =2 e f € R.

Per a =2 e x > 0, si ha:

(1+x)2-1
x

flx) = =z +2.

Pertanto ¢ evidente che, al fine di raccordare due rette passanti per un medesimo punto
(nel nostro caso, 'ordinata all’origine (0, 2)), le loro equazioni dovranno coincidere, da cui
B8=1.

Alternativamente, & possibile scrivere espressione analitica di f'(xz) ed imporre la
condizione

.

lim f'(z) = lim f'(z)

z—0t

z—0~

e osservare che si giunge alla stessa conclusione.

.
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Determinare i valori di aw e 8 € R per i quali la funzione

x—l_l
6_7 se0<ax<l1
zsin(z? — 1)
flz) = ar + 8 sel<ax<2

(x —2)%log?(x —2) sex >2

risulta continua e derivabile in (0, 400).

-~

J

Soluzione

La funzione proposta & continua negli intervalli (0, 1), (1, 2) e (2,4+00), in quanto ogni ramo
& composizione di funzioni continue.
Al fine di assicurare continuita in = 1, imponiamo 'uguaglianza

e~ 1
I — lim —
mlgl"' (OZCC * /B) :rlgl— x sin(x2 = 1)

ed osservando che, per z — 17,
z—1 1

1
f@) ~ (22 —1) B z(x+1) P

sihaa+ 3= %
Studiamo ora la continuita nel punto di raccordo x = 2; imponiamo

lim (z — 2)%log?(z — 2) = lim (az +f),

z—2F T2~
e poiché
lim (z — 2)*log?(z — 2) =0
z—21
si ha 2a + 8 = 0. Mettiamo a sistema le due condizioni e otteniamo a = —% e 8 =1, che

garantiscono la continuita di f in (0,400).

Per la verifica della derivabilita, osserviamo che il calcolo di f/(x) in (0,1) é decisamente
pit complicato che in (2,+00). Ci conviene, allora, verificare dapprima la derivabilita di f
in z = 2. Poiché

f(z) = 2(z — 2)log?(z — 2) + 2(z — 2) log(z — 2) Vz > 2,

si ha che "
1- / — _ - — 1 !/
D S =07 m5 = g @
Pertanto, per a = —% e f = 1, la funzione non ¢ derivabile in (0,+00), a causa della

presenza di un punto angoloso in x = 2. Potremmo chiederci cosa accadrebbe per diversi
valori di @ e 8, ma la risposta ¢ immediata: la funzione non sarebbe continua in (0, +o0),
dunque neppure derivabile.

(
|\

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

38

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Data la funzione

T sex <0
arctang
fl@)=< A\ sex =0
log(1 — 2z*
IOA

determinare per quali valori dei parametri reali a, A € R la funzione risulta continua e
derivabile in z = 0.

AN J

Soluzione

La funzione data & continua negli intervalli (—o0,0) e (0,+00) in quanto composizione di
funzioni continue. Resta da assicurare la continuita nel punto di raccordo x = 0, in cui deve
verificarsi:

lim f(x) = lim f(x)= f(0)=A

z—0~ z—0t
Si ha
lim f(z)= lim Ll =-2
x—0~ z—0~ arctan
e
lim f(xz)= lim M = lim 2 = —2 lim '
x—0+ z—0+ ¢ z—0t x% z—0t
0 se a < 4
=4¢—-2 sea=4
—00 sea >4
Appare chiaro come la funzione sia continua in x = 0 se e solo se o« = 4, A\ = —2. Verifi-

chiamo se, per i valori di a, A ottenuti, la funzione é anche derivabile in x = 0. Riscriviamo
la funzione sostituendo i valori di «, A ottenuti:

T
— sex <0
arctanz

flx) =< =2 sex =0
log(1 — 2z*
log(1 = 27) >0

e

e scriviamo ’espressione analitica della sua derivata prima:

™

5 se x <0
(22 + 1) (arctan 1)
fl(z) =
—8z7 — 4x3(1 — 22%) log(1 — 22*) ez >0
28(1 — 22%)

Si ha /

lim f'(z) = lim T 5 = —

z—0~ @=0~ (72 4 1) (arctan 1) @
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mentre ; 3( 4) ( 4)
-8z’ — 4z°(1 — 22%) log(1 — 2z
li "(z) = i =0
xlgl*' f (IL') :ci)Ig“' $8(1 = 25[)4)
in quanto
-8 7_431_241 1_24 -8 11 11 -8 11
m —or — vl Z2)logl = 207) ), 8w toler) g 8
z—0+ x8(1 — 2x%) a—0+ e a—0t 8
Siamo giunti alla conclusione che 3 a, A € R per cui la funzione sia anche derivabile in
z = 0.

.

&

Esercizio 6.5

Dimostrare che vale la seguente disuguaglianza:

log(l+z) <=z Vo >0

e
(.

Soluzione

La funzione f(x) = log(1 + z) ¢ continua e derivabile su (—1,+00). Possiamo applicare
il teorema di Lagrange in ogni intervallo della forma [0,x], con z > 0. Pertanto, per un
opportuno 7 € (0,z), = > 0, otteniamo

r<x

1
log(1 4 z) =log(1l + x) —log(1+0) = T

dove abbiamo tenuto conto che ﬁ < 1 per ogni n > 0.

-
-

Esercizio 6.6

Determinare gli eventuali punti di minimo e di massimo, relativi e assoluti, della funzione
g(z) = x + | cos x|

in [0,27]. In quanti punti si annulla g(x)? Perché?

N

-

Soluzione

La funzione ¢ continua nellintervallo chiuso e limitato [0,2x], quindi per il teorema di
Weierstrass esistono i punti di massimo e minimo assoluti. Si ha

_Jw+cosz sexe€(0,7/2]U[37/2,27]
9le) = {x —cosx sex € (m/2,3m/2)

1—sinz sex € (0,7/2)U(37/2,2m)
1+sinz sex € (n/2,37/2)
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e si verifichi per esercizio che la funzione non é derivabile nei punti di raccordo. La derivata
prima é sempre positiva dove € definita, quindi la funzione é sempre crescente ed assumera
i valori massimo e minimo assoluto agli estremi dell’intervallo. Piu precisamente, z = 0
¢ punto di minimo assoluto con g(0) = 1 e z = 27 é punto di massimo assoluto con

g(2m) = 2w + 1. La funzione non si annulla mai poiché sempre crescente e g(0) = 1.
. J

Studiare la derivabilita della funzione f(z) = arctan% definita per x # 0.

Soluzione

Con x # 0, abbiamo:

1

, - ——

(@) 14 z2
/ 1 - 1 T T 1 7\
_1+z2 1422
= 0 | |
» \/
- T 10 1z

Ma in questo caso viene meno l'ipotesi di continuita di f in 0 in quanto:

3

T
lim f(z) == e lim f(z)=—=
M i) = i i) =
e non € possibile usare il teorema del limite della derivata per calcolare la derivata in z = 0.
Non essendo continua in « = 0 la funzione non ¢é derivabile. Se invece consideriamo solo il
limite sinistro della derivata, le ipotesi del teorema del limite della derivata sono verificate
e dato che:

1
1 ! = lim — = —1 all "(0)= -1
T Flel= B~ =1 o 2
inoltre dato che:
lim f'(z) = lim — L _ —1 allora f(0) = -1
z—0t z—01 1-|-CC2 u
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Capitolo 7

Equazioni parametriche

Determinare il numero delle soluzioni della equazione f(x) = k al variare del parametro
reale k nei casi seguenti:

207 — 1
flay =2
fz) = z2e™

et —1

T e

f(z) =log?z + 2logz

f(z) =e—xlog?x

flx) = 1~ arctan

Tutte le funzioni sono derivabili (infinite volte) nei loro dominii. Per rispondere, ¢ sufficiente

determinare i limiti agli estremi del dominio, 'andamento di monotonia e gli eventuali
estremanti.

Soluzione

La funzione f(z) = 2“171 =2r — % ¢ definita per z # 0, é dispari, con
A flz) = oo, lim, f(z) =Foo

(il grafico & una iperbole di asintoti x = 0, y = 2z).
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Si ha poi .

f,(fB) =2+ ﬁ?
positiva per ogni x # 0. La funzione ¢é strettamente crescente sia su (—oo,0) che su (0, +o0)
ed in entrambi gli intervalli assume tutti i valori reali tra i limiti —ooc e +00.
Concludendo, per ogni valore di k € R l'equazione f(z) = k ha due soluzioni: una positiva,
laltra negativa. In particolare ’equazione f(z) = 0 ha le due soluzioni x = £4/1/2.

. J

Soluzione

La funzione f(z) = 22e*

¢ definita per z € R, é pari, con

o, I =0
La funzione assume solo valori non negativi, il punto = 0, dove f(0) = 0, é (I'unico) punto
di minimo assoluto.
Si ha poi ,
f'(z) = 22(1 — 2%)e™™,

da cui, per z > 0, si ha f strettamente crescente in (0,1), strettamente decrescente in
(1,+00). Il punto = 1 é di massimo assoluto con valore f(1) = 1/e. Per simmetria pari
si ottiene il comportamento per xz < 0.

Concludendo, per ogni valore k < 0 oppure k > 1/e, 'equazione f(z) = k non ha soluzioni:
I'insieme dei valori di f ¢ 'intervallo [0,1/e].

Per k = 0, 'equazione f(z) = 0 ha per unica soluzione z = 0.

Per 0 < k < 1/e, 'equazione f(x) = k ha quattro soluzioni, una nell’intervallo (0, 1), una
nell'intervallo (1, +00), le altre due opposte a queste per simmetria pari.

Per k = 1/e, 'equazione f(x) = 1/e ha le due soluzioni z = +1.

- J
La funzione f(z) = l%‘?;—;il) ¢ definita per e* —1 > 0, e* — 1 # 1, quindi per

z € (0,1log 2) U (log 2, +00).

Abbiamo 7

li =i =0, 1 =1l = +o0,

:cl—r&)f(m) ylﬂ% logy z—>g§2i f(@) y—lgli logy o

: L y o

xll)r_{loo f(z) = ygr—&{loo logy St

Si ha poi
e’ llog(e® —1)—1
oy = Closl= =1 1)
log=(e* — 1)

da cui si ha f strettamente decrescente in (0, log 2), dove assume tutti valori tra i limiti —oo
e 0; strettamente decrescente in (log 2, log(e+ 1)), dove assume tutti i valori k > e; il punto
x = log(e + 1) ¢ di minimo relativo con valore f(log(l+e¢)) = e; f & di nuovo strettamente
crescente nell’intervallo (log(1 + e), +00) dove assume ancora tutti i valori k > e.
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Concludendo, per ogni valore k < 0 l'equazione f(x) = k ha una soluzione che si trova
nell'intervallo (0,log2).

Per 0 < k < e, 'equazione f(z) = k non ha soluzioni.

Per k = e, 'equazione f(z) = e ha l'unica soluzione x = log(e + 1).

Per k > e, 'equazione f(x) = k ha due soluzioni, una in (log2,log(1 + €)), l'altra in
(log(e + 1), +00).

(& J

Soluzione

La funzione f(z) = log? z + 2logz & definita per 2 > 0. Abbiamo

lim f(z) = yli)gloo y? 42y = +oo, lim f(z) = yEI—Poo y? + 2y = +oo.

z—0 T——+00
Si ha poi
2(logx + 1)
fll@)=—""—,
5
da cui si ha f strettamente decrescente in (0,1/e), dove assume tutti £ > —1; il punto x =
1/e & di minimo assoluto con valore f(1/e) = —1; f & strettamente crescente nell’intervallo

(1/e,+00) dove assume ancora tutti i valori k& > —1.
Concludendo, per ogni valore k < —1 'equazione f(z) = k non ha soluzioni.
Per k = —1, l’equazione f(z) = —1 ha 'unica soluzione z = 1/e.
Per k > —1, 'equazione f(x) = k ha due soluzioni, una in (0,1/e), l'altra in (1/e, +00). In
particolare, 'equazione f(z) = 0 ha le due soluzioni x = 1/e?, z = 1.
(& J

La funzione f(z) = e — xlog? z ¢ definita per z > 0. Abbiamo

lim f(x) = ¢, lim_f(r) = —oo.
Si ha poi
f(z) = —logz(log z + 2),

da cui si ha f strettamente decrescente in (0, 1/e?), dove assume tutti i valori k € (e = ;%, e);
il punto 2 = 1/e? ¢ di minimo relativo con valore f(1/e?) = e—;%; f é strettamente crescente
nell’intervallo (1/€2, 1) dove assume ancora tutti i valori k € (e — %, ¢); il punto z =1 ¢ di
massimo assoluto con valore f(1) = e; f ¢ di nuovo strettamente decrescente in (1, +00),
dove assume tutti i valori k € (—o0, €).
Concludendo, per ogni valore k < e — e% I’equazione f(x) = k ha una sola soluzione che si
trova nell'intervallo (1,4+00). In particolare ’equazione f(x) = 0 ha 'unica soluzione x = e.
Per k =e— e%, I'equazione f(z) =e — 245 ha due soluzioni, una é z = 1/e?, 'altra si trova
nell’intervallo (1, e).
Per e — e%— < k < e, 'equazione f(z) = k ha tre soluzioni, una in (0,1/e?), una in (1/€2,1),
una in (1,e).
Per k = e, I'equazione f(z) = e ha l'unica soluzione x = 1.
Per k > e, 'equazione f(z) = k non ha soluzioni.

- J/
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Soluzione

La funzione f(x) =

747 — arctanz ¢ definita per z # —1. Abbiamo

lim f(ac)zl—i—z limif(ac)=$oo, zli}rfoof(:c)zl—

T——00 2 s -1

7r
5
Si ha poi

2x
(z+1)%(2% +1)
da cui si ha f strettamente crescente in (—oo,—1), dove assume tutti i valori k €
(1 + %,-l—oo); f & strettamente crescente anche nell'intervallo (—1,0) dove assume tutti
i valori k& € (—00,0); il punto x = 0 é di massimo relativo con valore f(0) = 0; f ¢é
strettamente decrescente in (0, +00), dove assume tutti i valori k € (1 =&, 0).
Concludendo, per ogni valore k < 1 — § l'equazione f(z) = k ha una sola soluzione che si
trova nellintervallo (—1,0).
Per 1 — § < k <0, l'equazione f(x) = k ha due soluzioni, una ¢ in (—1,0), l'altra si trova
nell’intervallo (0, 4+00).
Per k = 0, 'equazione f(x) = 0 ha I'unica soluzione x = 0.
Per 0 < k < 14 7, I'equazione f(z) = k non ha soluzioni.
Per k > 1+ 7, I'equazione f(r) = k ha una unica soluzione che si trova nell’intervallo
(—o0, —1).

. J

/@)= -
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Capitolo 8

Studi di funzione

Esercizio 8.1

Delle seguenti funzioni di variabile reale x, determinare:

1. dominio e relativi limiti agli estremi evidenziando eventuali prolungamenti continui;
2. eventuali estremanti locali ed andamento di monotonia;

3. eventuali flessi ed andamento di convessita;

4. eventuali asintoti;

5. grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.

Esercizio 8.2

Soluzione

La funzione f(z) =2 — % ¢ definita per z # 0, quindi il suo dominio naturale D é dato da
D = (—00,0) U (0, +00).
Si ha

Jlimf(@) = =00, Tim f() =+oo, lim f() = o0, lim f(z) = +oo,

in particolare la retta = 0 (asse y) € asintoto verticale. Da

ol S 2 = I 5 =0

si ha poi che la retta y = x ¢ asintoto obliquo per x — 400. La presenza di questi asintoti,
del resto, si ottiene anche dalla geometria analitica: la curva di equazione y = x — %, in
forma implicita 22 — 2y — 1 = 0, é un’iperbole di asintoti proprio le rette z = 0 ed y = z (gli
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asintoti di una iperbole si ottengono uguagliando a 0 la parte omogenea di grado 2 della
equazione).
La funzione f(z) ¢ derivabile infinite volte nel proprio dominio D. La derivata prima vale

f(z) = 1—1—5

e risulta f/(x) > 0 per ogni # € D. La funzione f(z) ¢ quindi strettamente crescente
sull’intervallo (—o0,0) e strettamente crescente anche sull’'intervallo (0, +00).

La derivata seconda vale 5

f(z) = 3
e ha il segno contrario di z. La funzione f(x) ¢ quindi strettamente convessa sull’intervallo
(—00,0) e strettamente concava sull’'intervallo (0, +00).
La posizione del grafico rispetto all’asintoto obliquo ¢ facilmente deducibile da f(z) —z =
—1/z: si ha f(x) >z per x < 0 mentre f(z) < z per z > 0.

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(& J

Esercizio 8.3

Soluzione

\/\E/fl é definita per x > 0, x # 1, quindi il suo dominio naturale D &

La funzione f(z) =
dato da
D =[0,1) U (1,400).

Si ha
lim f(2) = £(0) =0, lm f(x) =00, lim f()=-+oo, lim f(z)=+1,

z—0 z—1—

in particolare la retta x = 1 & asintoto verticale, la retta y = 1 € asintoto orizzontale per
T — +00.

La funzione f(x) ¢ continua in D, derivabile infinite volte in D \ {0}. Nel punto z = 0 il
rapporto incrementale ha limite

limwzlimﬂz—hm—:—lim—:—m
20 x =0 z(y/z — 1) =0 T 2—0 \/T

quindi la funzione f(z) non ¢ derivabile per z = 0 e nel punto (0, 0) il grafico ha per tangente
verticale I'asse y.
Per 2 € D\ {0} la derivata prima vale

—1
2z (y/x —1)2
e risulta f'(x) < 0 per ogni z. La funzione f(z) ¢ quindi strettamente decrescente
sull’intervallo [0, 1) e strettamente decrescente anche sull’'intervallo (1, +00).

fi(x) =
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La derivata seconda vale

1 3yz-1

daya(Vr - 1)3

che si annulla per z = 1/9, ¢ positiva per 0 < z < 1/9, negativa per 1/9 < z < 1, di nuovo
positiva per z > 1. La funzione f(x) ¢ quindi strettamente convessa sull’'intervallo (0, 1/9),
strettamente concava sull’intervallo (1/9,1), di nuovo strettamente convessa sull’intervallo
(1,+00). Per z = 1/9 si ha un flesso: nel punto (1/9, —1/2) il grafico passa da sopra a sotto
la retta tangente.

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(& J

(=)

Esercizio 8.4

fl)=vVa2—1- a2 +1

Soluzione

La funzione f(z) = v22 — 1 — V&2 + 1 ¢ definita per z < —1, 2 > 1, quindi il suo dominio
naturale D é dato da

D = (—o00,-1] U1, +00).
La funzione in esame & pari: lo studio seguente si potrebbe limitare all’intervallo [1, +00).
Si ha

. ) —2
xgrinoof(x) o xgrinoo \/1»2 -1+ \/.'112 1 -

in particolare la retta y = 0 (asse z) ¢ asintoto orizzontale per x — +o00. Si ha poi

lim f(z) = f(=1) = —V3, lim f(z) = f(1) = —V2.

z——1

La funzione f(x) ¢ continua in D, derivabile infinite volte in D\ {—1,1}.
Per x € D\ {—1,1} la derivata prima vale

x (Va2 +1-Vz2-1)
vz —1 Va2 +1 zt—1
ed ha lo stesso segno di z. La funzione f(z) é quindi strettamente decrescente sull’intervallo

(—o0, —1), strettamente crescente sull’intervallo (1,400).
Nei punti x = +1 si ha

fi(z) =

o / _
i, 1) = o0

quindi la funzione f(z) non ¢& derivabile per 2 = +1 e nei punti (1, —+/2) il grafico ha
tangente verticale.
La derivata seconda vale

fla) = ——— 1

(22 -1) x2—1_(x2+1) z2+1

ed & negativa per ogni x. La funzione f(x) ¢ quindi strettamente concava sull’intervallo
(—o00, —1) e sull’intervallo (1, +o0).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo, rispettando in

particolare la simmetria del grafico rispetto all’asse y (simmetria pari).
(& J
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Esercizio 8.5

Soluzione

-

La funzione f(z) = log(é%

naturale D é dato da

¢ definita per 2z — 1 > 0, 2z — 1 # 1, quindi il suo dominio

D = (1/2,1) U (1, +00).

Si ha
: . . . yl/?

in particolare la retta z = 1 ¢ asintoto verticale. L’ordine di infinito di f(z) per  — +o0 &
inferiore a quello di /x il ché esclude 'asintoto obliquo (l’ordine di infinito di funzioni con
asintoto obliquo & quello di z).

La funzione f(z) ¢ continua in Dj il limite lim,_,; /o f(z) = 0 consente di prolungare con
continuitd la funzione anche in z = 1/2 ponendo f(1/2) = 0.

La funzione é derivabile infinite volte in D. La derivata prima vale

i log(2x—1)—2
fle) = V2x —1log?(2z — 1)

Nel punto z = 1/2, il rapporto incrementale del prolungamento continuo ha limite

p f@-FQ/2) o V-1
a1z x—1/2 2512 (x—1/2)log(2x — 1)

1 1
V2 lim =v2lim ——— =
t—=1/2 \/x — 1/2log(2x — 1) y—0 y1/21logy

Il prolungamento continuo di f non & derivabile per = 1/2. Nel punto (1/2,0) il suo
grafico ha tangente verticale.

Tornando ad f’(x) nei punti di D, si ha f'(x) > 0 per z > (e? +1)/2, f'(z) < 0 per
r < (e2+1)/2, f'(z) = 0 per x = (e? +1)/2. La funzione f(x) & quindi strettamente
decrescente sull’intervallo (1/2,1) e sull’intervallo (1, (e? + 1)/2), strettamente crescente
sull’intervallo ((e? + 1)/2,+oc). Il punto 2 = (e + 1)/2 & di minimo locale con valore
(& +1)/2) = /2

La derivata seconda vale

—0OQ.

log?(2z — 1) — 8
(2 — 1)y/2x — 1log®(22 — 1)

ed ¢ positiva per € (1/2, (e"V8+1)/2), negativa per z € ((e"V8+1)/2,1), positiva per z €
(1, (e\/§+ 1)/2), negativa per x € ((e\/§+1)/2, +00). Ne segue che f é strettamente convessa
per z € (1/2, (e"V8 +1)/2), strettamente concava per z € ((e~V8 +1)/2,1), strettamente
convessa per z € (1, (eV® 4 1)/2), strettamente concava per z € ((eV® +1)/2, +00). I punti
z = (e£V8 +1)/2 sono di flesso con rispettivi valori f((eXV® +1)/2) = +e=V2/\/8.

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.

£'@) = -

Autore: Fabio Furini
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Esercizio 8.6

Soluzione

La funzione f(z) = zer & definita per x # 0, quindi il suo dominio naturale D & dato da

D = (—00,0) U (0,400).

Si ha
lim f(z)=—o0, lim f(z)=0,
T——00 z—0~
I I e? I
Jm, f(z) = lm —-=+too, lim f(z)=-+oo

in particolare la retta x = 0 (asse y) & asintoto verticale. Per z — 00, da eV = 14+y+0(y)
per y — 0, si ottiene

1 1
f(z) = zex :x(1++0<>> =z+1+0(1)
x x
quindi la retta y = ¢ + 1 é asintoto obliquo per x — £o0.
La funzione f(z) é continua in D; il limite lim, ,o- f(z) = 0 consente di prolungare con
continuitd a sinistra la funzione in = 0 ponendo f(0) = 0.
La funzione é derivabile infinite volte in D. La derivata prima vale

f(z)= (1—1> ex = m_lei.

X

Nel punto x = 0, il rapporto incrementale sinistro del prolungamento ha limite

lim M: lim e%:O

z—0~ x z—0~

Il prolungamento continuo a sinistra di f ¢ derivabile a sinistra per x = 0 con f’(0) = 0. Il
semiasse negativo delle x ¢ semiretta tangente al grafico nel punto (0, 0).

Tornando ad f’(x) nei punti di D, si ha f'(z) > 0 per x <0, f'(z) <0Oper 0 <z <1, di
nuovo f'(x) > 0 per z > 1, f’(z) = 0 per x = 1. La funzione f(z) ¢ quindi strettamente
crescente sull’intervallo (—oo,0), strettamente decrescente sull’intervallo (0,1), di nuovo
strettamente crescente sull’intervallo (1,4o00). Il punto = 1 & di minimo locale con valore
f(1) =e.

La derivata seconda vale !

" L
Tr) = —Eé=x
() = —
ed ha lo stesso segno di . Ne segue che f ¢ strettamente convessa per x € (0,+00),

strettamente concava per x € (—o0,0).

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
\ J
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Esercizio 8.7

Soluzione

1—|z|
La funzione f(x) = e T+« & definita per x # —1, quindi il suo dominio naturale D & dato
da
D = (—00,-1)U (-1, +00).

1+
Nell'insieme (—oo0, —1) U (—1,0] la funzione ¢ costante: f(z) = els = e per ogni x < 0,

x # —1. Ovviamente si pud prolungare con continuita la funzione per x = —1 definendo
f(—=1) = e. Si ha poi
1-z 1
lim f(z)= lim elfe =e 1 ==
x——+00 T——+00 e
in particolare la retta y = 1/e & asintoto orizzontale per x — +o0.
La funzione f(z) ¢ continua in D.
La funzione ¢ derivabile infinite volte in D \ {0}. La derivata prima vale ovviamente 0 per
x < 0 mentre vale 5
1—x

f/(fE) = —mem per x > 0.

Nel punto z = 0, la derivata sinistra vale 0 mentre

lim f'(z) = —2e.

z—0t

La funzione non ¢ derivabile per = 0 in quanto f’ (0) # f/.(0). Il grafico presenta un
punto angoloso nel punto (0, e): a sinistra & formato dalla semiretta y = e, < 0, mentre

il ramo di destra ha semiretta tangente y = —2ex + ¢, x > 0.
Si ha poi f/(x) < 0 per ogni x > 0 quindi f ¢ strettamente decrescente sull’'intervallo
(0, +00).

Visto che la funzione € costante per x < 0, interessa calcolare la derivata seconda solo per

x > 0 dove vale
dr+8 1-=z

—  e1¥
@+ 1)t

ed é positiva. Ne segue che f & strettamente convessa per z € (0, 400).

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
\ J

(@) =

Esercizio 8.8
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Soluzione

log x
a3

La funzione f(z) = é definita per x > 0, quindi il suo dominio naturale D & dato da

D = (0,+400)

dove la sua espressione puo essere semplificata in

1
f(m)zm, x € D.

T
Si tenga conto ora e nel seguito del segno di log = che porta a |log x| = —logz per 0 < x < 1,
|log x| = logx per z > 1. Si ha
—1 1
lim f(z) = lim B +o0o, lim f(z)= lim BT _
z—0 z—0 x T—+00 =400 I

in particolare la retta z = 0 (asse y) ¢ asintoto verticale mentre la retta y = 0 (asse x) &
asintoto orizzontale per x — 4o0.

La funzione f(x) é continua in D, assume in maniera evidente solo valori non negativi ed il
punto = 1 dove f(1) =0 ¢ di minimo assoluto.

La funzione ¢ derivabile infinite volte in D \ {1}. La derivata prima vale

1-1 1-1
f’(x):—# per 0 <z < 1; f’(:r):# per z > 1.
x x
Nel punto x = 1, la derivata sinistra vale
1-1
lim f'(z) = lim — ;)g:v = -1,
z—1- z—1- T
mentre la derivata destra vale
1—logx
li () = lim ———===1
:ci>nl/l7L f (Z’) xi>nllJr x2

La funzione non & derivabile per z = 1 in quanto f’ (1) # f(1). Il grafico presenta un
punto angoloso in (1,0): a sinistra la semiretta tangente ha equazione y = —x + 1, a destra
y=x—1.

- J

Soluzione

Si ha poi f/(z) < 0 per ogni z € (0,1) quindi f & strettamente decrescente sull’intervallo
(0,1). Vale f’(z) > 0 per ogni z € (1,e) e f'(z) < 0 per ogni z € (e, +c0), f'(e) =0, quin-
di f ¢ strettamente crescente sull’intervallo (1,e), strettamente decrescente sull’intervallo
(e,+00), il punto z = e & di massimo relativo con valore f(e) = 1/e.

In D\ {1} la derivata seconda vale

3—2logx
:T

_ 2logz —3

f(z) per0<z<1; f'(z)

3 per x > 1.
%

Ne segue che f & strettamente convessa per € (0, 1) ed in (¢%/2, +00); strettamente concava
in (1,€%?). Il punto = €3/2 ¢ di flesso con valore f(e%/2) = 3/2¢%/2.
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|

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo. J

Esercizio 8.9

Soluzione

-

La funzione f(z) = 1/1 — |e2¢ — 1| & definita per |e?* — 1| < 1, quindi per —1 < e?* —1< 1
da cui 0 < €?* < 2 ed infine z < (log2)/2 dal momento che €?* > 0 per ogni z. Il dominio
naturale D ¢ dato da

D = (—o0, (log2)/2].

Si tenga conto ora e nel seguito del segno di e2* — 1 che porta a [e?* — 1| = 1 — €2* per
r <0, |e*® —1] = e?*® — 1 per x > 0. In particolare

f(x)=Ve2r =¢" perz<0; f(z)=v2-—e> per0<z<(log2)/2.
L’andamento di e® per x < 0 & ben noto, ne segue in particolare

lim f(z)=0
T——00
(asse z asintoto orizzontale per z — —o0) e che f ¢ strettamente crescente in (—o0,0). Si
ha poi
Llm1(@) = F((los2)/2)
La funzione f(z) & continua in D, assume in maniera evidente solo valori non negativi ed il
punto z = (log2)/2 dove f((log2)/2) =0 ¢ di minimo assoluto.
La funzione ¢ derivabile infinite volte in D \ {0, (log2)/2}. La derivata prima vale

e?x

f'(z) =¢€® perz<0; fl(z)= A per 0 < z < (log2)/2.
_ex

Nel punto z = 0, la derivata sinistra vale

lim f'(z)= lim " =1,

r—0~ r—0~
mentre la derivata destra vale
eQz
lim f'(z)= lim ——— = -1
xz—0t z—0+ 2 — 2z

La funzione non ¢ derivabile per = 0 in quanto f’ (0) # f/(0). Il grafico presenta un
punto angoloso in (0,1): a sinistra la semiretta tangente ha equazione y = = + 1, a destra
y=—c+1

Autore: Fabio Furini
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Soluzione

"

Nel punto = = (log2)/2 si ha

lim  f(z) = i

z—(log 2)/2 x—>(1110g12)/2 V2 — e
La funzione non é derivabile per z = (log2)/2. Nel punto ((log2)/2,0) il grafico ha tangente
verticale.
Si ha poi f'(z) < 0 per ogni z € (0,(log2)/2) quindi f & strettamente decrescente
sull’intervallo (0, (log2)/2). Il punto x = 0 & di massimo (assoluto) con valore f(0) = 1.
In (—00,0) la funzione coincide con e” ed ¢ ben noto che la funzione esponenziale ¢é
strettamente convessa. Si ha poi

2x 4 — 2x
f(x) = M per 0 < z < (log2)/2

con segno negativo su tale intervallo. Ne segue che f ¢ strettamente concava per x €

(0, (log 2)/2).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.

(i) La funzione f(z) = x — arctanz ha dominio naturale D = R con

lim f(z)= £oo.

r—+o0

Si tratta di una funzione dispari, il che consentirebbe di studiarla solo per x > 0.
Da

7r
dim flz)—=z Jim —arctanz = ¥

segue poi che la funzione ha asintoti obliqui
y=x+7/2, x > —00; y=1x—7/2, T — —+o0.

La funzione ¢é derivabile infinite volte su tutto R. La derivata prima vale

1 22

/
:1— =
1) 7200 © 2

con f/(0) =0ed f'(x) > 0 per ogni x # 0. Ne segue che f ¢ strettamente crescente su tutto
R e che il punto z = 0 ¢ di flesso con tangente orizzontale con relativo valore f(0) = 0.

La derivata seconda vale 5
T

(@) = (24 1)2

ed ha lo stesso segno di z. In particolare f & strettamente concava in (—oo, 0), strettamente
convessa su (0, +00).

Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo, rispettando la
simmetria centrale del grafico rispetto all’origine (simmetria dispari).

Esercizio 8.10

f(x) =z —arctanz

Autore: Fabio Furini
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Soluzione

La funzione f(x) = x — arctanz ha dominio naturale D =R con

lim f(z)= +oo.

r—+o00

Si tratta di una funzione dispari, il ché consentirebbe di studiarla solo per x > 0.
Da

s
li —z= lim — = =
im flz)—=z Jlim —arctanz = F 5

segue poi che la funzione ha asintoti obliqui
y=xz+7/2, x > —o0; y=1z—7/2, x = +o0.
La funzione ¢ derivabile infinite volte su tutto R. La derivata prima vale

1 x2

!
=1 =
f@) 2+1 2241

con f'(0) =0ed f'(x) > 0 per ogni x # 0. Ne segue che f & strettamente crescente su tutto
R e che il punto x = 0 ¢ di flesso con tangente orizzontale con relativo valore f(0) = 0.

La derivata seconda vale 5
T

f'(x) = @21ip

ed ha lo stesso segno di z. In particolare f & strettamente concava in (—oo, 0), strettamente
convessa su (0, +00).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo, rispettando la

simmetria centrale del grafico rispetto all’origine (simmetria dispari).
. J

Esercizio 8.11

f(z) =1~ 2* +log|a]

Soluzione

La funzione f(z) =1 — 2% + log|z| ¢ definita per  # 0 quindi il suo dominio naturale D &
dato da
D = (—00,0) U (0, +00).

Si tratta di una funzione pari il ché consentirebbe di studiarla solo per z > 0.
Da f(x) ~ —x2 per x — %00 si ha

o, () = 00

e si evince che la funzione non ha asintoti obliqui. Si ha poi

I ===

in particolare la retta = 0 (asse y) & asintoto verticale.
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La funzione ¢é derivabile infinite volte su tutto D. La derivata prima vale

1 1—2z2
fll@) =22+~ = xx.

Analizzandone il segno per = > 0, si ha f'(1/1/2) = 0, f'(z) > 0 per 0 < x < /1/2,
f'(z) < Operax > \/1/72 Ne segue che f & strettamente crescente su (0, \/1/72), strettamente
decrescente su (1/1/2,+00) e che il punto x = 1/1/2 & di massimo (assoluto) con relativo
valore f(1/1/2) = 1/2 — (log2)/2. In particolare il grafico incontra l'asse x in due punti
di ascissa positiva. Uno di questi punti si ha per x = 1, 'altro ha ascissa nell’intervallo
(0, M) e puo essere approssimato all’occorrenza con uno degli algoritmi studiati per la
ricerca degli zeri di funzioni regolari.

Lo studio della monotonia e degli estremanti di f per x < 0 si ottiene per simmetria pari: il
punto = —/1/2 & di massimo (assoluto) con relativo valore f(—+/1/2) = 1/2 — (log2)/2
etc., etc.

La derivata seconda vale |

fz)=-2~ )
ed ¢ negativa per ogni x € D. In particolare f & strettamente concava sia in (—o0,0) che
su (0, 400).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo, rispettando la
simmetria assiale del grafico rispetto all’asse y (simmetria pari).
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Capitolo 9

Sviluppi di Mc Laurin

Attraverso lo sviluppo di Mc Laurin delle seguenti funzioni f(z), determinare ’equazione
della retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)) e la posizione locale del grafico rispetto a
tale tangente

F(x) =1+sin(v/1+ 23— 1)
f(x) =2V1+sinhz —
f(x) =8V1+sinz + 22

f(w) = 8y/1+log(1 + ) + 327
Flz) =81 -2z — 22 — 8+ 8z

Soluzione

Da
Vitad —1= %xg—i-o(x?’)
’ . L3 3
siny =y — £y +o(y")
si ha

f(z)=14sin(v/1+23-1)=1+ %xi” + o(z3).

L’equazione della retta tangente ¢&
y = 1.

1
Il termine 5:53 + o(x?) dice che esiste un intorno (—4,8), § > 0, di z = 0 dove il grafico

attraversa la retta tangente da sotto per —§ < z < 0 a sopra per 0 < z < 4. Il punto x =0

é di flesso con tangente orizzontale.
. J
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Soluzione

Da
sinhz = = + o(x?)
¢ 1
2/1+y=24+y— Z—ly2+o(y2)
si ha

1 1
f(z) :2\/1+sinh:1:—x:2+x—Z:c2+o(x2)—a7:2— Zx2+0($2).

L’equazione della retta tangente é
y = 2.

1
11 termine —sz + o(x?) dice che esiste un intorno (—4,4), § > 0, di 2 = 0 dove il grafico

é al di sotto della retta tangente per —) < z < d, x # 0. In particolare, visto che la retta

tangente ¢é orizzontale, il punto x = 0 é di massimo locale.
. J

Soluzione

Da 1
sinx =z — 6:1:3 + o(x®)
¢ 1
8y/14+y=8+4+4y—1>+ §y3+o(y3)
si ha

f(z) =81 +sinz + 2% =

2 1 1
8+4m—§$3—x2+§x3+m2—|—0(m3):8—|-4m—6333+0(333).

L’equazione della retta tangente ¢
y =8+ 4x.

1
Il termine —6x3 + o(z3) dice che esiste un intorno (—4,4), & > 0, di z = 0 dove il grafico

attraversa la retta tangente da sopra per —§ < x < 0 a sotto per 0 < x < § . Il punto x =0

¢ di flesso.
g J

Soluzione

Da

1 1
log(l+x)=z— 5332 + §x3 + o(z3)

1
8\/1+y:8+4y—y2—|—§y3+o(y3)
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si ha

f(z) = 8y/1+1log(1+z)+ 322 =
8+4 :c—lx2+1x3 — x—1x2+1x3 2+
2 3 2 3

1 IS At
5 (x — 5332 + §x3> + o(z®) + 32 =

4 1
8—1—4:1:—23:2—1—§x3—x2+m3+§x3+3x2+0($3):

17
8+ 4x + E:CS + o(23).
L’equazione della retta tangente ¢

y =8+ 4x.

1
Il termine ga:?’ + o(2?) dice che esiste un intorno (—4,9), § > 0, di 2 = 0 dove il grafico

attraversa la retta tangente da sotto per —6 < x < 0 a sopra per 0 < x < 4. Il punto x = 0
é di flesso.

1\

&

Scrivere lo sviluppo di Maclaurin al 3° ordine della funzione

flx)=¢€"— e —sinw

e stabilirne I'ordine di infinitesimo. In base al solo sviluppo determinato, dire se la funzione
presenta in x = 0 un punto di minimo relativo, di massimo relativo, di flesso, o nessuna di

queste cose. Giustificare la risposta.

-
.

Soluzione

Dovendo sviluppare f(z) al terzo ordine, potremo arrestarci al secondo ordine di sviluppo
per e, Cioé:
1 1
et = 1+:c+§:v2~|—6:1:3+0(:v3)
e =1-22+ o(z3)

1
sinz =z — —x% 4 o(x?)

6
Si ha poi
fl@) =1+a+ 52"+ g2’ +o(z”) — (1 —a” +ofa”)) — |z — gz° + (")
1
_92.2, 13 3
=52 +3:c + o(x?)
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In particolare, si ha

f(z) ~ ;:1:2 per z — 0

da cui possiamo subito dichiarare che 'ordine di infinitesimo di f(z) ¢ a = 2, la parte
principale & %12. Il punto = 0 & un punto di minimo locale; infatti, il termine %xQ + o(z?)
dice che esiste un intorno (—4,9), § > 0, di x = 0 dove il grafico & tutto sopra la retta

tangente, orizzontale, y = 0.
. J

Esercizio 9.3

Determinare il polinomio di Taylor di ordine 3, centrato nel punto zg = %, della funzione
f(x) = cosx.

Soluzione

In generale, il polinomio di Taylor di ordine n, centrato in xg, di una funzione f(x) &

k) (g
T o) = 3 100 (i _ o)

k!
k=0
con fO(z9) = f(xg). In questo caso, avremo bisogno della derivata prima, seconda e terza,

valutate in zop = 3. Si ha
r(5)-—n(5)--%

)= (3) =1

3

" (5)-m(3) -4

e il polinomio di Taylor di ordine 3, centrato nel punto xo = %, della funzione f (x) = cosz
é

Ts4,z(z) =

PP )

1
2 2 3 4 3 3
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Capitolo 10

Limiti con sviluppi asintotici

Esercizio 10.1

Calcolare i seguenti limiti:

lim 6(x —sinx) — 3

=0 sin x°

sinh? z + 2(1 — cosh z)
2

lim
=0 (1 —cosz)

4(1 — cosx)? — 2?sin’

z=0  sin® zlog(1 + x4)

. 2
. 1+ xsinz —é*
lim - 3
z—0  wsin(x?)

- x%cosz —sinh2? + %x‘l
lim 5
z—0 T

— arctan z2

zsinhx — 2coshx + 2
im g
2—0 (esinz —1)2

I 81 +sinz — 8 — 4x + 2
m

i
250 (2¢2 — 2 — 22 — x2) cosh? z

i 21og(1 + sinx) — 2z + 22
im
a—0 (2e* — 2 — 2x — x2) cos? x

/ 1
lim :c( 4+5—2cos>
T—+00 x T
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Soluzione

Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del numeratore:

3 5 5
6(z —sinz) —2> =6 (% - 1$TO I 0(x5)) — gl — —;—0 + o(z°).
Il denominatore equivale ad z°:
sinz® ~ 2°.

Il limite dato vale quindi

. 5
. 6(x —sinz) — 23 ) 55 1
lim — = lim = =—5
2—0 sin x z—=0 T 20

Ve
|\

Soluzione

Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del numeratore:

3 2 zt
sinh?z 4 2(1 — coshz) = (m + 3 + o(a:3)) —2?2— = +o(zh) =

4
5 + o(z").

Il denominatore equivale ad z*/4:

4
i
1- 2~
(1 —cosx) i
Il limite dato vale quindi
o 4
lim sinh?z 4+ 2(1 — cosh z) — im 9“214 _
7—0 (1 — cosx)? 70 &1

~
.

Soluzione

Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del numeratore:
2 4 2 3 2
4(1 — cosz)? — x?sin’ x = 4 (% - ;:—4 = 0(364)) — z? (m - % 4 0(3:3))
6
_ & 6
5 + o(x”).

Il denominatore equivale ad z%:

sin? zlog(1 + zt) ~ 2% -zt = 5.

Il limite dato vale quindi

. 4(1 —cosz)? —z%sin?z %
lim — = lim = = ~.
z—0 sin® z log(1 + z4) 70 T 6

~
.
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Soluzione

Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del numeratore:

3 4
1—|—:csinx—e’”2:1—1—:13(:13—%—1—0@3)) - <1+x2+%—|—o(x4))

2
= —§x4 + o(xh).

Il denominatore equivale ad z*:
zsin(zd) ~ z - 23 = 2t

Il limite dato vale quindi

. 2
. 14+ xsinx —e* . —%x‘l 2
lim S = lim = o
a—0  wsin(x3) a0 T 3
(& J

Soluzione

Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del numeratore:

2

. 1
22 cosx — sinh 22 + 5:134

2 4 6 1 6
= z? (1 - % - % + 0(w4)) = (x2 - % + 0(3:6)) + 57:4 =2 4 o).

Per il denominatore, dallo sviluppo arctanx = = — %—3 + o(x3), segue

26
x% — arctan z? = ey + o(x9).

Il limite dato vale quindi:

6

T
. =% 3
lim > 7 = lim =& = —=.
2—0 T — arctan x z—0 % 8

22 cosx — sinh 22 4+ %334

Soluzione

Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del numeratore:

zsinhz — 2coshx + 2

z3 2?2 z* z
:m(m+€+0(w3)) —2<1+?+ﬂ+0(:ﬂ4)) SO = ()

I1 denominatore equivale ad z?:

2

(¥ —1)% ~ (sinz)? ~ 22
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Il limite dato vale quindi

xsinhz —2coshx +2 % . x?
im - = lim =% = lim — = 0.
z—0 (esinz — 1)2 z—0 2  2—012

Soluzione

Sviluppiamo all’ordine 3 la funzione composta 8y/1 + sinx con punto iniziale x = 0. Da
sinz ~x —23/6 e 8/T+y ~ 8 + 4y — 32 + y3/2, componendo, abbiamo

3 3\2 1 3
8\/1+sinm:8+4<x—%)—($—x—> +2( a

T — — 3-|-0(2:3)
6 6

1
=84 41 — z2 - 6x3+o(az3).

Ne segue che il numeratore, nel limite dato, & equivalente a —23/6.
A denominatore abbiamo il fattore cosh?  che converge a 1 mentre

2e” — 2 — 2z — 22 ~ /3.

Il limite dato vale

8v/1+sinz — 8 — 4x + 22 =& 1

m 5— = lim — = —_.
20 (2¢* —2 — 2z — 2?)cosh®z 220 Z- 2

Soluzione

Sviluppiamo all’ordine 3 la funzione composta 2log(1 + sinz) con punto iniziale x = 0. Da
sinz ~x —23/6 e 2log(1 + y) ~ 2y — y? + 2y3/3, componendo, abbiamo

3 23\? 2 23\ °
210g(1-|—sin:v):2<:v—€)—(az—E) -|—§(x—€) + o(z?)

1
=2 —z? + §‘T3 + o(z?).

Ne segue che il numeratore, nel limite dato, & equivalente a x3/3.
A denominatore abbiamo il fattore cos® z che converge a 1 mentre

2e” — 2 — 2z — 22 ~ /3.

Il limite dato vale

2log(1 +sinz) — 2z + 2% | L3

3
= lim +— = 1.
z—0 (2690 —2—2x — 332) cos? x z—0 %3;3
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/ 1 / 1
lim :U( 4+§—2cos—) = lim Qm( 1+i—cos—>
z—+00 7 T T——+00 4z aE
Dacosy=14o(y)e/1+y=1+ %y + o(y), componendo, abbiamo
lim 2z Ul—i—i—cosl = lim 2z 1—|—1-£+0 1 —1+4o0 l
Z—>400 4z T T—+00 2 4z x T
1
= lim 2z (i—i-o(—))
T——+00 8x x

i +0(1)
5

4
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Capitolo 11

Metodi di Newton

Esercizio 11.1

Considerare
flz)=e"—=x

e verificare se il metodo di Newton puo essere applicato nell’intervallo [0, 1]. In caso positivo
trovare una stima di € [0, 1] tale che:

et —x=0

Ve
(.

Soluzione

Consideriamo la funzione:

Abbiamo:
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_2-1 /0 1 2
N . /

Consideriamo l'intervallo [0, 1], abbiamo per z € [0, 1]:

fl(z)<0 e f"(z)>0

(& J

Soluzione

Quindi nell’intervallo [0, 1] la funzione f(z) = e™* — x rispetta le ipotesi del teorema.

Siamo nel caso di funzione strettamente decrescente in [0, 1], dato che f'(x) < 0,z € [0, 1].
E funzione convessa in [0, 1], dato che f”(z) > 0,2 € [0,1]. Gli estremi dell'intervallo scelto
sono: a =0eb=1.

Vale I'ipotesi 3, ovvero f(0) - f”(0) > 0 e la successione diventa:

.
e — Ty Ty, + 1
zg =0, x"+1_$”__6—wn_1_1+exn con n €N

Dato che
e ' —x, e~ —xy, e 1 —en x,
R —] = o7t eI +1 = & e~ %n 1+ e?n
_rp(l+e™)+1—e" "z, zp+1
N 1+ e?n ~ 14 eon
quindi abbiamo:
r0=0, x1=0.5, 20=0.5663..., x3=0.5671..., x4 =0.5671..., x5=0.5671...

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 68


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

0.8 |
06 B ° ° ° ¢
§ .
0.4} |
0.2 |
0
| | | |
0 1 ) 3 4 5
N 2 J

Soluzione

Alla prima iterazione la retta tangente é:

1 1
— -3 —0— — ==
] z e x1=0 5= 5

O N N ]
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Capitolo 12

Metodo di bisezione

Esercizio 12.1

Utilizzando il metodo della bisezione, individuare le soluzioni dell’equazione
?+22—-1=0

con due decimali esatti.
(Anzitutto occorre stabilire quante sono le soluzioni.)

-

Soluzione

Scritta nella forma

.

3 =1- 2z,

'equazione suggerisce di confrontare innanzitutto i grafici delle funzioni y = 23 e y = 1—2z,
al fine di stabilire preliminarmente il numero delle soluzioni dell’equazione. Dal confronto
fra i due grafici, si evince che esiste un’unica soluzione « € (0, 1), cioé un unico zero della
funzione f(z) = 23 + 2o — 1 in quell’intervallo. Piti formalmente:

Nae(0,1): fla)=0

Procediamo, dunque, con l'applicazione del metodo di bisezione all’intervallo [a, b] = [0, 1],
con f(0)=—-1<0e f(1)=2>0.
Iterazione 1 (n = 0)

[ao, bo] = [0,1]

ag + by 1

CO = ———: == —
2 2

con f(cg) = % > 0. Allora, nella prossima iterazione, by = cy.

Ve

J

Soluzione

Iterazione 2 (n = 1)

lar, by] = [o, %} L F0) <0, f (%) >0
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a1 + by 1
AT Ty T

con f(c1) < 0. Allora, nella prossima iterazione, as = ¢;.

Iterazione 3 (n = 2)
=3 1) <0 1)

as + by 3
2=y T3

con f(cz) < 0. Allora, nella prossima iterazione, ag = cy3. Per raggiungere il livello di
approssimazione desiderato, dovremo attendere fino all’iterazione 9 (n = 8), in cui si otterra

29 117
— ~ (0,453 b — ~ 0,457
%= 64 8 = 256
Possiamo dichiarare che, in definitiva, o € (?).—Z, %) con due decimali esatti.

.

Esercizio 12.2

Utilizzando il metodo della bisezione, individuare le soluzioni dell’equazione

.

x+logx =0
con due decimali esatti.

(Anzitutto occorre stabilire quante sono le soluzioni.)

- J

Soluzione

Scritta nella forma

logz = —=,

I’equazione suggerisce di confrontare innanzitutto i grafici delle funzioni y = logzr ey = —x,
al fine di stabilire preliminarmente il numero delle soluzioni dell’equazione. Dal confronto
fra i due grafici, si evince che esiste un’unica soluzione o € (0, 1), cioé¢ un unico zero della
funzione f(x) = z + logx in quell'intervallo. Pin formalmente:

Nae(0,1): fla)=0

Procediamo, dunque, con l'applicazione del metodo di bisezione all’intervallo [a,b] = [0 +
g,1], e >0, con f(1) =1>0e f < 0 in un intorno destro del punto zy = 0 di raggio
arbitrariamente piccolo (si noti che y = log z non ¢ definita per z = 0).

Iterazione 1 (n = 0)

[ao,bo] = [0—1—6, 1]
. agp + bg . 1+¢ -

1
DT Ty T Ty T

con f(cp) = % log2 < 0. Allora, nella prossima iterazione, a; = cg.
Iterazione 2 (n = 1)
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[a1,b1] = B,l}  f (;) <0, f(1)>0

ar+b 3
2 4

con f(c1) > 0. Allora, nella prossima iterazione, by = c;.

Iterazione 3 (n = 2)
[ag, bo] = [;,i] » f <;) <0, f (i) >0

Cl =

o= 22 +b 5
T2 T
con f(cg) > 0. Allora, nella prossima iterazione, bg = ca.
- J

Soluzione

Iterazione 4 (n = 3)
[a3ab3] = |:;7Z:| ’ f <;) <0, f (Z) >0

az+bs 9
2 16

con f(e3) < 0. Allora, nella prossima iterazione, aq = c3. Si osservi che

C3 =

a3 = 0,5, by = 0,625

e siamo, dunque, ancora lontani dall’avere due cifre decimali esatte. Per raggiungere il
livello di approssimazione desiderato, dovremo attendere fino all’iterazione 10 (n = 9), in
cui si otterra

145 291

=— ~0,566 bg = — ~ 0,568
9“7 956~ T B2
Possiamo dichiarare che, in definitiva, a € (%, %) con due decimali esatti.
\ J

Esercizio 12.3

Utilizzando il metodo della bisezione, individuare le soluzioni dell’equazione
2sinx =z
con un decimale esatto.

(Anzitutto occorre stabilire quante sono le soluzioni.)

- J

Esercizio 12.4

Utilizzando il metodo della bisezione, individuare le soluzioni dell’equazione
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con un decimale esatto.
(Anzitutto occorre stabilire quante sono le soluzioni.)
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Capitolo 13

Ricerca di estremi e punti di estremo locali e
globali

Calcolare tutti i punti di massimo e minimo (globali e locali) della funzione:

f(z) =5+54x — 22> nell'intervallo [0,4]

Soluzione

1. I valori della funzione agli estremi dell’intervallo sono: f(0) =5 e f(4) = 93.

2. La funzione derivata é:
fl(x)=54—622=—-6=2°—9)=-6(z+3)(z—3)
Risolviamo I’equazione:
fl(z) =0 —6(z+3)(r—3)=0<=x=43
x1 =3 €[0,4] punto stazionario

3. Abbiamo f’(x) > 0 per x € [—3, 3]. Studiando il segno di f’ vicino a x = 3, si deduce
che z = 3 ¢ un punto di massimo locale e f(3) = 113 & un massimo locale.

4. Abbiamo:
f(8)=113> f(0) =5, f(3)=113> f(4) =93

Si conclude quindi che:

e f(0) =5 ¢ il minimo globale e z = 0 é punto di minimo globale

e f(3) =113 ¢ il massimo globale ¢ z = 3 ¢ punto di massimo globale

e f(4) =93 ¢ un minimo locale e x = 4 ¢ punto di minimo locale
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Calcolare tutti i punti di massimo e minimo (globali e locali) della funzione:

f(x) =22% - 322 — 122 +1  nellintervallo [-2, 3]

Soluzione

1. I valori della funzione agli estremi dell’intervallo sono: f(—2) = -3 e f(3) = —8.

2. La funzione derivata é:
flx)=622—62x—-12=6(2-2—-2)=6(z+1) (z—2)

Risolviamo I’equazione:

1£3
f/(x):0<:>6(:v2—w—2):0<:>x:T
ry=-1€[-2,3] e z2=2¢€[-2,3] punti stazionari

3. Abbiamo f’(z) > 0 per z € (—o0,—1] U [2,400). Studiando il segno di f’ vicino a

x = —1, si deduce che z = —1 ¢ un punto di massimo locale e f(—1) = 8 ¢ un massimo
locale. Studiando il segno di f’ vicino a x = 2, si deduce che x = 2 ¢ un punto di
minimo locale e f(2) = —19 ¢ un minimo locale.

4. Abbiamo:

f(=1)=8> f(-2)=-3, f(-1)=8>f(3)=-8
f2)=-19< f(-2)=-3, f(2)=-19<f(3)=-8

Si conclude quindi che:

e f(—2) = —3 ¢ un minimo locale e z = —2 ¢ punto di minimo locale
e f(—1) =8 ¢ il massimo globale e x = —1 ¢ punto di massimo globale
e f(2) =—19 ¢ il minimo globale e x = 2 ¢ punto di minimo globale
e f(3) = —8 ¢ un massimo locale ¢ x = 3 ¢ punto di massimo locale
. J

Calcolare tutti i punti di massimo e minimo (globali e locali) della funzione:

f(z) =2 - 622 +92+2  nell'intervallo [—1,4]

1. I valori della funzione agli estremi dell’intervallo sono: f(—1) = —14 e f(4) = 6.
2. La funzione derivata é:

flix)=322-122+9=3(22-424+3)=3(z—-3) (z—1)
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Risolviamo I’equazione:

442

fliz)=0<=32*>-42+3) =02z = 5

z1=1€[-1,4] e z9 =3¢ [-1,4] punti stazionari

3. Abbiamo f'(z) > 0 per x € (—o0,1] U [3,+00). Studiando il segno di f’ vicino a
x = 1, si deduce che x = 1 ¢ un punto di massimo locale e f(1) = 6 & un massimo
locale. Studiando il segno di f’ vicino a x = 3, si deduce che x = 3 ¢ un punto di
minimo locale e f(3) = 2 ¢ un minimo locale.

4. Abbiamo:
f()=6>f(-1)=-14, f(1)=62=f(4) =6
fB)=2>f(-1)=-14, f3)=2<f(4)=6
Si conclude quindi che:

e f(—1) = —14 ¢ il minimo globale e x = —1 & punto di minimo globale

e f(1) =6 ¢ il massimo globale e z = 1 ¢ punto di massimo globale

e f(3) =2 ¢ un minimo locale ¢ z = 3 ¢ punto di minimo locale

e f(4) =6 ¢ il massimo globale e z = 4 ¢ punto di massimo globale

Esercizio 13.4

Calcolare tutti i punti di massimo e minimo (globali e locali) della funzione:

f(z) =2* — 222 +3  nellintervallo [—2,3]

Soluzione

1. I valori della funzione agli estremi dell’intervallo sono: f(—2) =11 e f(3) = 66.

2. La funzione derivata é:
flz) =423 —d4z=42z(2*>-1)
Risolviamo 'equazione:
fllz)=0<=4z (2> -1)=0<=z=41 ¢ =0
x1=-1€[-2,3], z2=0€[-2,3] e z3=1¢€[-2,3] punti stazionari

3. Abbiamo f'(z) > 0 per x € [—1,0]U[1, +00). Studiando il segno di f’ vicino a z = —1,
si deduce che = —1 & un punto di minimo locale e f(—1) = 2 ¢ un minimo locale.
Studiando il segno di f’ vicino a = 0, si deduce che x = 0 & un punto di massimo
locale e f(0) = 3 ¢ un massimo locale. Studiando il segno di f’ vicino a = = 1, si
deduce che x = 1 ¢ un punto di minimo locale e f(1) = 2 ¢ un minimo locale.
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4. Abbiamo:
f)=2<f f(=1)=2<[f(3) =66
f0)=3<f f(0) =3 < f(3) =66
f=2<f f(1)=2<f(3)=066
Si conclude quindi che:

e f(—2) =11 ¢ un massimo locale e z = —2 ¢ punto di massimo locale

e f(—1) =2 ¢ il minimo globale e x = —1 é punto di minimo globale

e f(0) =3 & un massimo locale e x = 0 ¢ punto di massimo locale

e f(1) =2 ¢ il minimo globale e z = 1 é punto di minimo globale

e f(3) =66 ¢ il massimo globale e z = 3 ¢ punto di massimo globale

J

Questi sono i grafici della funzione f(x) = 5+ 542 — 223 e della derivata nell'intervallo [0, 4]:

~ o 1sf

5+ 5dx — 223

Autore: Fabio Furini
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760 ™

40 |- a

o a2
20 | 54 — 6x |

—920 |- i

—40 | -

N z J
Questi sono i grafici della funzione f(z) = 223 — 322 — 122+ 1 e della derivata nell'intervallo
[—2,3]:

N
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N

20

10

—10

622 — 62 — 12

i

2 3

/

Questi sono i grafici della funzione f(z) = 23 — 622 + 92 + 2 e della derivata nell’intervallo

[—1,4]:

-

N

-14

x> — 622 4+ 91 + 2

Autore: Fabio Furini
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N ! J

Questi sono i grafici della funzione f(x) = 2* —22%+ 3 e della derivata nell’intervallo [—2, 3]:

/ 66 |- 5
xt — 222 4+3 —
b))
11| 5
g N :
| | | |
-2 -1 0 1 3

N ? /
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7100 N

80 | .
60 .
~ 40l 42% — 4o — i
20 + .
0 —_—
-2 -1 0 1 3
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