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Limit1 di1 successioni
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Capitolo 1

Proprieta delle successioni

Si consideri la successione

a, = log <1 + (_1)nn+ 0

), per n=1,2,3,...

Domande:
1. La successione ¢é limitata superiormente? In caso affermativo determinare il sup {an}.
2. La successione ammette massimo? In caso affermativo determinare il max {an}.
3. La successione ¢ inferiormente limitata? In caso affermativo determinare I'inf {an}.

4. La successione ammette minimo? In caso affermativo determinare il min {an}.

Soluzione

Con n = 1 abbiamo

1 1
log (1 -1 5) = log ok —0.69314.

Con n = 2 abbiamo ) .
log (1 +1 3) = log 3 ~ 0.510826.
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La presenza del segno alternato (—1)" suggerisce di ragionare sull’andamento della succes-
sione distinguendo cosa succede per n pari e n dispari.

- _J

Soluzione

e Se n é pari:

an:log(l—FnLH), per n=2,4,6...
quindi I'argomento del logaritmo &
T N ot el P
n+1 n+1 n+1

che varia in

[g, 2) e il logaritmo in [log g, log 2) ,
ovvero é positivo e superiormente limitato. Quindi

sup {an :n & pari } =log2 ~ 0.69314
ma log 2 non ¢ il massimo di questi valori.

e Se n ¢ dispari:

anzlog(l—n?_l), per n=1,3,5...
quindi 'argomento del logaritmo é
n 1
n+l n+1

che varia in

1 1
(0, 5] e il logaritmo in (—OO, log 5] )

ovvero €& negativo e al crescere di n € inferiormente illimitato.
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Analisi Matematica 1
La successione, nel suo complesso, ¢ quindi superiormente ma non inferiormente limitata,

non ammette massimo (pur avendo sup finito) né minimo (perché ¢ inferiormente illimitata).

Esercizio 1.2
Si consideri la successione

an:e_% sinn, per n=1,2,3,...
Domande:

1. La successione ¢ limitata superiormente?

2. La successione ¢ limitata inferiormente?

3. E definitivamente positiva?

4. Non si annulla mai?

5. Ha limite (finito o infinito)?

Con n = 1 abbiamo

e lsinl ~ 0.3679 - 0.8415 ~ 0.309560.
Con n = 2 abbiamo

e~2 sin 2 ~ 0.6065 - 0.9093 ~ 0.551517.
Con n = 10 abbiamo

e~ 10 sin 10 &~ 0.9048 - —0.5440 ~ —0.492251.
Con n = 20 abbiamo

_ 1
e 20 sin 20 ~ 0.9512 - 0.9129 =~ 0.8684.
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Soluzione

La successione é il prodotto della successione

_1 . _1
n—e n con lim e n»n =1,
n—-+00

limitata, sempre diversa da zero, convergente, e della successione
n +— sinn,

limitata ma irregolare, mai nulla (dato che n parte da 1, per l'irrazionalita di 7, I’angolo n
non ¢ mai multiplo intero di 7).

Quindi, la successione data dal prodotto di queste due sara limitata, mai nulla e irregolare.
Poiché )
e n—1

e il segno di sinn non ¢é definitivamente costante, la successione data dal prodotto delle due

non € definitivamente positiva.
. J

Esercizio 1.3

Si consideri la successione
a, = e" sinn, per n=1,2,3,...
Domande:
1. La successione ¢ limitata superiormente?
2. La successione ¢ limitata inferiormente?
3. E definitivamente positiva?
4. Non si annulla mai?

5. Ha limite (finito o infinito)?

Soluzione

Con n = 1 abbiamo
elsinl ~ 2.7183 - 0.8415 =~ 2.2874.

Con n = 2 abbiamo
e?sin2 ~ 7.3891 - 0.9093 ~ 6.7188.

Con n = 5 abbiamo

e’ sin b ~ 148.4132 - —0.9589 ~ —142.3170.
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Soluzione

La successione ¢ il prodotto della successione

nr—e” con lim e" = +oo,

n——+oo

illimitata superiormente, limitata inferiormente, sempre diversa da zero, divergente, e della
successione
n +— sinn,

limitata ma irregolare, mai nulla (dato che n parte da 1, per l'irrazionalita di 7, I'angolo n

non ¢ mai multiplo intero di 7).

Quindi, la successione data dal prodotto di queste due sara illimitata superiormente,
illimitata inferiormente, mai nulla e irregolare.

Poiché
e — +oo

e il segno di sinn non ¢é definitivamente costante, la successione data dal prodotto delle due

non € definitivamente positiva.
. J

Si consideri la successione

Domande:

1. La successione ¢é limitata superiormente? In caso affermativo determinare il sup {an}.
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2. La successione ammette massimo? In caso affermativo determinare il max {an}.
3. La successione ¢ inferiormente limitata? In caso affermativo determinare I'inf {an}.

4. La successione ammette minimo? In caso affermativo determinare il min {an}.

Soluzione

Con n =1 abbiamo
1(=D* 1_ 1 1
2
Con n = 2 abbiamo
o121 _ o1
3 3
Con n = 3 abbiamo
g-1pl _ 11
4 34
Con n = 4 abbiamo ] "
4GV =g 2
5 5
o » N
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La presenza del segno alternato (—1)" suggerisce di ragionare sull’andamento della succes-
sione distinguendo cosa succede per n pari e n dispari.
- J

Soluzione

e Se n ¢ pari:
n

~ et
Aggiungendo +1 e —1 al numeratore, ottengo

1-1 1
n n + 1

aTL: = — —

n+1  n+1 n—+1

an, per n=2,4,6...
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"

che varia in
2
§7 1 )
ovvero € positiva e superiormente limitata. Quindi
sup{an :m € pari } =1
ma 1 non é il massimo di questi valori.
Se n ¢& dispari:

11
n+l1 n n+l nmn+1)’

ol

ovvero € positiva e inferiormente limitata. Quindi

S

an = per n=1,3,5...

che varia in

inf {an :n & dispari } =0

ma 0 non é il minimo di questi valori.

La successione, nel suo complesso, ¢ limitata, non ammette massimo (pur avendo sup finito)
né minimo (pur avendo inf finito).

Autore: Fabio Furini
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Capitolo 2

Verifica di limiti di1 successioni

Utilizzando la definizione di limite, verificare che:

n 1

i =
n—lgil—loo 2n + 5 2

Soluzione

Abbiamo

_on
- 2n+5

Dobbiamo verificare che per ogni € > 0 esiste n(e) € N tale che

an

1 1
n>n(6):>§—e<an<§+e

Abbiamo
I 5
YT Tt 10
quindi si deve verificare che
n>ne) = —e<— > <e€
4n + 10

La seconda diseguaglianza € sempre vera mentre la prima equivale a

) 5 b
4n + 10 > — quindi é soddisfatta per n > — — =
5 4e 2
Fissato € > 0, bastera scegliere il primo intero
5 b
per soddisfare la condizione richiesta dalla definizione di limite.
(& J
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Utilizzando la definizione di limite, verificare che:

1
lim =0

n—+4o00 v/n + 1

Soluzione

Abbiamo "

vn+1

Dobbiamo verificare che per ogni € > 0 esiste n(c) € N tale che

Ay =

n>ne) = —e<ap, <€

La prima diseguaglianza é sempre vera mentre la seconda equivale a
1 s . 1
Vn+1>— quindi é soddisfatta per n > — —1
€ €

Fissato € > 0, bastera scegliere il primo intero

1
> —1
ne) >

per soddisfare la condizione richiesta dalla definizione di limite.
(& J

Utilizzando la definizione di limite, verificare che:

1
lim log (1 + > =0
n—-+oo n

Soluzione

Abbiamo .
an, = log (1 T —)
n

Dobbiamo verificare che per ogni £ > 0 esiste n(e) € N tale che
n>ne) = —e<ap,<e€

La prima diseguaglianza ¢ sempre vera mentre la seconda equivale a

1
1+ — <€ quindi & soddisfatta per n >
n ef —1

Fissato € > 0, bastera scegliere il primo intero
1

et —1

n(e) >
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t per soddisfare la condizione richiesta dalla definizione di limite. J

Esercizio 2.4

Utilizzando la definizione di limite, verificare che:

Soluzione

Abbiamo

1
Gn =(\/4+ —
n

Dobbiamo verificare che per ogni € > 0 esiste n(e) € N tale che
n>ne) =>2—-e<a,<2+¢

La prima diseguaglianza € sempre vera dato che a, > 2 per ogni n, mentre la seconda
equivale a

1 1
44 = <4+4e?+4e quindi & soddisfatta per n > =
n €%+ 4e
Fissato € > 0, bastera scegliere il primo intero
1
nEe) > ——
() €2 +4¢
per soddisfare la condizione richiesta dalla definizione di limite.
- J

Utilizzando la definizione di limite, verificare che:

lim (n® —1) = +oo
n——+00

Soluzione

Abbiamo
Ay = n?—1

Dobbiamo verificare che per ogni M > 0 esiste n(M) € N tale che
n>n(M)=a,>M

La disuguaglianza
n?—1> M ¢ soddisfatta per n > VM + 1
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Fissato M > 0, quindi bastera scegliere il primo intero

per soddisfare la condizione richiesta di divergenza.
- J

Esercizio 2.6

Utilizzando la definizione di limite, verificare che:

nll)l_’I_loo log (v/n +1) = +o0

Soluzione

Abbiamo
a, = log (vn +1)

Dobbiamo verificare che per ogni M > 0 esiste n(M) € N tale che
n>n(M)=a,>M
La disuguaglianza
log (Vn 4 1) > M ¢ soddisfatta per n > (eM —1)?
Fissato M > 0, quindi bastera scegliere il primo intero
n(M) > (eM — 1)

per soddisfare la condizione richiesta di divergenza.
\ J
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Capitolo 3

Calcolo limiti di successioni

3.1 Calcolo dei limiti con tecniche di base

' N\

Se:

an >0, €R e b, =l ER,
abbiamo:
an g .
an £ by — Ly 4, 3 — A (b, €y # 0, definitivamente),
n b
ap by — £y by, afl" — 0, (an, lq > 0, definitivamente).

. _/
s ~

Se:

anp > b, €ER, b, > +00 e ¢y — F00,
abbiamo:
an + by — Ly +00=+00, ap—>b, =€, —00=—00,
b, + cp = 00+ 00 =400, —b,—c, —> —00—00=—00.

& J
'd N\

Se:

an — 4, €R, b, = 0" oppure b, -0~ e ¢, = 00,
abbiamo:
G, I G, Ly
an Cp > by 0=00 (b #0), — —= —=00 ({3 #0), — —> —=0.
bn 0 Cp, o0

L’ipotesi che {b,} tenda a zero per eccesso o per difetto (e quindi che sia definitivamente

di segno costante, con b, # 0) é necessaria: con a, =1 e b, = (—i)n si ha 32 = (—1)" n,

che é irregolare.
. J
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s N
Le quattro principali forme di indecisione sono:

0 o0

e [ e )

[+00 — o], [0 o0 [O] e =

Si hanno anche altre tre forme di indecisione derivanti da [0 - oo]:

(1], [0°] e [oe®].

_ _J
'd N\
Abbiamo:
400 sea>1
400 sea>0 1
. se a=
lim n*=<1 sea=0 lim o" =
n—-+o0o n—-+oo 0 se |CL| <1

0 sea <0

non esiste sea < —1

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

. n*+5
lim ———— =
n—+ocond +Tn —1

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 15


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

. n*+5 .
lim ——— = lim
n——+oo n® 4+ Tn — 1 n—-+oo no

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

2

1—n
n—lgil-loo (n+ 2)2 N

. 1 —n?
hm — =
n—+00 (7’1, + 2)2

Esercizio 3.4

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

lim vn?2+1—+/n=[+o00— o0
n—-+o0o

Soluzione

. 3 . 1 1 .
lim vVn24+1—+yn= lim n 1+ 5 —4/=- | = lim n=+oo.
n—+o0o n—+oo n n n—+oo

~ ——

—0 —0

N—_——
—1

p-
.

Soluzione

Metodo alternativo: moltiplicando e dividendo per vn? + 1 + \/n otteniamo

2
W - R T+ ym) (V1) S I

VnZ+1++n Vi2+1l+vn  Ve2+l+yn

ricordando che (a — b)(a + b) = a® — b2. Abbiamo inoltre
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wilon _ m0+kob) _ POsd-d) _ PlsE-d
VnZ+1+/n n2(1+5)+vn  ny/(1+ %) +n2 n( (1+7712)+n11/2)
Quindi
—1
——
1 1
— (+a)
lim vVn2+1—+vn= lim n = lim n = +4o0.
n——+00 n——+00 1 1 n—-+00
(”ﬁ)*ﬁ)
R}
. J

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

lim e" —2" = [+00 — o0
n—-+00

Soluzione

in quanto

Esercizio 3.6

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

lim 3" 44" — 5" = [+00 4+ 00 — 0] = [+00 — 9]

n—-+oo
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Soluzione

3\" A\"
lim 3" 4+4" —-5"= lim —-5"|1— <—> — (—) = lim -5"=—-00
n—-+o0 n—-+oo 5 5 n—-+oo
—0 —0
—1
in quanto

Calcolare il seguente limite semplice

Per ogni o« > 0, anche irrazionale, lim n® = 4o00.
) 9 n—-+oo

Esercizio 3.8

Calcolare il seguente limite semplice

Calcolare il seguente limite semplice

, 3n+5\2"
hm —_————
n——+oo \ n2 + 120
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Soluzione

Abbiamo

3n+5 3n(l+%) 3 (1+3%)
- == —+0 e 2n— :
n?+120 72 (1+2)  n (1+ ) € enTEee
Quindi
3n4+5\2"
li ST ) gt =,
n—1>I—ir-loo (n2 + 120) L L
(. J

Esercizio 3.10

Calcolare il seguente limite semplice

1002 —5n\ "8
lim ()

n—r+oo n3 —8

Soluzione

Abbiamo
10n2—5 10n? (1 — -2n 10 (1-:L
. L 3( 180"2):——( 28”)—>Oe —3n+8— —oc.
n°—8 nd (1- %) n (1-%)
Quindi
o f10n*—5np\ " 11
\ _J

3.2 Calcolo dei limiti usando la gerarchia degli infiniti

( N\

Per ogni a > 1 e o > 0 abbiamo:

. log n . a
lim —2e’ _ 0, lim — =0,
n—+oo N n—+oo ™
n |
lim — =0, lim — =0.
n—+oo n! n—+oo N

Quindi i seguenti infiniti, sono elencati in ordine crescente:

logn, n% a", n!l, n"

\ J

Esercizio 3.11

Calcolare il limite della seguente successione se esiste

2l/m 4 p2 437 n
Gp = 5
log°n+2+n
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Soluzione

Consideriamo il numeratore, abbiamo:

21/ 51, n? = 400, 3" =0

2

La potenza di n di grado maggiore é n° e inoltre abbiamo

3—n 1 I 21/n
W:W qumdl ?—)0 GF—)O

Consideriamo il denominatore, abbiamo:
log®n — 400, 22, n—+o00

Per il teorema della gerarchia degli infiniti, abbiamo

6
logb n logn
| — 0.

~——
—0

Raccogliamo quindi n? al numeratore e n al denominatore e otteniamo:

21/n
1+
log® n 2 ="

n
R/—/ ~~~
—0
1 B 1 21/71 —-n
2l/mn 4 p2 4 3—n + 5

lim = lim n = +400
n——+oo log n+2+n n—-+oo (1 + og n + _)
n n

Calcolare il limite della seguente successione se esiste

B 3n3 43" +logn
logbn 4+ 220 b

Consideriamo il numeratore, abbiamo:

3n® — +o0, 3" — 400, logn — +oo
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ovvero una somma di successioni infinite. Abbiamo anche:

3n3 N o logn
3n 3n

— 0,

per il teorema della gerarchia degli infiniti. Quindi la parte principale é 3. Consideriamo
il denominatore, abbiamo:

log®n — 400, 22" =4" 5 400, n® — 400

ovvero una somma di successioni infinite. Abbiamo anche:

6 5

log”n n
P —0 e 4—n—>0,

per il teorema della gerarchia degli infiniti. Quindi la parte principale & 4™.

Raccogliamo quindi 3" al numeratore e 4" al denominatore e otteniamo:

—0 —0
3n3 logn
1+ —+
3n 3n
3n (1+M+logn> "
3" e ) <3>
log® 5y \4
An <1+ °4n"+2—n> logfn
14 i + "
S—— =~
—0 —0
quindi
3n3 | 1
. 3n3+3" +logn - 3\" (1""3_2"'%) 7
im = lim (- =
n—-4o0 ]0g6n+22n+n5 n—+oo \ 4 (1+10§2n_’_z_:>
—1
. J

Calcolare il seguente limite semplice

Soluzione

Abbiamo

logn

1 1/n
% = nn = elOgn = e n
e studiando la successione all’esponente

__logn

an, abbiamo a, — 0
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grazie al teorema della gerarchia degli infiniti. Quindi abbiamo :

. . logn
lim {/n= lim e~ =1.

n—-+00 n—-+4o0o

Di conseguenza

lim Vn2= lim (%)2:12:1.

n—-+o0o n—-+o0o

3.3 Calcolo dei limiti usando stime asintotiche

Abbiamo a, ~ b, se ‘;—" — 1 oppurese a,=b,c, con ¢, — 1.

Inoltre abbiamo a, +b,, ~a, se ba

Esercizio 3.14

Calcolare il seguente limite

Soluzione

Abbiamo
9 n? 1
2" +n” 4+ 1~ 2" dato che 2—n—>0 e 2—n—>0
¢ e 2\"
n
5% 4+ 2" +n ~ 5" dato che 5—n:(5> —>Oe5—n—>0
quindi
N R ooon . 2\"
im ——— = lim — = lim (- =0
n—+o00 b + 2" 4+ n  n—+oo0 H” n—+oo \ H
_ _J

Calcolare il seguente limite

Abbiamo en
n! — 5" ~n! dato che —'—>0
n
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quindi

Calcolare il seguente limite

93n—1 _ 2
lim ————
n—+oo (2n)! — 57

Soluzione

Abbiamo )
231 _ 2 ~ 2371 dato che — 2801 —0
& n
(2n)! — 5" ~ (2n)! dato che — @n)! —0
quindi
) 23n—1 . n2 ) 23n—1
ngg—loo (2n)! — 57 - ngr-tl-loo (2n)! =0
. J

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

3n
lim ———
n—-+oo n! nl/"

Soluzione

Abbiamo
n!n'/™ ~n! dato che n'/™ = Yn — 1
perché
1/n log n logn
pl/m — glognt/m _ 52 108 0.
Quindi
n n
lim ——— = lim — =0.
n—+oo nlnl/n nStoo nl
- J
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Esercizio 3.18

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

log (1 +€e™)
n—+oo /1 4+ n2

lim

Soluzione

Osservando che
log (1 +¢€") ~log(e") =nloge =n
si ha
y log (1 + €") I n i n? 0
im ———*= lim ——— = lim {/—— =
n—+oo /1 4+ n2 n—+00 v/1 4 n2 n—o+oo V 1+ n?2
perché
2
n
— — 1.
1+mn?
. J

Esercizio 3.19

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

n+1

lim —— "
n oo log, (3 4+ n™)

Soluzione

Osservando che
logy (3 4+ n") ~ logy(n™) =nlogyn

si ha

n-+1 . n+1

lim —— = lim =
n—+o0 log, (3 +n")  n—+oo nlogyn

perché

1 1

nt -1 e — 0.
n logy n
g J

3.4 Calcolo dei limiti con la successione convergente al numero
di Nepero

Per forme indeterminate 17°°, si puo usare:

1\
(1+—> — e per a, — Foo.
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Esercizio 3.20

Calcolare il seguente limite

Soluzione

Abbiamo
n—1\"_(n=3-143\"_(, 2 \"_( 1 !
n—3 N n—3 - n—3 N ”7_3
quindi
_2n_
n—1\" 1\ 7|
lim = lim 1+ — =¢?,
n—+oo \n — 3 n—s-+o0o nT3
dato che
nT—3
1 n n—3+3 3
<+"T_3) & (n—3> ( n—3 ) +n—3
~——
—0
e
n- — 400
2
. J

Calcolare il seguente limite

n n2
n—-+o0o ( n2 ) n—+oo ( n2> ]
dato che
13
<1 + —2> —e, ——0
e
n2 — +00.
. J
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Calcolare il seguente limite

_2n g

. 2n—5\"" . 1 °
lim = lim L =F —= = Ved.
n—-+oo 2n n—400 — 4L

dato che

Calcolare il seguente limite

Soluzione

Abbiamo
1t 1 n \" 1/n-1\"" 1 1\
(n=1)" n\n-1 n n —n
quindi
lim = lim —(14+— =0
n—otoo (n — 1)  no4oon —n
dato che

Esercizio 3.24

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

. n2+2 \?"
lim —_
notoo \n2+mn+1
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Soluzione

Dato che

n2+2
—_—— —)1 (§] 27’L—>+OO
n2+n+1

abbiamo la forma indeterminata del tipo [17°°].

Dato che

n?+2 2”_ n24+n+l-n+1 2n_ |+ “n4+1 \2"
n24+n+1 - n2+n+1 - n2+n+1 ’

possiamo quindi scrivere

—n+1
n?4nt1 (n2+n+1) 2

2n
—n+1 2n 1 1 —n+1
(Hm) =<1+m> = <1+m>

—n+1 —n+1
Quindi
- n24n+1 (ngjrbzil) 2n
. n?+2 _ 1L o 3
nodo \nZtnt1)  noteo n24n+l =€
—n+1
dato che
~—2n2
n2+141r1 ,_;\ﬂ
1 - — 1 -2 2
n’tntl n?+n+1 n®+n+1
—n+1 —_————
~n2
€
—1
——
1 1
2 1 - o
n24+n+1 n(+n+n2)
= — —0OQ.
—n+1 ( 1 )
n
———
—1

3.5 Calcolo dei limiti col teorema del confronto

e Se ¢, — 0 ¢ |by| < ¢y, definitivamente allora b, — 0.

una successione infinitesima e una limitata € infinitesimo.

superiore.

e Se ¢, — 0 e by, ¢ limitata (anche non convergente) allora ¢, b, — 0. Il prodotto di

e Una somma di infiniti e di successioni limitate & equivalente all’infinito di ordine
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Calcolare il seguente limite

. n -+ sinn
lim ——
n—+oo cosn + logn

Soluzione

Abbiamo

n
n+sinn ~n dato che — 0

n

prodotto fra una successione infinitesima {%} e una limitata {sinn}. Inoltre

osn

cosn + logn ~ logn dato che —0

ogn

1
logn

prodotto fra una successione infinitesima { } e una limitata {cosn}. Quindi

n -+ sinn . n
im —— = lim = +00
n—+oo cosn + logn  n—+oo logn

Esercizio 3.26

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

n sinn + sin n?

lim 5
n——+o00 n®+1

Soluzione

Abbiamo
n sinn + sin n? n sinn n sin n?
n2+4+1 Con241 n2+41
© n
sinn — 0 dato che ——— — 0 e sinn ¢ limitata.
n2+1 n2+1
Inoltre 1
sinn? — 0 dato che —0 e sinn? ¢ limitata.
n?+1 n?+1
Quindi
. n sinn + sin n? n sinn  sinn?
lim = lim + =
n—r+00 n?+1 n—+oo n24+1 n2+1
—_—— —
—0 —0
g J
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Soluzione

Metodo alternativo.

Notiamo che le successioni {sinn} {sinn?} sono irregolari ma limitate. Quindi possiamo
scrivere la seguente maggiorazione

= n+1

“n24+1

n sinn + sinn
n?+1

e abbiamo che

n+1 . n .
im ——— = lim — = lim — =0.
n—+oo N4 + 1 n—+oo N n—-+oo N

Quindi per il teorema del confronto abbiamo:

. n sinn + sin n?
lim > =0
n—-+oo ns +1

3.6 Calcolo dei limiti col teorema del rapporto

( \
Data una successione positiva (a, > 0 per ogni n):

. . 2
se esiste  lim —TL =( e £< 1, allora a, — 0,

n—+o00  QAp

. . An+1
se esiste  lim
n—-+oo an

=0 e {>1 (o {L=+400), allora a, — +oo.

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

3n—1
lim —
n—+oon (n + 1)!

Soluzione

Trattandosi di una successione a termini positivi il cui termine generale é il rapporto di
successioni pitl semplici di tipo esponenziale e fattoriale, ¢ naturale applicare il criterio del
rapporto.

Calcoliamo quindi:

3n

n+1 _ (nFD)-(nt2)! e n(n+1)!
o g=1 - . | n—1
an ey (n+1)- (n+2)! 3

——
=(n+1)!-(n+2)
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B 3n B 3n B 3n - 3

C(n+)(n+2) wP4+2n4+n+2 R2(1+3+3%) n(l+2+32)
Abbiamo:

lim 2= i —— S g
n—+00 Gy n—+o0o n, (1 + = + 7"7)
Quindi per il teorema del rapporto:
n—1
lim 5 =0
n—+oon (n + 1)!
(& J

Esercizio 3.28

Soluzione

Abbiamo una successione positiva, calcoliamo:
anp1  (n+ 132040 pl g 1\? 2 2
an (n+1)! n32n n n+1 n+1
—_——
—1
Abbiamo quindi:
B S22 g
n—+00 QA n—+oon + 1
Allora per il teorema del rapporto:
3 on
lim = =0
n—-+oo n‘
\§ J

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

nTL

n—rto0 (n+ 1)1

Abbiamo una successione positiva, calcoliamo:
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a,  (n+2)! n" n+2

—1

a1 (m+ )"+ 1) n+1 (n+1\" 1+1 "
n
Abbiamo quindi:

1 n
im 2 — Lim (1+—> —e>1
n—-+4oo an, n—-+4oo n

Allora per il teorema del rapporto:

nn

o Ty T

Esercizio 3.30

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

Soluzione

Abbiamo:
—1
1
nn 2" e b
(n+1)!  (n+1)! "
Abbiamo ora la successione positiva {b,}, calcoliamo:
brny1 2ntl (4 1)! 2
by (42! 2 n42
Abbiamo quindi:
lim b1 = lim 2 =0
n—+oo by, n—+oon —+ 2
Allora per il teorema del rapporto:
nw 20
im ——— =0
n—+oo (n + 1)!
. J
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3.7 Discussione al variare di un parametro

Calcolare, al variare del parametro o € R, il limite di successione

530m

lim ———
n—+oo 23n+1

Soluzione

Abbiamo
5a 3n
(7)

pian 152\ 1 5\ "
nEI—&I-loo 23n+1 - ngl—}-loo 5 (7) - 5 nEI—Ir—loo <7) ="

A questo punto, € possibile studiare tre casi:

53om

1
23n+1 — 9

quindi

e (Caso 1

5a
5 > 1 a>log?2

allora ¢ = +o0;
e Caso 2

a

0<7<1<=>a<10g52

allora £ = 0;

e Caso 3

?:1@a:10g52
alloraéz%.

In definitiva:

+oo se o > logs2

53an .
nll)rfoo 21 = ) 2 se o = logs 2
0 se a < logs 2
. J
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Calcolare, al variare del parametro a € R, il limite di successione

lim (e~ +1)log <1 + 1>
en

n—-+0o

Soluzione

Abbiamo

1 e 1
_ 2—a)n _ 2—a)n

in quanto

1\« 1\«

<1+e_"> —e e log<1-|—e—n> —1

Quindi

: : (2—a) 1

lim a, = lim (e +1)—

n——+o00 n——+o00 en

D’altronde

) +o0o sel—a>0
()=l pem 531 sel-a=0
0 sel—a<0

Riassumendo, otteniamo

1 +oo sea <1

. (2—a)n i _
ngrfoo(e + 1) log <1 + e”) 1 sea=1
0 se a>1

3.8 Esercizi a risposta multipla

Esercizio 3.33

Sia
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(d) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

-~
.

Soluzione

Posto
\/§ +n
e—2n

7 \/§+n "
lan" = [ X220 S0
2n —e

in quanto |a,| — 1/2. Da |a,|" — 0 segue (a,)™ — 0. La risposta corretta ¢ (a).

Ay =

abbiamo a, <0 pern > 2e

.

Esercizio 3.34

|\

Sia .
143
lim (—1)"n® ( + n) =/
n—-+o0 2—n
(a) ¢ non esiste se & > 0
(b) ¢ = +o0 per ogni o € R
(¢c) =0sea<0
(d) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

Poniamo L1 3n\" L4 3n\"
+ on +3n

= ——1 [ =
0 ( )(2—n> (n—2>

Abbiamo a, — +o0 in quanto (1 4+ 3n)/(n —2) — 3. Confrontiamo a,, con 3™:

n
3n=67 3,—6

[ 1+3n\" 1 ! 7/3
@:(m) = (1+T7_6> — e/
da cui
a, ~ 3"e’/3,
Ne segue

1 n
lim (—1)"n0‘< +3n> = lim €”/3n*3" = +0

2—n n——+00
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anche quando a < 0 perché 3™ ¢ un infinito di ordine superiore ad ogni potenza di n. La
risposta corretta & (b).

Esercizio 3.35

. an +2\"
lim =/
n—+oo \ en + a

-~
(.

Soluzione

Posto
an + 2
(T =
en+a
abbiamo a,, — a/e quindi
+00, a>e
(an)" —
0, O<a<e
dunque le risposte (b) e (c) non sono corrette. Nel caso a = e abbiamo una forma
indeterminata 1°°:
0 enteq G0
en + 2 1 -
< a ) = (14‘%) —)6_1+%.
en ‘I‘ e 5_e
La risposta corretta ¢ (a).

.

.
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Capitolo 4

Esercizi aggiuntivi

Esercizio 4.1

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

. 27" 4+ 3n3
lim

n—+oo logfn + 2 — nd

Esercizio 4.2

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

. logn+3n3logn
lim
n—-+oo 1/n 4 pnb

Esercizio 4.3

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

. n? + log®n
lim ————
n—+oon logn + 1
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Esercizio 4.4

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

Esercizio 4.5

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

2n
. n
lim
n—+00 (n + 1)

Esercizio 4.6

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

‘ <n+2)n2
lim
n—+oo \ n + 1

Esercizio 4.7

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

3 —-n
lim <1 + —)
n—-+oo n
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Esercizio 4.8

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

2 n
lim (1 — —)
n—-+oo n

Esercizio 4.9

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

. n+log(n?) —2n
lim
n—=+oo  (logn)? + n?

Esercizio 4.10

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

_ 8+ 2n —nt/3
lim
ns4oo n~1/3 4+ 3n —nd/3

Esercizio 4.11

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

lim n( n2+3—n>

n—-+00
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Esercizio 4.12

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

2 1 3 1 2
iy "t log(57°%) + (logn)

n—+oo 2 (logn)? +n logn

Esercizio 4.13

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

Esercizio 4.14

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

lim (\/n4+1—n\/n2+1>

n—+oo

Esercizio 4.15

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

. n?P43n42
lim ——
n—+o0 227 + (logn)3
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Esercizio 4.16

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

2

n) - sin(n?)

lim — (sin
n—+oo N

Esercizio 4.17

Calcolare, se esiste, il limite della successione giustificando i passaggi svolti:

lim cos(mn)

n—+00 m™n

.
+ log (sm —)
n

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 40


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Parte 11

Limiti d1 funzioni e continuita
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Limiti di funzioni reali di variabile reale

Abbiamo il seguente limite notevole:

n(x)
<1+i> —e“ per n(z) = +oo, a€R,a#0
n(z)

( N\
Abbiamo i seguenti principali 5 limiti notevoli:

sine(z)
@) —1 per e(z) — 0
1= cosefw) _sz(zsxj($) — % per e(z) — 0

@) —1 per e(z) — 0
elx) _ 1
c @) —1 per e(z) — 0
1+ ‘-1
( 2(2)) -« pere(z) -0, a€R a#0
(& J
s 2
Abbiamo anche i seguenti limiti notevoli delle funzioni iperboliche :
inh
sinhe(z) —1 per g(z) — 0
e(x)
h —1 1
€8 ;E?) =5 per e(z) — 0
. J
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s N
Abbiamo per il teorema della gerarchia degli infiniti:

P (x) [log, e(z)]" — 0 per e(z) = 0%, «,>0, a>1

4 1\
Dai 5 principali limiti notevoli seguono le equivalenze asintotiche:

sine(x) ~ e(x) per &(x) — 0
| — e % €2(z) per &(z) — 0
@ — 1 ~e(x) per e(z) = 0
log (1 + &(x)) ~ e(x) per £(x) = 0
| (1+e(@)*—1~ace() per £(z) — 0 )

Dai 5 principali limiti notevoli seguono gli sviluppi asintotici:

sine(x) = (@) + o(e(x)) per £(z) = 0
) = 1 — % e2(2) + o(%()) pr ) =5 0
log (1 + £(2)) = £(a) + o(<(@)) per &(z) -+ 0
) — 1+ e(z) + ofc()) per &(z) -+ 0
\ (1+¢e(2)" =1+ ae(z)+o(e(z)) per (z) — 0 )

Dai limiti notevoli seguono anche le equivalenze asintotiche:
sinhe(z) ~ e(x) per e(z) — 0

1
coshe(z) — 1~ 3 () per e(x) = 0

Per le funzioni iperboliche abbiamo gli sviluppi asintotici:

sinhe(z) = e(z) + o(e(z)) per e(x) — 0

coshe(z) =1+ % e%(z) + o(e*(2)) per e(x) — 0
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Analisi Matematica 1

s N
Operazioni tra "o piccoli":

o(1) indica un generico infinitesimo;

2L =o(e"™)  (n2m);
o(z") £ o(x™) = o(zM) dove M = min {m,n}.
. J

Da e® =14z + o(z), x — 0, dedurre che

sinh(z) =z + o(x), = — 0.

Per 2z — 0, abbiamo e™* = 1 — = + o(x) quindi

et —e *

sinhx = — = %((1 +z+o(z)) — (1 —a;+o(:c))) =z + o(x).

Utilizzando cosh? x — 1 = sinh? z e Vesercizio precedente provare che

. coshz — 1 B 1
xl—r% .732 a 2
e dedurne )
coshz =1+ 5:1:2 + o(x?), = — 0.

Dall’esercizio precedente abbiamo sinh? 2 ~ x2 per  — 0 e inoltre cosh0 = 1 quindi
. coshz—1 coshx+1 . cosh’z—1 1
lim . =lm —— lim —— =
2—0 x? coshz+1 2-0 72 z—0 coshx + 1
N———
R
1 . sinh?z 1 . 2 1
=—-1 == lim —- ==
2 250 22 2 10 x2

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

44

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Inoltre

che significa

1
coshz —1— 5.’,62 = o(z?),

1
coshz =1+ §:L"2 +o(z?), = —0.

~
.

Precisare ’equivalenza
log(2? +1) ~ 2logx, x — +00

dimostrando che

1 1
log(x? + 1) :2loga:+ﬁ+o (332> , T — +00.

-
A

Soluzione

1 1
log(z% 4 1) = log (x2 <1 + —2>> = log 22 + log (1 + —2> )
% @

Ora
1/z> — 0 per x — +oo
e
log(l14+y) =y +o(y) per y— 0,
quindi

1 1
log(x? + 1) :2logm+P—|—0 (P) , T — +00.

-
-

Esercizio 1.4

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

lim logz —

T—+00

lim logz — vz = lim —x = —o0.
T—r—+00 T——400
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Analisi Matematica 1

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

lim 2% — 22
r——+00

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

log(x? + 1)

lim
T—+00 2T

Usiamo ’equivalenza log(2? + 1) ~ 2log x per x — +00:

log(z? + 1

z—+00 DT z—+oo 2%

21
8T _

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

Soluzione

Usiamo il limite notevole
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Esercizio 1.8

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

lim z'°8®
z—0*

Soluzione

Abbiamo

log =
l,logz — elogz _ eloga: logas,

quindi

——00 ——o00
~ =

log logz logz _ ,+o0 _ ey

lim z = lim e
z—0t z—0t
Inoltre, la base x tende a 0, I’esponente log z tende a —oco quindi il limite non é in forma

indeterminata:

lim 7'°%8% = (0~ = 400
z—0t

Esercizio 1.9

Sia
zgriloo:c (log(z +2) —logx) = L.
(a) L=2
(b) L non esiste
(¢c) L=1
(d) Nessuna delle altre risposte ¢ corretta.

. . 2 . 2
xll)rfoox (log(z +2) —logx) = xll)r}_looxlog <1 4 5) = xll)r}rlooa: = 2.

La risposta corretta ¢ (a).

Esercizio 1.10

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun
termine:
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et =1
lim —
z—0 sinx

Esercizio 1.11

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun
termine:

. 1—-cosx
lim ——
z—0 smn“x

-
.

Soluzione

Abbiamo N | ]
lim — 2% _ 3 quindi 1 — coszx ~ 3 z?

er x — 0.
x—0 .’1,‘2 P

Inoltre abbiamo

sinz ~z per =0 quindi (sinz)?~z? per = — 0.

Abbiamo allora:

~
.

Esercizio 1.12

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun
termine:

lim —
z—0 sin 4x

Vs
&

sin 3x I 3z

i 3
im — = lim — = -
z—0sindr =04z 4
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Esercizio 1.13

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun
termine:

1— 2x\2
i L= €7)°

z—01 — cos bx

(1 —e?*)2 . (—2z)2 8

lim =% ) _ &
250 1 —cosba  am0 L(5z)2 25

Esercizio 1.14

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun
termine:

Calcolare
sin(z log 7)

Analizziamo I’esponente utilizzando I'equivalenza sin(z log 7) ~ xlog 7 per x — 0:

lim ﬁ sin(zlog 7) = lim ﬁ ~xlogT = /mlog7.
z—0 I z—0 X

Il limite dato vale

lim 225 sin(@los) — (. eV/FlosT — . 7V =
z—0
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Calcolare

. 1
lim ( - + log x)
r—0+ \ sinx

Soluzione

Utilizzando

lim sinzlogz = lim zlogz =0,
z—0t+ z—0t

abbiamo
1+sinzlogz

. 1 :
lim - +logz | = lim ———X—— =+
z—0t \ sinx z—07+ sin
in quanto il numeratore 1+ sin z log x tende a 1 mentre il denominatore sin z & una funzione
positiva che tende a 0.

In maniera equivalente, sempre da

. logx . . .
lim % = lim sinxlogz = lim zlogx = 0,
z—0F sinx z—0* e

abbiamo che 1/sinz ¢ infinito di ordine superiore rispetto a log z per x — 01, quindi

) 1 . 1
lim - +logx | = lim — = +4o00.
r—0tT \ SInx z—01+ SIN T

Dimostriamo anche che

lim z logz =0
z—07F

Facciamo un cambio di variabile z = % quindi

0

: .1 . —logy
lim z logz = lim — log— = lim =
r—0t Yy——+00 Yy Yy Yy——+00 Yy

Calcolare

3 6

—sinx

(1 —cosz)

lim

26

1 .
1 —cosx ~ 5332, sinx ~x, x— 0,
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abbiamo ( 3 . ( 3 .
. 1—cosx)®°—sinz . l1—coszx . sin &
lim,_.q - = lim;_.o — o — lim,_.q =
1,.6
. 3T . 28 1 7
= lim,_.g TSI — limg_.o =35 1= —r0

In maniera equivalente, usando il calcolo dei simboli di Landau, da

1
cosx =1— 5:1:2 + o(x?), sinz = x +o(z), = — 0,

abbiamo L e .
. 1—cos )3 —sin 2 . 520 —x°+o(z°)
limg 0 % =limg 0 &% =
7,..6 6 7.6
. —<£z%40(2®) . — 2T 7
8~ "/ - 1L
lim, g 5 = limy 0 35— = —5.
. J

Esercizio 1.18

Calcolare 6

8(1 — cosz)? — sinz

lim G
x—0 xT

Soluzione

Da
1 2 .
1—cosm~§3:,sm:c~m, z — 0,
abbiamo 5 . 5
q 8(1—cosx)?—sinz o 8(1—cosx q sin 2%
lim, 0 % = lim, 0 Bl-cosz)” 26 L limg 0 26

9 6 . 6
= lim; 0 75 — limgz 0 55 =1 —1=0.

In maniera equivalente, usando il calcolo dei simboli di Landau, da

1 .
cosr=1-— 51‘2 + o(z?), sinz =z + o(z), = — 0,
abbiamo s . 6 o .
. 8(1—cosx)®—sinz . z°—z°+o(x
lim, o 3¢ x) = lim; 4o — (2 —
6
. olx
limg 0 (16) =0

in quanto il numeratore o(x%), per definizione stessa del simbolo di Landau, ¢ infinitesimo

di ordine superiore al denominatore 9.

( A
Abbiamo gli sviluppi asintotici per x — 0:
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sinz =z +o(z), cosz =1— 322 +o(z?), e =1+ 2z + o(z),

sinhz =z + o(z), coshz =1+ 122 + o(2?).

Esercizio 1.19

Calcolare 1 seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

. (sinz)? 4+
lim
a—0 23 —sinz

(sinz)?+x

(zto(@)+z _
3 —sinz

limg o x3—z+o(x)

= limg 0

2 +o(x?)+x

_ z+o(x)
x3—z+0(x)

= limg o

Esercizio 1.20

Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

. |1 —cosx + sin x|

|l—cosz+sinz| . |222+o(x?)+a+o(z)|
e=—1Z lim 0 @to(x))?

x g 1
| 2' = lim,_ .o To] = ~+00.

lim 0 ol

Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

sin 2z — sin? x

et —1
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2z4-o(x)—(z+o(x))?
z+o(x)

sin 2z—sin? z
er—1

liInx—>0 = hm:c—)O

2z+o(z)—z?+o(x?) _
z+o(x) -

2z+o(x)
z+o(x)

= lim, 0 lim, 0 = limg 0 2 = 2.

Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

3

sin® x — sin4x

m-——
z—=0coshz — 1+

(:v+10(17))3 —dzto(z) _
2 +o(x?)+x

sin® z—sin 4z
coshz—1+4z

hmx—)O = hmac—>0

3 4o(x?)—4x+o(x)
z+o(x)

—4z+o(x)
z+o(x)

= lim, 0 =% = —4.

= limg o = limz o

Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

sin z — sin 22

I
250 sinh(2x) — sinh(2x)?

. sin z—sin 2 _ 1 zto(z)—z’to(z?) _
lims—0 Goh(2e)—sinh(Z2)? = 1Ma—0 551 o(z)—@ato(@))? —

T z+o(x) T zto(xz) _ 1 x 1
= limg0 2z+o(x)—4x2+o(x2) — limg 0 2z+o(x) — limz 0 2¢ — 2°

Esercizio 1.24

Calcolare

. log(14+ vz —1)
lim

z—1+ 2 —1
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Soluzione

Abbiamo

lim log(1+vo—1) I log(1+vz—1) 1 ! log(1+ vz — 1)

= lim = — lim
z—1+ x?—1 a1t o —1yx+1 V2 21+ vao—1
Ponendo y = v/x — 1 il limite diventa

1 log(l+y) 1

— lim —=>— " o

V2 y—=0t y V2

per il limite notevole
1
i 081 +9)
y—0 Yy

=1.

Ve
1\

Esercizio 1.25

Calcolare

lim 5
T—+o00 \ % — dx

(.’132 + 3.’13) (z+log x)

Vs
.

Soluzione

Abbiamo
22+ 3z (z+log ) z+3 (z+log x) 8 (z+log )
lim ( 5 > = lim ( ) = lim <1+ )
z—+oo \ T2 — O z—=+00 \ T — O z—+o00 r—95
(z+log x)
Usando 1l limite notevole .
1
lim <1 + —) =e
r—too x
otteniamo
o 8(z+log x)
. 22 + 33\ @ Hlos®) . 1) ¢ o 3
lim & = lim 1+ — =e
z—+oo \ % — Bx T—>+00 IT
in quanto
8(x + log x) 8T  zotoo
~ > 8.
T —5 r—>5
N J
Esercizio 1.26
Calcolare
lim = — ¢ (m* =€)
0 cos(z) — 1
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Abbiamo
X X
ey e (1= (97 e(1-(2))
—0 cos(x) —1  2—0 cos(x) —1 z—0  cos(z) —1
Poiché onz B
- (2 —eva ()
T s
e anche
cos(z) — 1 ~ —=z?
otteniamo ) .
T _ LT — 1 £
limx(w <) = lim 7” ’ ;)g (”) = 2log (—)
z—0 COS(JT) —1 z—0 — 12
(. J
Esercizio 1.27
Calcolare
i S0 (In(1—x))
i
xz—0 1-—-27

Soluzione

Il limite ¢ di fatto immediato se si osserva che, per x — 0,
In(l—z)~—2x

e anche
1—-2% ~ —zlog?2

ottenendo dunque
lim sin (In (1 — z)) — lim sin(—z) _ 1
z—0 1—22 z—0 —xlog2 log2

in quanto

sin(—z) ~ —z

s
1\

Esercizio 1.28

Calcolare 4
i ©Sin (m — 2arctan(z))

z—-+00 2+ 3

-~
.

Soluzione

Ricordando che

e che quindi
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si puo subito sfruttare la stima asintotica

sin?(m — 2arctan(z)) ~ (7 — 2arctan(z))?

cosl come
zt 9
—— ~ I
22 +3
e dire che
z*sin?(m — 2 arctan(z)) z*(m — 2arctan(x))?
lim = lim
T—>+00 2+ 3 z—+00 243
= lim z%(m — 2arctan(z))?

T—+00

che ¢ ancora una forma indeterminata del tipo [0-+o0c]. Tuttavia, con il cambio di variabile
y =7 — 2arctan(x) e osservando che

si ottiene

. 2/ 2 _ 2 12 y>
xgrfoox (m — 2arctan(z)) —?}I_I;((l)y cot (2

2
s Y 2 (y) .
=lim ———cos“ (= | = 4.
y—0 sin? (%) 2

Va

J

Esercizio 1.29

Calcolare

. log (%) —logx
lim —————=—
z—1 1 —cos(xz — 1)

-
.

Soluzione

Ricordando che

a:logx)

log (%) — log z = log(e —logz =zlogx —logz = (x — 1) log z

si ha subito che
I log (*) —logz .. (x—1)logz
im—————— = —_
e—1 1 —cos(x —1) 2—11—cos(z—1)
Ponendo, per maggior chiarezza nell’uso delle stime asintotiche, x — 1 = ¢, otteniamo per
sostituzione
(x—1)logx . tlog (1 +t)

im —— =1lim——~ =2
a—11—cos(zx—1) =0 1—cost

in quanto
tlog(1+1t) ¢
1 —cost 312

Vs
.
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Esercizio 1.30

Calcolare

Soluzione

Osserviamo da subito come il limite si presenti nella forma indeterminata del tipo [+oo - 0],
in quanto
3x + 1’2 T——+00
1+ + 2
Al fine di sciogliere l'indeterminazione, possiamo pensare di aggiungere e sottrarre 1
all’interno dell’argomento del logaritmo:

3z + 2 3z + z2
log | ———— ) =log 14+ ——— —1
Og(1+m+x2> Og(+1+x+:v2 )

A questo punto, poiché

1

317‘1‘1’2 1 T—+00 0
1+ x+ 22

possiamo sfruttare la ben nota stima asintotica del logaritmo, valida per un certo e(x) — 0,
ottenendo

3z + z2 1> 3z + 22 2 — 1

og(1+-227% 9~ 1=
Og( izt 1+z+4 22 1+z+2?

Il limite si riduce a

. 2z —1
lim z| —— | =
z—=+oo  \ 142+ 22

Calcolare

Soluzione

Raccogliendo eV #~1 i ottiene
lim eV**~! (e‘/x2+z_‘/z2_1 — 1)
T—r+00 ’

Esaminiamo la forma indeterminata v22 + z — V22 — 1 per z — +o0:

: 2 _ 2 _ 1. Valterva?-1 _ y; 2?2 fr—a?41
hmx—H—oo \/55 +z \/3j 1 Viitatai—1 hmx—H—oo Vit otz —1

z+1

S )

N[
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Il limite dato vale quindi

lim eV®1 (e‘/$2+x_‘/a’2_1 - 1) = (Ve—1) lim eV**"! = 4.

T—>+00 Tr—r—+00

In maniera equivalente, da 1/x — 0 per z — 400 e da

V1i+ty=1+(1/2)y+ o(y)

per y — 0, abbiamo

[ 1 1 1 1
V2+z=x\/1+=—=z(1+—=+40(=] )=+ =+0(1), z— +o0,
T 2x x 2

dove o(1) indica un generico infinitesimo, e

\/—1_95\/1—7—_95(1——+o(;2)>:m—%+o(i), T — +00.

Il limite dato vale quindi

(em _ em) (e+1/2+0) _ go=1/(a)+o(1/2)) —

limg s o = limg 4o

limy s 4o €7 (61/2+0(1) — 6—1/(21)4-0(1/1)) = (ye — 1) limy—s 400 €% = +00.

( N\

Abbiamo che 1/x — 0 per © — 400 e abbiamo gli sviluppi asintotici per y — 0

1
siny =y +o(y), cosy=1— 53" +0(y°), & =1+y+o(y), log(1+y) =y +o(y).

Calcolare il seguente limite

1+ x*sin(1/z*)
z—+o0 x2(1 — cos(1/x2))

lim

Soluzione

Abbiamo dallo sviluppo asintotico:

1 L1 2+ 1\2 11 N 1 L
COS | —= = — = — (0] — = — = — o\ — er I 0.
2 2 \ z2 x2 2 x4 x4 P

Sviluppando asintoticamente il rapporto abbiamo:
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e per il numeratore
4. (1 a1 1
l+asin| — ) =1+2" (5 +o|—5))=1+1+0(1) per z — +oo;
x x x

e per il denominatore

1+ zsin (3 2 1
hm (I_f) = hm 11 + 0( )1 — +OO
oo g2 [1 —cos (z)]  =oFo0 3 5 0 (5z)
dove, come sempre, o(1) indica un generico infinitesimo.
g J

Calcolare il seguente limite

Soluzione

2( —1/z%_ of 1 1
e e e ) ) B )

Esercizio 1.34

Calcolare

Usiamo lo sviluppo
Y+ o(z?) per £ —0
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e I'equivalenza
cosz — 1~ —2%/2 per x — 0.

Quindi abbiamo

et g4 q 1—z*4o(z*)—z*—1

lim 0 22(cosz—1) lim 0 22 (_ =2 ) =
2
9 —2z4+o(zt a _oxd
= limg o —Z2E9E) = lim, 0 =22 = 4.
= =57
- J

Calcolare

. : 1
lim (2sin? )2
z—7 /4

Soluzione

Utilizzando cos2z = 1 — 2sin?z e ponendo y = 1 — 2sin®z, si osserva che y — 0 per
x — /4 ed il limite dato vale
1 log(1—y) 1
lim (1 — =li —el==C
yl—%( v ylg%e ’ ¢ e
in forza anche del limite notevole
log(1 —
lim 08—y _
y—0 Yy
\ J

Esercizio 1.36

Calcolare

1
(1 + x5)x251n2x — 1
a—0+  2log(l 4 x3)

lim

Soluzione

Scriviamo il numeratore nella forma

10g(1+z5)
[ z2sin 2z —

ed analizziamo l’esponente. Per x — 0 si ha

log(1 + z°) 2P
x2 sin 2z 22z 2
Da questo e da ¥ — 1 ~ y per y — 0, segue
o 25 5 2
elm%(slij:Qm) — 1 ~ M ~ x—
z2 sin 2z 2
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Il limite dato vale

. (]_ +aj5)zzsi1n2z — ]_ . % ]_ . 1
lim = = im
a—0+t  2log(1+ 23) a—0+ 223 4dg0+ T

Calcolare

Soluzione

Scritto il numeratore nella forma
1 — e log

9
I'esponente xlogx tende a zero per x — 0. Poiché 1 — e¥ ~ —y per y — 0, ne segue
1—e"l8% ~ _glogz, = —0F.

Il limite dato vale

Esercizio 1.38

Calcolare

Soluzione

Abbiamo

B 3
sin(e” —1)~e” —1~a3 z— 0"

1
\/1+x3—1~§x3, z — 0T,

Il limite dato vale

3
sin(e”™ — 1) z3
lim o =~ _ i;m = =2
3”%\/14-3:3—1 250 sa3
- J
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Esercizio 1.39

Calcolare

al variare del parametro o > 0.

Soluzione

Abbiamo

0, a<l1
. zlogx
lim =

z—0+ x¢

—o00, a=1

quindi, per x — 0T, I'infinitesimo xlog x ¢ di ordine inferiore rispetto ad x (z = o(x log))
ma di ordine superiore ad z® se < 1 (zlogz = o(z®), a < 1).
Dunque, dallo sviluppo

e/ =14+y+o(y), y—0,
segue
xm_em+xa:emlogz_6x+xa:
1+ zlogx +o(zlogz) — 1 — 2+ o(x) + 2% =

zlogx + o(xlog x), a>1

z“ + o(z®), 0<a<l
Il limite dato vale

zlog x

lim,_,o+ = lim,_,o+ /zlogz =0, a>1

=0 12<a<1

limw—>0+

8
)
|
@
)
+
8
Q
Si%

lim, o+ Y= =1, a=1/2

SIS

limx_>0+

= 400, 0<a<l1/2

8
Sl%
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