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Capitolo 1

Massimi, minimi, estremi superiori e inferiori

Esercizio 1.1

Determinare se ’insieme

A=100,vV2]NQ

ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo inferiore e, in caso affermativo,

determinare tali elementi.
. J/

Il minimo di A ¢ 0. A non ammette massimo, il suo estremo superiore & v/2.

Determinare se 'insieme

A=[V2,V/3nQ

ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo inferiore e, in caso affermativo,
determinare tali elementi.

- J

A non ammette né minimo né massimo. L’estremo inferiore vale /2, estremo superiore

vale v/3.

Determinare se 'insieme

A=[0,V2]Nn(R-Q)

ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo inferiore e, in caso affermativo,
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Analisi Matematica 1

{ determinare tali elementi. J

A non ammette minimo, I’estremo inferiore vale 0. Il massimo di A vale v/2.

Esercizio 1.4

In ciascuno dei seguenti casi dire se I'insieme

A= (—00,V2]NQ

ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo inferiore e, in caso affermativo,
determinare tali elementi.

A J

A non ¢ inferiormente limitato quindi non ha estremo inferiore in R. A non ammette
massimo, I’estremo superiore vale v/2.

Dire se il seguente insieme A C R ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo

inferiore e se & limitato: 5 )
A:{ ntl. neN\{O}}
n

Da (2n+1)/n = 2 + (1/n) abbiamo che il massimo di A si ottiene per n =1 e vale 3. A
non ammette minimo, 1’estremo inferiore vale 2. In particolare A & limitato.

Dire se il seguente insieme A C R ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo
inferiore e se é limitato:

A:{”;l; neN\{O}}

Da (n—1)/n=1- (1/n) abbiamo che il minimo di A si ottiene per n = 1 e vale 0. A non
ammette massimo, I’estremo superiore vale 1. In particolare A é limitato.
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Dire se il seguente insieme A C R ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo

inferiore e se ¢ limitato: )
3n®+1
A:{ 2 :nEN\{O}}

Da (3n%+1)/n? = 3+ (1/n?) abbiamo che il massimo di A si ottiene per n = 1 e vale 4. A
non ammette minimo, 1’estremo inferiore vale 3. In particolare A ¢é limitato.

Esercizio 1.8

Dire se il seguente insieme A C R ammette massimo, minimo, estremo superiore, estremo
inferiore e se & limitato:

A:{n21+1: neN\{O}}

Il valore massimo di A si ottiene per n = 1 e vale 1/2. A non ammette minimo, l’estremo
inferiore vale 0. In particolare A € limitato.

Sia 5 .
A= w =< x<2p.
z+1 2
Scegliere le affermazioni corrette tra le seguenti:
(a) supA¢ A (b) infA=minA =2
(¢) maxA =3 (d) nessuna delle altre risposte corretta

Soluzione

A ¢ I'insieme dei valori di |f(x)| nell'intervallo (—1/2,2] con f(z) = f—_ﬁ Da

3x 3

t+1 ° z+1

abbiamo che la funzione f ¢ strettamente crescente nell’intervallo indicato (—1/2, 2], nega-
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tiva su (—1/2,0), nulla per x = 0, positiva su (0, 2]. Ne segue che

@l =25

31"

¢ strettamente decrescente in (—1/2,0], dove assume tutti i valori in [0, 3), strettamente
crescente su [0, 2] dove assume tutti i valori in [0,2]. Il valore minimo ¢ quindi assunto per
x = 0 e vale 0. L’estremo superiore vale 3, non c’é valore massimo. La risposta corretta é

la (a).

O |

2k -
>
1 - —
0
| | | | |

-1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
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Esercizio 1.10

Per I =[1/3,400) si consideri la funzione
20 — 1
. .

Determinare, tra i seguenti intervalli, 'insieme J = f(I) dei valori assunti da f.

f:I—R, f(x):exp<

(a) [e,e?) (b) (7] () [1,¢%)

(d) (e,+0o0) (e) (0,e?) (f) un altro intervallo

-~
(.

Soluzione

La funzione f ha lo stesso andamento di monotonia di
20 — 1
o)l = |
con ; ] ]
7 —
g(x) = =2——
53 i
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Soluzione

La funzione g ¢ strettamente crescente nell'intervallo I = [1/3, 400), negativa su [1/3,1/2),
nulla per x = 1/2, positiva su (1/2,+00). Ne segue che |g(x)| & strettamente decrescente
in [1/3,1/2], dove assume tutti i valori in [0, 1], strettamente crescente su [1/2, 4+00) dove
assume tutti i valori in [0,2). L’insieme dei valori |g|(I) ¢ [0,2), quindi per f(z) = el9@)l s
ha

D = [1,6).

La risposta corretta é (c).
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0 11
3 2
\ o
Possiamo precisare dicendo che f ¢ strettamente decrescente in [1/3,1/2], dove assume tutti
i valori in [1, e], strettamente crescente su [1/2, +00) dove assume tutti i valori in [1, e2).
-

Esercizio 1.11

Sia A=A UA_ con

2 2
A+:{x+:x>0}, A_:{x+:x<0}.
x x

Scegliere le affermazioni corrette tra le seguenti:

(a) sup A = +o0 (b) inf Ay =2V2

(¢) A4 non ha minimo

(d) A_ non ha massimo

r

(e) nessuna delle altre risposte corretta

In maniera evidente A4 non ¢ superiormente limitato quindi la affermazione (a) ¢ corretta
(e laffermazione (e) & errata). Per x # 0, consideriamo 1'equazione

2
.'I:+—=y7
X

2 —yzx+2=0.
Ci sono soluzioni z € R se e solo se y € (—00,—2v/2] U [2v/2,4+00). Inoltre per ogni

y € (—o0, —2+/2] le soluzioni x sono negative mentre per ogni y € [2v/2, +-00) le soluzioni z
sono positive. Questo significa

Ay = [2V2,400), A_ = (—o0, —2V2].
Dunque (b) ¢é vera, (c) falsa, (d) falsa.
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Capitolo 2

Equazioni e disequazioni di variabile reale

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

x? — 2

— >0
22 —4x +3

Il numeratore 22 — 2z ¢ positivo per z < 0 oppure per > 2, nullo per z = 0, x = 2,
negativo per 0 < z < 2. Il denominatore x? — 4z + 3 ¢ positivo per < 1 oppure per x > 3,
negativo per 1 < x < 3. Il quoziente ¢ definito ed ha il segno positivo richiesto per

x € (—00,0)U(1,2) U (3, 4+00).

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale a:

log(z — 1)* — log(z — 2) > 0

Soluzione

La funzione f(z) = log(x — 1)? —log(z — 2) ¢ definita per x > 2 in quanto per tali z, e solo
per tali, risulta 2 —2 > 0, (z — 1)? > 0. Nel suo dominio, si ha, come richiesto, f(x) > 0 se
e solo se

log(z — 1) > log(z — 2), z>2

quindi se e solo se
(x—12>z-2

T > 2

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Otteniamo
22 -3x4+3>0
x> 2
che equivale a
x> 2

in quanto 2 — 3z + 3 > 0 & soddisfatta per ogni . In tutto il proprio dominio (2, +o0) la

funzione f(z) assume valori positivi.
. J

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

Soluzione

Per ogni x € R

10
4 =4z -
e’ +e 3
equivale a
3¢ — 10" +3 < 0
quindi a
1
- <e’<3.
3 <e

Ne segue che la disequazione é risolta da

—log3 <z < log3.

Esercizio 2.4

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

8I+1 > 212

Soluzione

Per ogni x € R

81‘+1 > 212
equivale a
quindi a

3z +3 > 22
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dal momento che 2% & una funzione strettamente crescente in R. Ne segue che la disequazione

¢é risolta da
3—+21 3+ v21
5 STST5

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

log(1 —sinz) >0

Soluzione

La funzione f(x) = log(1l —sinx) ¢ definita per sinz < 1 quindi per
T
x#§+2kﬂ', keZ.
Per tali x si ha f(x) > 0 se e solo se
1—sinz >1

quindi per
sinx < 0.

La disequazione data é risolta per
T+ 2kn <x<2m+4+2kw, keZ
cioé per

W & U [T + 2km, 27 + 2km].
kEZ

Esercizio 2.6

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale a:

lz[v/1 — 222 > 22% — 1

Soluzione

V1 — 222 ¢ definita per 1 — 222 > 0. Quando 1 — 222 = 0 la disequazione non ¢ soddisfatta
in quanto si riduce a 0 > 0. Quando 1 — 22 > 0 la disequazione ¢ soddisfatta in quanto il
primo membro |z|v/1 — 222 ¢ il prodotto di due numeri positivi mentre il secondo membro
222 — 1 = —(1 — 22?%) & negativo. Dunque la disequazione & risolta per

\/T< <\/T
—/ =<z —.
2 2
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Risolvere la seguente equazione di variabile reale z:

2 2

sin“ z = 2 cos x—§

Soluzione

L’equazione

sinz = 2cos® z — 3

equivale a
2sin?z = 4(1 —sin?z) — 1

6sin?x =3
sinx = :I:\/g.
Le soluzioni sono date da
T + s keZ
=+ — .
4 27
(. J

Esercizio 2.8
Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

2

eSlIl r—sinaxT S 1

Soluzione

. in2 2—si .
Per ogni x € R, 5™ *75"% < 1 equivale a
sinx — sinz <0
quindi a
0<sinzx <1.

Le soluzioni sono date da
2k <x <m+2km, keZ

cioé da
T € U [2km, 7 + 2km].
keZ
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Esercizio 2.9

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

2 |2® — 2| > |z

Soluzione

La disequazione 2 |a:2 = x‘ > |z| non é soddisfatta per = 0. Per xz # 0, dividendo per il
termine positivo |z|, equivale a
2z =1 >1

quindi a
|z — 1] > 1/2.

Le soluzioni sono date da
(x—1<-1/2, 2#0)V(z—1>1/2),

(x<1/2, x#0)Vx>3/2

quindi da
x € (—00,0)U (0,1/2) U (3/2,+00).

Esercizio 2.10

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

(z+1)""1>1

Soluzione

La funzione f(z) = (z + 1) 1 & definita per z > —1. Per tali z, f(z) > 1 equivale a
e(xZ—l) log(z+1) >1
quindi a
(22 —1)log(z +1) >0, x> —1.
Dividendo per il termine positivo x + 1 si ottiene
(x —1)log(x+1) >0, x>-1.

Il fattore x — 1 & positivo per > 1, nullo per x = 1, negativo per —1 < z < 1. Il fattore
log(z + 1) ¢ positivo per z > 0, nullo per z = 0, negativo per —1 < z < 0. Per la regola dei
segni, le soluzioni sono date da

z € (—1,0) U (1, 4+00).
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Risolvere la seguente equazione di variabile reale z:

3|x274| =0

3124 = 0 non ha soluzioni in quanto 3Y > 0 per ogni y € R.

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

log, (42 — 3)

—=">1 0<a<l1
log,(2z — 1) “

Soluzione

Per le condizioni di esistenza del logaritmo e del denominatore, bisogna imporre il sistema

4r—3>0
20 —1>0

log,(2z —1) #0

che fornisce % < x < 1,2z > 1. Portando ora tutto a primo membro, determinando il minimo
comune denominatore ed utilizzando le proprieta dei logaritmi, si ricava

log,, (52=3)

log,(2z — 1)

Studiando il segno di numeratore e denominatore e tenendo presente che a < 1, per il
numeratore si ottiene

4x — 3 4x — 3 1
1Oga m >0<:2x_1<1<:>§<$<1

mentre per il denominatore si ottiene

>0

log,2x —1)>0<= 2z <1

Componendo i segni, la disequazione é verificata per % < x < 1,z > 1. Unendo a sistema
tale intervallo di soluzioni con le condizioni di esistenza precedentemente studiate, si ottiene
che la disequazione ¢ soddisfatta per ogni = appartenente all’insieme (3;1) U (1, +00).

\ J

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 14


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Risolvere la seguente disequazione di variabile reale x:

Vaz-3z+5<z+3

Soluzione

La disequazione irrazionale si presenta nella forma /A(z) < B(z), con A(z) e B(x) po-
linomi in z. Bisogna innanzitutto imporre la condizione di esistenza del radicale, cioé
2 — 32 4+ 5 > 0. Inoltre, essendo un radicale sempre positivo o nullo in R, imponiamo
x + 3 > 0. Risolviamo dunque il sistema:

22 -3z +5>0
x+3>0
2?2 — 3z +5 < (z + 3)2

dove, nell’'ultima disequazione, abbiamo potuto elevare entrambi i membri, in quanto
positivi, al quadrato. Il sistema si riduce a:

il cui intervallo di soluzioni & [—%, +00).

(& J

Esercizio 2.14

Risolvere la seguente disequazione frazionaria di variabile reale x:

:U3—3:U2+2:L‘—6> 2
2 —2x—3 z+1

Soluzione

Bisogna innanzitutto porre nella forma canonica (0 al secondo membro) la disequazione.
Le condizioni di esistenza (denominatori diversi da zero) saranno automaticamente incluse
nello studio del segno. Otteniamo

22— 322+ 22— 6 2

x2—2x—3 _:c+1>0

Scomponiamo in fattori il numeratore e il denominatore della prima frazione, ottenendo:

(:U2+2)(x—3)_ 2 -
(x=3)(z+1) =x+1

0

Potendo semplificare * — 3 ottenendo una frazione equivalente, a patto che x # 3 per
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condizione di esistenza, si ha

OvVvero

(0,3) U (3, +00).

Il numeratore é positivo Vx € R, x # 0, il denominatore é positivo per z > —1. Componendo
i segni, e tenendo conto della condizione x # 3, si ottiene l'insieme delle soluzioni (—1,0) U

22 +2 2

>0
r+1 r+1

:L‘2

>0
r+1

Autore: Fabio Furini

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

16


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Capitolo 3

Sommatorie

Dimostrare utilizzando le proprieta delle sommatorie che, per ogni intero n > 1, abbiamo:

nn+1)(2n+1)
Z’f2 5

(somma dei quadrati dei primi n numeri naturali senza lo zero).

A

g

Soluzione

Partiamo scrivendo in due modi diversi la somma: > p_,(k + 1)3

D D (k+1P2=> (K*+3k+3k+1)
k=0 k=0

3

:( K+ 3 Zn:k2+3 Zk+21> +1
k=1 k=1

3
3

n n+1 n
2) Y (k+1P=>K=> F+n+1)?
k=0 k=1 k=1

Uguagliando e cancellando la somma con k2 otteniamo:

1
321:2 3n( n+ 3nntl) 1o (nt1)?

Isolando quella con k? otteniamo:
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3Zk2:(n+1)3—3”(2+1)— 1
k=1
3n%+3
:n3+3n2+3n+17%7n71
_2n3—|—3n2—|—n
B 2
Quindi:
= 2n° + 3n? H(@2n+1
Zk2: n’+3n°+n _ n(n+1)(2n+1)
6 6
k=1
- J

Dimostrare utilizzando le proprieta delle sommatorie che, per ogni intero n > 1, abbiamo:

ik‘ﬁ _n?(n+1)2
=1 4

(somma dei cubi dei primi n numeri naturali senza lo zero). Ovvero che abbiamo:
. n?(n+1)? n(n+1)\> " ’
Dot = O < () < (o
k=1 k=1

e quindi la somma dei cubi ¢ uguale al quadrato della somma dei numeri naturali.

& J
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Soluzione

Partiamo scrivendo in due modi diversi la seguente somma: Y p_(k + 1)%.

n

n
D D (k+1)' =) (K" +4kP +6k° +4k+1)
k=0 k=0
= (Zk4+4 YK +6> kK +4 Zk+21) +1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n
=> K +4) P+nn+1)2n+)+2n(n+1)+n+1
=il =il
=> K4 B+ +5n +4n+1
k=1 k=1
n n+1 n
2) E+D*'=> E'=> K+ n+1)
k=0 k=1 k=1

Uguagliando e cancellando la somma con k?* otteniamo:

n
4> K420’ +50° +4n+ 1= (n+1)*
k=1
Isolando quella con k2 otteniamo:

n
4Zk3:n4+4n3+6n2—|—4n+1—2n3—5n2—4n—1:n4+2n3+n2
k=1

Quindi:

zn:kg_n‘l—i-Qn?’—l—nQ n? (n+1)2

4 4
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Capitolo 4

Numeri complessi

Esercizio 4.1

Porre in forma algebrica i seguenti numeri complessi z identificandone la parte reale e la
parte immaginaria. Per ciascuno, poi, trovare il modulo, il coniugato ed il reciproco.
2+ 51 241

2=

1414 C1-3i

z

Vs
.

Soluzione

:2+5i.1—i:7—|—3z’:z+i§
1+7 1—2 2 2 2
da cui /5
7 3 49 9 58 7 3
Re=g Sr=g H=y 1= 77570
Infine )
. 1z 'z 7-3 4 7 3
TSIETRET 2 B2 %
. J

Soluzione

24+4i 143 —1+7i 1+‘7
A . = = — — pR—
1—3i 1+3i 10 10 © 10
da cui
9%_1(\_7“_ 1 49 v2 _ 1 .7
T T 100 7100 2°°7 10 '10
Infine - ~
1 1z z 1L <= 70 1
A :—-::——_ 2:___1_
z zZ |z 10 5
\ J
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Esercizio 4.2

Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:

|z| < |z — 24|

Soluzione

Conviene passare alla forma z = x + 1y, =,y € R.
|z + iy < |z +i(y —2)|
|z +ayl* < |z +iy - 2)?
22 +y? <2+ (y — 2)
0< -4y +4
y<1

Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha un semipiano chiuso.
(& J

Esercizio 4.3

Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:

lz—(3+1i) <2

Soluzione

Tale disequazione é soddisfatta da quei numeri complessi z = x+ iy che, nel piano di Gauss,
sono rappresentati da quei punti P(z,y) che distano dal punto (3, 1) di una quantita minore
o uguale a 2.
Ossia, tutti e soli i punti del cerchio chiuso di centro C'(3, 1) e raggio 2 (attenzione, non é la
circonferenza, bensi il cerchio, vale a dire la parte interna unita al bordo). La circonferenza
ha equazione:

y: (z-3)2+(y-1)>% =4

mentre il cerchio chiuso ha equazione:
(z—=3)*+(y—1)" <4

Alternativamente, la disuguaglianza si puo trattare attraverso la sostituzione z = = + iy,
ottenendo
|z +iy—3—i| <2

in cui, raccogliendo I'unita immaginaria

|z —3+i(y—1)| <2
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Applicando la definizione di modulo di numero complesso, si ha

Ve =37+ (- 1P <2

Potendo elevare al quadrato ambo i membri non negativi, si ottiene in definitiva:

(=32 +(y—1)*<4

Esercizio 4.4

Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:

(1—-i)z—(1+d)z=1

Soluzione

I—i)(z+iy) — (A +i)(z—1iy) =1
r+y—iztiy—r—y—ix+iy==1
i(2y — 2x) =i

2y — 2x = 1.

Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha una retta.
. J

Esercizio 4.5

Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:

|z +Zz|+|z—2| <2

Soluzione

lz+ 2|+ |z—2| <2
2|1Rz| + 2|Sz] < 2

|lz] + [y| < 1.

Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha un quadrato chiuso di vertici £1,
=+i.

(& J

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 22


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Esercizio 4.6

Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:

I(z) -z +2* <1

Soluzione
S(z)—|z+22 <1
S(z)—4|R2)2 < 1

y <42?+1.

Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha la regione aperta al di sotto della
parabola y = 422 + 1.

.

.

Esercizio 4.7

Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:
2z <2

z4+2z2<2

-
A

|22 < 2 22 4+y? <2
2Rz < 2 <1

Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha la parte di piano comune al cerchio
chiuso di centro l'origine e raggio v/2 ed al semipiano chiuso a sinistra della retta verticale
rz = 1.

(&

(&

Esercizio 4.8

Il sistema in C
Z4+22=0

(R +[3(2) =1

(a) due soluzioni (b) tre soluzioni

(¢) quattro soluzioni (d) nessuna delle altre risposte corretta

-
A\
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Soluzione

Posto z = x 4+ 1y, ¢,y € R, si ha

(z +iy)* + (z —iy)* = 0
|| + [yl =1

z? — y? 4 2izy + 2% — % — 2izy =0

|lz| + |yl =1
5 = g 2| = |y| lz| =1/2
|lz| + |yl =1 2| + [yl =1 [yl =1/2

Si ottengono i quattro punti (144)/2, (—=1+14)/2, (1—14)/2, —(1+41)/2. La risposta corretta

e (c).

a
|\

Esercizio 4.9

Le soluzioni z = x + iy dell’equazione complessa
2P —2Z4iz=—-3+2i
soddisfano
2 2
(a) (m+—) —i—(y—i——) =1 (b) y=zz+1
2 2
© (a-5) +(1-7) =1 @ y="2z

Soluzione

(z +iy)? — (2?2 +y?) +iz —y=—3+2i
—2y2 —y+i(z + 2zy) = -3+ 2i
22 +y—3=0 y=1vy=-3/2

z+2zy =2 z=2/(1+2y)

Si ottengono i due punti (2/3) + ¢, —1 — i(3/2) che giacciono sulla retta y = (3/2)z. La
risposta corretta ¢ (d).

.

|\
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Esercizio 4.10

Trovare modulo ed argomento principale di

(a) z=—-1-1iV3 , (b) z = —4i.

Soluzione

(a) Si ha |z| = v/1 4 3 = 2. L’argomento principale Arg z & l'unico ¥ € [—7,m) tale che
cos? = Rz/|z| = —1/2, sind = Jz/|z| = _\/§/2

quindi Arg z = —27/3.

.

|\

Soluzione

(b) Si ha |z| = 4. L’argomento principale Arg z & l'unico ¢ € [—7, 7) tale che

cos¥ = Rz/|z| =0, sind = Jz/|z| = —1

quindi Arg z = —7/2.

&

(&

Esercizio 4.11

Sia

z+1—1
z+1

Determinare, individuandoli sul piano di Gauss, i numeri complessi z affinché w sia un
numero immaginario puro.

w =

-

-

Soluzione

Il numero complesso w & definito per z # —i. Inoltre

z4+1—i z—4 22+2-1+1i(-2z-1)
w = . =
z+1 z2—1 2241

Ossia, separando la parte reale di w dalla sua parte immaginaria:

24+z-1 —2z-1
+
2241 2241

Il numero complesso w ¢ immaginario puro quando R(w) = 0, vale a dire

22+z—1_

R(w) = o =0

Tale equazione fratta, sotto condizione z # ++/—1, ovvero z # +i, restituisce i numeri reali

5
g

N | =
&
ot

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 25


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

che, sul piano di Gauss, sono rappresentabili come due punti appartenenti all’asse dei reali.
In definitiva, w é immaginario puro in corrispondenza dei due valori di z trovati.

Esercizio 4.12

Sia z = /3 — 3i. Le soluzioni w con ¥(w) < 0 dell’equazione
6 _ —
w’ = |z|(z+ Z)
sono in numero di:

(a) due (b) tre

(c) nessuna (d) nessuna delle altre risposte corretta

-
A\

Soluzione

Si ha |z| = V12, z + 2 = 2/3 quindi

wb = 12.
Le radici seste complesse di un numero reale positivo sono sei, a due a due opposte e due
tra loro sono reali. Delle quattro rimanenti due hanno parte immaginaria positiva e due
parte immaginaria negativa. La risposta corretta ¢ (a). Vogliamo comunque determinarne

i valori. Posto w = r(cos? + isind), tenendo conto che |12| = 12, argl2 = 2km, k € Z,

otteniamo
rf =12 r=121/6

60 = 2km ¥ =km/3
Abbiamo quindi le sei radici
wy, = 12Y/%(cos kr/3 + isinkr/3), k=0,1,2,3,4,5,
cioé
wo = 1210, wy = 12Y/6(1/2 +iv/3/2), wy = 12Y/6(—1/2 4 iv/3/2)
w3 = —121/6 wy = 121/6(—1/2 — i7/3/2), ws = 12Y/6(1/2 — i/3/2).

Le due con parte immaginaria negativa sono wy e ws.
(& J

Esercizio 4.13

Risolvere il seguente sistema nella incognita z € C.

-~
(.
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Soluzione

6

Risolviamo prima ’equazione z° = i. Posto z = r(cos ¥ +isin ), tenendo conto che [i| = 1,
arg(i) = w/2 + 2kw, k € Z, otteniamo

rd =1 r=1
60 = 7/2 + 2km ¥ =mn/12+ kn/3.
Abbiamo quindi le sei radici
2 = cos((m + 4km)/12) + isin((w + 4km)/12), k=0,1,2,3,4,5.

Quelle che soddisfano la condizione R(z)J(z) < 0 (punti del IT o IV quadrante) sono:

2 =—V1/2+iV1/2, 5 =V1/2-iV/1/2

Esercizio 4.14

Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.

2 +8=0

Soluzione

L’equazione da risolvere é, chiaramente,
23 =8
Posto z = r(cosv + isind), tenendo conto che | — 8| = 8, arg(—8) = w + 2km, k € Z,

otteniamo
r3 =38 r=2

3V =m+ 2km ¥ =(2k+1)m/3.
Abbiamo quindi le tre radici
2, = 2cos((2k + 1)7/3) + 2isin((2k + 1)7/3), k=0,1,2,

cioé

20:1+\/§i, z1 = —2, 22:1—\/§i.

Esercizio 4.15

Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.

23 = 27
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Soluzione

Posto z = r(cos¥ + isind), tenendo conto che | — 27i| = 27, arg(—27i) = —7/2 + 2k,
k € Z, otteniamo

rd =27 r=3
39 = —7m/2 + 2k7 ¥ = (4k — 1)m /6.
Abbiamo quindi le tre radici
zr = 3cos((4k — 1)7/6) + 3isin((4k — 1)w/6), k=0,1,2,

cioé

20 =3V3/2 —3i/2, z1 = 3i, 2o = —3V/3/2 — 3i/2.

Esercizio 4.16

Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.

2+ (3+iV3)2=0

Soluzione

Abbiamo
2(z* +3+iv3) =0

quindi una soluzione & z = 0. Le altre quattro si trovano risolvendo
2= -3 —iV3.
Posto z = r(cos ¥ + i sin¥}), tenendo conto che
| —3—14iV3| =23, arg(—3 — iV/3) = —57/6 + 2km, k € Z

otteniamo

rt = 121/2 r=12/8

49 = —57/6 + 2k ¥ = —bm/24 + kn /2.
Oltre alla soluzione z = 0, abbiamo quindi le ulteriori quattro radici

2z = 121/8 cos((12k — 5)m/24) + 128 sin((12k — 5)7/24), k=0,1,2,3.

Esercizio 4.17

Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.
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.\ 3
<z—|—2.> _ g
1+

Soluzione

3:

Posto w = (2 +14)/(1 + i), risolviamo w”® = —8i. Scrivendo w = r(cos? + isin), tenendo
conto che | — 8i| = 8, arg(—8i) = —7/2 + 2k7, k € Z, otteniamo

r3 =8 r=2
30 = —m/2+2knm U= (4k — 1)m/6.
Abbiamo quindi le tre radici
wg = 2cos((4k — 1)m/6) + 2isin((4k — 1)7/6), k=0,1,2,

cioé
wo = V3 —1i, w =2i, wy=—V3—i.

Tornando alla variabile z, da z = (1 4 i)w — 1, le tre soluzioni dell’equazione data sono

20=V3+1+iV3—2i, z1=-2414, 20=1—v3—iV3—2.

Esercizio 4.18

Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.
z—i\*
( : ) N _16
i

Soluzione

4

Da i* = 1 abbiamo (2 —i)* = —16. Posto w = z — i, risolviamo w* = —16. Scrivendo
w = r(cos? + isind), tenendo conto che | — 16| = 16, arg(—16) = —7 + 2k7w, k € Z,

otteniamo
rt =16 r=2

49 = —m + 2k U =—m/4+kr/2.
Abbiamo quindi le quattro radici
wyg, = 2cos((2k — 1)7/4) + 2isin((2k — 1)7/4), k=0,1,2,3,

cioé
wo = V2 —iV2, w = V2+iV2, wy = —vV2+iV?2, w3 =—v2—iV2.

Tornando alla variabile z, da z = w + 4, le quattro soluzioni dell’equazione data sono

20=V2—iV2+4i, 21 =V24+iV2+i, 2o =—V2+iV2+i, z3=—V2—iV2+i.
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Esercizio 4.19

Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.

Soluzione

L’equazione pud essere vista come

7 =)z
Posto z = r(cos? + isind), tenendo conto che |z| = r, arg(z) = =9 + 2k, k € Z, e
ricordando che —1 = €', otteniamo
rP=r r=0,r=1
50 =m — Y+ 2knm ¥ = (2k+ 1)m/6.

A questo punto,
e per r = 0, otteniamo zg = 0;

e per r = 1, otteniamo le radici z = cos((2k + 1)7/6) + isin((2k + 1)7/6), k =
0,1,2,3,4,5.

-
-

Esercizio 4.20

L’equazione
2t =223 4422 - 2:43=0

ha z; =i per soluzione. Indicando con 23, 23, z4 le altre soluzioni, si ha:

(a) I(z1222324) =0 (b) R(z1+22+23+24)=0
(c) R((z1+22+23+2)7") =1/2 (d) nessuna delle altre risposte corretta

Soluzione

L’equazione ¢é a coefficienti reali quindi le soluzioni sono coniugate, in particolare un’altra
soluzione € zg = —i. Ne segue che il polinomio

p(z) =24 — 2284+ 422 - 2243
¢ divisibile per (2 —)(z + 1) cio¢ per 22 + 1. Eseguendo la divisione si ottiene
p(2) = (2 + 1)(22 = 22+ 3)
quindi abbiamo tra le soluzioni anche le radici di
7 —2z4+3=0

che sono z5 =1 —iv/2, z4 = 1 + iV/2.
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Riassumendo, le soluzioni dell’equazione data sono

2=, 2o=—i, z3=1—9iV2, z4 =1+ V2.

Dal momento che z; + 23 + 23 + 24 = 2 e 21292324 = 3, le risposte corrette sono (a) e (c).

. J
Siano zp, h =1,...,6 le soluzioni di
25— (8—i) —-8i=0.
Si ha:
6 6
(@) Y R(zm)=-1 (b)) Y () =-1
h=1 h=1
6
(€) > R(zp) =1 (d) > S(z) =0
h=1 h=1
6
(e) Z R(zp) =2 (f) nessuna delle altre risposte corretta
h=1

Soluzione

Conviene fattorizzare in
(3 —=8)(z2+4)=0

poi risolvere le due equazioni
22=8, 23=—i

con 'usuale metodo piu volte illustrato nelle soluzioni degli esercizi precedenti. Si ottengono

1 valori:
21=2, zg=—1+4V3, 23 =—1—14iV3,

24 =+3/2—1i/2, z5 =14, 26 = —/3/2 —i/2.

La risposta corretta ¢ (d).
. J
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