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Calcolo dei limiti con tecniche di base

Se:
ap,—¥l,eER e b,—lpeR,
abbiamo:
a, ¥, ..
ay+tb,—¥0,+¢, — —— (b, lp#0, definitivamente),
bn Eh
anb,— 0,0, a,l;” — (,/b (an, €, >0, definitivamente).
Se:
a,—¥l,eR, b,— +oco e ¢, — +oo,
abbiamo:
an+bn_>€a+(x):+(x), an_bnéeu_(x):_(x),
b, + c¢; — +too+o00=+00, —by,—C,— —00—00=—00.
Se:
an_’éaER, bn_’o e Cp— 00,
abbiamo:
a ¢ a l
an cn—Llao00=00 ((4#0), — ——=00 ((4#0), — ——==0.
7 0 Cn 00

Le quattro principali forme di indecisione sono:

sl e 2]

[+oo—o0], [0-00],

Si hanno anche altre tre forme di indecisione derivanti da [0 - oco]:

[10], 0] e [o0"].




Abbiamo:

+00 sea>1
+oo sea>0 ] ]
. . sea=
lim n*=<{1 sea=0 lim a" =
n—+o0 n—+oo 0 se |61| <1
0 sea<0

non esiste sea<-1

Esercizio 1

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

n?+2n (oo
im ——[ ]
n—+oo pn+1

(o.0]
-1
——
—0
~=
2 2
n“|l1+ —
n
n®+2n n? ,
= = lim —= lim n=+c0
n—+oo n+1 n—+oo n—+oo n—+oo
1
n|l+ —
n
0
1

Esercizio 2

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

n*+5 o0
R (-]
n—+ocop+7n—1 o0
4 5
n*+5 . n (1+n4) . nt
im —— = lim = lim —= lim —=0
n—+oon®+7n—1 n—+oo 5 7 1 n—+oo 2 n—+oo n
n 1+F—$




Esercizio 3

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

. 1-n? [oo]
im ——=|—
n—+oo (n4+2)2 loo
2 1
1-n? . n (1_?) -n®
m —— = li = lim — = lim -1=-1.
n—+o0 (n+2)2 n—+o0 o (1_‘_%_’_%) n—+oco n n—+co

Esercizio 4

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare)

n—-+oo

lim Vn?2+1-+vn=[+o0—o0]

lim Vn2+1-vn= lim n

1 1 .
1+ — - lim 7n=+oco.
n—+oo n—+00 n? n n—+00
—— =~
—0 —0




Metodo alternativo: moltiplicando e dividendo per v n? + 1 + y/n otteniamo

2
(Vn?+ —\/ﬁ)(\/n2+1+\/ﬁ)_( ”2+1) _(\/ﬁ)z_ n?+1-n
vVni+1l+vn vVni+1+yn \/n2+1+\/ﬁ’

ricordando che (a - b)(a+ b) = a? — b?. Abbiamo inoltre

_ 1 1 2 1 1
R .

\/n2—+\/_ \/ n? 1+ +\/_ \/1+

Quindi

I\JI»—‘
—_—
—
—
+
xml,_.
N~——
+

S
==
N

( ; 1)
2
lim Vn2+1-vn= lim n nwn = lim n=+oo.

n—+oo n—+00
( 1

'
\

Esercizio 5

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

lim e"—2" = [+o00—o0]

n—+oo
n
lim e"-2"= lim e" 1—(—) = lim e" =400
n—+00 n—+oo e n—+00
——
-0
— ——
—1
in quanto
2 n
e —>+4+o0 e (-] —0
e




Esercizio 6

Calcolare il seguente limite che si presenta in forma indeterminata (elementare):

lim 3" +4" -
n—+oo

5" = [+00 + 00 — 00] = [+00 — 00]

3\* [(4\"
lim 3"+4"-5"= lim -5" 1—(—) —(—) = lim -5"=-00
n—+oo n—+oo 5 5 n—+oo
~——
-0 —0
-1
in quanto
3\" 4\"
5rmoo, () =0¢ ('~
5 5
Esercizio 7

Calcolare il seguente limite semplice
lim n"2
n—+oo

Per ogni a > 0, anche irrazionale, lim,,_. ; o, n% = +o00.
n o0

Esercizio 8

Calcolare il seguente limite semplice

lim n=°
n—+oo
R |
lim n“= lim — =0.
n—+o0o n—+oo n€
Esercizio 9
Calcolare il seguente limite semplice
( 3n+5 )2”
im | ——
n—+oo| n2 +120



Abbiamo

. = = 31,0 e 2n— +oo.
n%+120 n2(1+1’12_20 (14_15_20

Quindi

Esercizio 10

Calcolare il seguente limite semplice

10n2—5n) 2"
i (22250
n—+oo n°>—8

Abbiamo

10n°-5n _ 10 (1- 332 10 (1-55)

— = 28” —~0e -3n+8— —co.
" wi-g) (=)
Quindi
1072 —5pn) >"*8 11
lim [——— =0""= =—=+400
n—too| 13-8 0t 0

2 Calcolo dei limiti usando la gerarchia degli infiniti

Per ogni a > 1 e a > 0 abbiamo:

log, n n“
lim a
n—+oo p«




Esercizio 11

Calcolare il limite della seguente successione se esiste

2Vn 4 p? 4377
an:—
log®n+2+n

Consideriamo il numeratore, abbiamo:
2V 1, n’—+400, 37"—=0

La potenza di n di grado maggiore & n? e inoltre abbiamo

3—]’1 1 3—1’1 21/1’1

quindi — —0 e

— 0.
n? n

n2 3np2

Consideriamo il denominatore, abbiamo:
loan—>+oo, 2—2, n— +oo

Per il teorema della gerarchia degli infiniti, abbiamo

6
log®n |logn
n | nl/s
0

—

Raccogliamo quindi 72 al numeratore e 7 al denominatore e otteniamo:

—0 —0
~ N A
- 21/71 . 3~n
2 2 In 3—}’! nz nz
n (1+ 2 7)
log®n 2 -
n(1+ + )
n n logbn 2
1 + —
n n
——
—0 —0
—1
——tN
21/n -n
L LS T (1"‘74‘7)
lim B = lim n ————F=+00
n—+00 10g n+2+n n—+oo 1_‘_log n+;]
n n




Esercizio 12
Calcolare il limite della seguente successione se esiste

3 3nd+3"+logn
" logbn+22n 4 nd

Consideriamo il numeratore, abbiamo:
3n% — +00, 3" — +oo0, logn— +oo

ovvero una somma di successioni infinite. Abbiamo anche:

3nd logn
—0 e — 0,
3" 3"

per il teorema della gerarchia degli infiniti. Quindi la parte principale e 3". Con-
sideriamo il denominatore, abbiamo:

loan—> +oo, 2°"=4" - t00, n’— +oo

ovvero una somma di successioni infinite. Abbiamo anche:

5

log® n n
—0 e 4_71_)0’

4n

per il teorema della gerarchia degli infiniti. Quindi la parte principale & 4".

Raccogliamo quindi 3" al numeratore e 4” al denominatore e otteniamo:

-0 -0
3nd | logn 3" 3"
3”(1+ == ) (3)1@
log® n 5 4
4n(1+ y +Z_”) L Jog’n n®
NEJIDEN o
—0 —0
quindi
- 3n3+3"+logn o (ﬁ)n (1+33’;l13 lggn”) B
n—»+oolog6n+22n+n5 n—+oo \ 4 (1 log:n_l_n_i)
4 4




Esercizio 13

Calcolare il seguente limite semplice

lim W

n—+oo

Abbiamo

1 1/n logn
W:nn:elogn =e n

e studiando la successione all’esponente

1
@ = ogn

abbiamo a, — 0

grazie al teorema della gerarchia degli infiniti. Quindi abbiamo :

Di conseguenza

3 Calcolo dei limiti usando stime asintotiche

Abbiamo a, ~ b, se % — 1 oppurese a,=Db,c, con c,— 1.
n

Inoltre abbiamo a, + b, ~ a, se % -0
n

Esercizio 14

Calcolare il seguente limite
2"+ 241
im ———
n—+oo 5" +2M + p

10



Abbiamo )

n 1
2"+ n?+1~2" datoche — -0 e — —0
27 2N

2 (2\" n
5" +2" + n~5" dato che 57:(3) —>0e5—n—>0
quindi

5

im —— = lim — = lim
n—+oohn 42"+ np n—+ooh"n n—+oo

2"+ n?2 41 e 2\"
=1 =0

Esercizio 15

Calcolare il seguente limite
n!—5"

n—+oo 7N

Abbiamo en
n!-5" ~ n! dato che — -0
n!
quindi
n!—5" n!
im = lim — =+o0
n—+oo 7N n—+oo 7N
Esercizio 16
Calcolare il seguente limite
23n-1_ ;2
lim ———
n—+oo (2n)!—5"
Abbiamo )
n
23n=1_ 2 L2371 dato che — -0
23n—1
e
57’1
(2n)!'-5" ~ (2n)! dato che — —
2n)!
quindi
. 231’1—1 _ nz ) 23}1—1
hm —— = |Im =
n—+oo (2n)!—5" n—+oco (21)!

11



Esercizio 17

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

371

m ——
n—+oo nl nl/}’l

Abbiamo
n'n''" ~ n! datoche n''" = ¥n—1
perché
1n logn  logn
nl/n:elogn v = 8 -0
n
Quindi
3" 3"
im ———= lim — =0.
n—+oo plpl/n  n=ioco p!

Esercizio 18

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

log(1+e"
lim —g( )
n—+oo 1+ n2

Osservando che
log(1+e™) ~log(e™) = nloge=n

siha
. log(1+e™) . n i n2
nl—lHloo 1+ n2 T n—+oo 1+n2_nl—l>r-Poo 1+n2_1
perché
n? .
1+ n?

Esercizio 19
Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

n+l
im —
n—+oolog, (3 + n")

12



Osservando che
log, 3+ n") ~log,(n") = nlog, n

si ha

n+1 . n+1
im —— = lim =0
n—+olog, (3+n") n—+oonlog,n
perché
n+1
—_— 1 e —_—
n log, n

4 Calcolo dei limiti con la successione convergente al numero
di Nepero

Per forme indeterminate 1**, si puo usare:

1|4
(1+—) — e per a;, — too.
Qnp

Esercizio 20

Calcolare il seguente limite

lim (
n—+oo\n—3

13



Abbiamo
n-1\" (n-3-1+3\" 2 \" 1 )"
= =(1+ =|1+—=
n-3 n-3 n-3 "7‘3
quindi
n-3 22
n—-1\" 1\? "
lim [——]| = lim 1+ — = e,
n—+oo\ 1 — n—-+00 ”7—3
dato che
n-3
2 n n—-3+3
1+—| —e 2( )— —2|1+—=—|=2
”; n-3 n-3 n-—
—0
e
n-—3
— 400
Esercizio 21
Calcolare il seguente limite
) (n2 +1\"
lim 3
n—+oo n
2 n n? W
. n-+1 . 1 0
lim = lim 1+ — =e =1
n—+oo\ pn2 n—+00 n2
dato che
1\"% 1
1+ — —-e —— 0
n n
e
n® — +oo
Esercizio 22
Calcolare il seguente limite
. (Zn -5 )_”
lim
n—+oo 2n

14




no
=
[\S][2]

dato che

Esercizio 23

Calcolare il seguente limite

Abbiamo
et 1 n\» 1(n-1\"" 1
:—( ) = — ==l &=
(n—-1)" n\n-1 n n n -n
quindi
. n—1 1 1 —-n
im = lim —|1+— =0
n—+oo (n—1)" n—+oop —-n
dato che
1\7" 1
1+ — —e e ——0.
-n n

Esercizio 24

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste
2
n+2 ) "
n+n+l

1m
n—+oo

15




Dato che
n®+2
n+n+1

|

abbiamo la forma indeterminata del tipo [17°°].

)—»1 e 2n— +oo

J2n

Dato che
2 2n 2 2n 2n
n-+2 n+n+l-n+1 -n+1
2 a1 = 2 = 1"'2— )
n“+n+1 n“+n+1 n“+n+1
possiamo quindi scrivere
—n+1
2n n+ntl (n2+n+1
_n+1 2n 1 1 —-n+1
1+ — =|1+—5—— =1+ ———
n2+n+1 n?+n+1 n?+n+1
—-n+1 —-n+1
Quindi
20 n24n+l (ngf;l-l)zn
) n2+2 . 1 -n+l1 >
lim [——— = lim 1+ —5—— =e
n—+oo\n2+n+1 n—+00 n2+n+1
—-n+1
dato che
~=2n?
n2+n+1 ——
1 o —n+1 —2n*+2n
1+2— — e, 2— 2712 2— —’—2
nEsn=l n“+n+l1 n“+n+1
-n+l ~—_——
~n2
e
-1
—N—
9 1 1
2 n“({l+—+—
n“+n+l n n
-n+1 1
n
——

16




5 Calcolo dei limiti col teorema del confronto

e Se c, — 0e|b,| <c,, definitivamente allora b,, — 0.

e Se ¢, — 0 e b, e limitata (anche non convergente) allora ¢, b, — 0. 1l
prodotto di una successione infinitesima e una limitata e infinitesimo.

e Una somma di infiniti e di successioni limitate e equivalente all’infinito di
ordine superiore.

Esercizio 25
Calcolare il seguente limite
n+sinn

lim ——
n—+oo cosn+logn

Abbiamo

. sinn
n+sinn~n datoche — — 0
n

prodotto fra una successione infinitesima {%} e una limitata {sin n}. Inoltre

osn
—0

c
+1 ~1 dato ch
cosn+logn ~logn dato che logn

1

prodotto fra una successione infinitesima {@} e una limitata {cos n}. Quindi

) n+sinn . n
lim —— = lim =400
n—+oocosn+logn n—+ocologn

Esercizio 26
Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

n sin n + sin n?

lim
n—+oo n2+1

17



Abbiamo
nsinn+sinn? nsinn  sinn?
2 = Tt
n“+1 nc+1 nc+1
e
———sinn— 0 dato che > — 0 e sinn e limitata.
n-+1 n-+1
Inoltre |
2 sinn® — 0 dato che 3 —0 e sinn? & limitata.
nc+1 nc+1
Quindi
. n sin n + sin n? nsinn  sinn?
lim = lim + =
n—+oo n®+1 n—+oo p2+1 n?+1
—— N——
-0 -0

Metodo alternativo.

Notiamo che le successioni {sin 7} {sinn?} sono irregolari ma limitate
possiamo scrivere la seguente maggiorazione

n sin n + sin n? n+1
<
n2+1 n2+1
e abbiamo che
. n+1 n . 1
lim = lim —= lim —=0.
n—+toop2+1 n—+toop? n—+oop

Quindi per il teorema del confronto abbiamo:

n sin 7 + sin 2

lim =
n2+1

n—+oo

. Quindi

6 Calcolo dei limiti col teorema del rapporto

Data una successione positiva (a, > 0 per ogni n):

n—+oo

. . an+1
se esiste lim =¢ e ¢<1, allora a,, — 0,
n—+oo @,
. . an+1
se esiste lim =f¢el>1 (0o £=+oc0), allora a,, — +oco.

18




Esercizio 27
Calcolare il limite della seguente successione, se esiste
Sn—l

lim ——
n—+oop(n+1)!

Trattandosi di una successione a termini positivi il cui termine generale é il
rapporto di successioni pitt semplici di tipo esponenziale e fattoriale, & naturale
applicare il criterio del rapporto.

Calcoliamo quindi:

3”
An+l _ aD-n+2) _ 3" nn+1)!
an g (n+1)- (n+2)! 3n-1
n((n+1)! N——
=(n+1)-(n+2)
3n 3n 3n 3

+1 +2 242n+n+2 3 2 3 2
(n )(n ) n n (1 - nz) n(l - |__n2)
Abbiamo:

. Qpyl . 3
lim 2= = lim = =0
n—+oo @ n—-+oo 3,2
n n (1 +5+ nZ)

Quindi per il teorema del rapporto:
n-1

lim ——
n—+oop(n+1)!

Esercizio 28

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

. ndon
lim

n—+oo n!

19



Abbiamo una successione positiva, calcoliamo:

apna _ (n+1)32070 pl _(n+1 2 2
a,  (m+1)! n32n | n n+l n+l
1
Abbiamo quindi:
a
lim -2 = lim =0
n—+oo n—+oon+1

Allora per il teorema del rapporto:

. nda2n
lim =0
n—+oo pn!

Esercizio 29

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

n

lim
n—+oo (n+1)!

Abbiamo una successione positiva, calcoliamo:

ane1 M+ (n+1)! n+1 (n+1)” (1+ 1)”

a, (n+2)! n" n+2\ n n
——
-1
Abbiamo quindi:
) An+1 . 1\"
lim == = lim 1+—) =e>1
n—+oo @, n—-+oo n

Allora per il teorema del rapporto:

n

lim = 400
n—+oo (n+1)!

Esercizio 30

Calcolare il limite della seguente successione, se esiste

1
nn 2"

lim ———
n—+o0 (n+ 1)

20



Abbiamo:

—1
~ =

nw 2n  on
n+D)! (n+D)!

Abbiamo ora la successione positiva {b,}, calcoliamo:

bn

bpar 2" (n+1)! 2
by, (n+2)! 2"  n+2

Abbiamo quindi:

b 2
lim 22— g =0

= lim =
n—+oo b, n—+oo 3+ 2

Allora per il teorema del rapporto:

1
nn2"

lim =
n—+oo (n+1)!

7 Discussione al variare di un parametro

Esercizio 31
Calcolare, al variare del parametro « € R, il limite di successione
530m

lim

n—+oo 23n+1

21



Abbiamo

53an 1 (5% 3n
23n+1 = E (?)

5347 1(5%\*" 1 5%\°"
lim lim —(—) =5 im (—) =/
n

n—+o0 231+l p=¥c02 | 2 “too| 2

A questo punto, € possibile studiare tre casi:

quindi

e Caso 1

a
?>1<:>a:>log52

allora ¢ = +o0;

e Caso?2
a
O<7<1<:>a<log52

allora ¢ = 0;

e Caso 3
a
= = 1< a=log;2
allora ¢ =1.

2
In definitiva:

s3an +oo sea >log;2

. 1 _
nl_l.l}.loo 23n+l ) 2 se a =log;2
0 se a <log;2

Esercizio 32

Calcolare, al variare del parametro «a € R, il limite di successione

lim (e? 9" +1)log

n—-+oo

1
1+—
en

22



Abbiamo

= (@@ Dlog(14 =] = @@ @7 D log[1+ L
a, = (e og - e = og —
(e@®ny 1)ilo 1+ — -
el & el
1
2-a)n
~ (e + l)z
in quanto
e e”
(1+—) —e e log(1+— —1
Quindi
lim a,= lim (% ?"+1)—
n—+oo n—+oo n
D’altronde

+oo sel—a>0

1
(e(z“")”ﬂ)Z =elm™ e {1 sel-a=0
0 sel-a<0

Riassumendo, otteniamo

; +o0 sea<l
lim (e(z_“)”+1)log(1+z): 1  sea=1

n—+oo
0 sea>1

8 Esercizi a risposta multipla

Esercizio 33

Sia

@ ¢=0
(b) ¢ =elV3-3)
(c) ¢ =+oc0

(d) Nessuna delle altre risposte & corretta.

23



Posto

_V3+n

a, =
e—-2n

abbiamo a, <Opern=2e

lan|" = VELEE n—»o
" 2n—e

in quanto |a,| — 1/2. Da|a,|" — 0 segue (a,)" — 0. La risposta corretta e (a).

Esercizio 34

Sia

1+3n\"
lim (—1)”n“( al n) =/
n—+oo n
(@) Znonesistesea=0
(b) ¢ = +oo perogni a € R
(c) £=0sea<0

(d) Nessuna delle altre risposte & corretta.

Poniamo
P 1)n(l+3n)"_ 1+3n)”
" 2-n) \n-2)"
Abbiamo a;, — +oo in quanto (1 +3n)/(n—2) — 3. Confrontiamo a,, con 3"
316 52ls
n
an _ 1+3n _ 1+L T
3n 3n-6 —3”7‘6
da cui
Ne segue

1+3n\"
lim (-1)"n® (—) = lim ¢*n%" = +00
n—+ 2—-n

anche quando a < 0 perché 3" € un infinito di ordine superiore ad ogni potenza
di n. La risposta corretta & (b).

24



Esercizio 35

Sia i
+2
lim (cm =¢
n—+oo\en+a
(@ ¢= e(%_l) sea=e
(b) {=1sea<e
(c) ¢=0sea>0
(d) Nessuna delle altre risposte & corretta.
Posto
an+2
a, =
en+a
abbiamo a, — a/e quindi
+00, a>e
(an)n -
0, O<a<e

dunque le risposte (b) e (c) non sono corrette. Nel caso a = e abbiamo una forma
indeterminata 1*°:

ente _(2—€)ﬂ

en+e
en+2\" 1 |\*
( ) _ (1+_ o

en+e
en+e o

La risposta corretta € (a).
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