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Esercizio 1

Determinare, al variare di a € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

2
00 (eoc —3)n

)3

=1 log(1+n)

Si tratta di una serie a termini positivi. Applicando il criterio del rapporto, si ot-
tiene
(e¥ ~3yn+1 logl+n) 2 4

lim 5
n—+oolog(l+n+1) (e**-3)n

Il criterio assicura che la serie proposta converge per —v/3 < a < /3, diverge per
a < —v/3 e per & > /3, mentre non fornisce alcuna indicazione per a = +v/3. Per
a = +1/3, la serie diventa

o0

che diverge per il criterio del confronto, in quanto

log(l +n)

1 1
= > —
log(l+n) n

e quest'ultimo e il termine generale della serie armonica, che diverge. Comp-
lessivamente, la serie proposta converge per —v/3 < a < v/3, mentre diverge per

a<-v3epera=+3.

Esercizio 2

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

X logn
2 5
n=1

Osserviamo, anzitutto, come la condizione necessaria di convergenza sia soddis-

fatta. Inoltre, si ha

logn n 1
=" ST

Per confronto con la serie armonica generalizzata di esponente p = 2, la serie
proposta converge.




Esercizio 3

Determinare, al variare di a € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

00 Z—a
Z arctan—2 IR
v

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

arctan1+1—1+o(1)+1 L
= ) \/_

n> n n? vn
siha
nz—a n2—a 1
fos et + L7 T e
arctan -5 —2
2 \/— \/— n
Pertanto dal criterio del confronto asintotico segue che la serie converge per a —

% > 1, ovvero se e solo se a > %

Esercizio 4
Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

© (=1)"sin (n%)

=0 2n+5

Osservando che

sin(nz) _J o se n & pari, ovvero n = 2k,
~ | (-<DF seneédispari, ovvero n =2k +1.

quindi in realta la serie proposta € sommata solo sugli indici dispari e si puo
riscrivere nella forma

© (= 1)”51n(n2) oo (_1)2k+1(_1)k 00 (_1)k+l
;0 2n+5 _,CZZO 2k+1)+5 _,;) 4k +7

Quest’ultima € una serie a segni alterni; non converge assolutamente, in quanto
(_1)k+1 1
4k+7 | T 4k+7

armonica (che diverge). Tuttavia, la serie proposta converge semplicemente per

il criterio di Leibniz. E infatti immediato dimostrare che la successione definita

daa; = € positiva, infinitesima e monotona decrescente.

~ ﬁ per k — +o0, dove I'ultimo é il termine generale di una serie

4k+7




Esercizio 5

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

o 1-4/1-2

che ¢ il termine generale della serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1.
Pertanto la serie di partenza converge per il criterio del confronto asintotico.

Esercizio 6

Determinare, al variare di x € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

f 62/11_1_%
n=1 \/I
n

Per esercizio. Utilizzare lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per e, con ¢ =
%. Dal confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, la serie proposta
risultera essere divergente per x # 2 e convergente per x = 2.

Esercizio 7

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

gllog(n%s\/ﬁ)

n2+4



Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

243 243 243
log(Lﬁ)zlog(HLﬁ_l _m3vn

n+4 n+4 n2+4

Allora

n2+3\/ﬁ) n®+3vn 1_3\/%—4 31

a,=1o =
" g( n2+4 n2+4 n2+4 i

Pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata di esponente % > 1,
segue che la serie converge per il criterio del confronto asintotico.

Esercizio 8

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

3=

en—1
n+1

(e, 0)
2
n=1

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

1 1
en—1~—
n
si ha immediatamente che
1 1
en—1 5 1
n= ~—_ = —
n+l n n?

Pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1,
segue che la serie converge per il criterio del confronto asintotico.

Esercizio 9

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:




Si tratta di una serie a termini positivi. Si ha

n2+2n n2+2n_1 2n-1 2n—1 1
ap,=en+1 —e=e¢ele n?+ -1 :e(en2+1—1)~e— 2e—

n+1 n

che ¢ il termine generale della serie armonica. Si & sfruttato il fatto che 31’2’: -0
2n-1

eanche 2, ~ % per n — +oo. Pertanto, la serie di partenza diverge per il criterio
del confronto asintotico.

Esercizio 10

Determinare, al variare di a > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

© 1 3
Z sin —— nz2%
n a

n=1

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

. 1 1
Sl n3a = n3oc
allora si ha immediatamente che
3
1) 3, n2@ 1
a, = |sin—— | nz ~ =
n3o n3a n5a__

Pertanto, dal criterio del confronto asintotico segue che la serie converge per 5a—
% > 1, ovvero se e solo se a > %

Esercizio 11

Determinare, al variare di a > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i

criteri studiati:
00 1
Y (\/1+——1)n2_“
na

n=1



Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

allora

_ 1 2—a 1 2—a _ 1
an = \/1+F—1 n ~ﬁn —W

Pertanto, dal criterio del confronto asintotico segue che la serie converge per 2a—

2> 1, ovvero se e solo se a > %

Esercizio 12

Determinare, al variare di a > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

o0

1
(cos —— 1) nl=¢
n=1 n®

La serie proposta € a termini negativi (si ragioni sul coseno di un angolo com-
preso fra 0 ed 1). Pertanto, possiamo applicare ad essa i criteri delle serie a ter-
mini positivi, mettendo in evidenza il segno negativo. Osservando che, per a > 0,

1 N 1
cosﬁ -1|n "~ “ona = gppad

si ottiene subito che, per il criterio del confronto asintotico, la serie proposta con-
verge per 3a—1>1, cioe a > %

Esercizio 13

Determinare, al variare di a € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

© |a?-5a+7|"

)3

= 3n®’+logn



Osserviamo, innanzitutto, che si tratta di una serie a termini positivi, in quanto
a’-5a+7>0 per ogni a € R. Utilizzando il criterio della radice, si ottiene

fla?=5a+71" la*-5a+7 . |a*—5a+7| _

lim =|a®-5a+7|

— = lim ———— = lim ———
n—too || 3n’+logn  n—+co 1/3p21ogn "t {/33/n2

dove abbiamo tenuto conto della gerarchia degli infiniti e del limite V/n2 — 1.
Poiché |a?—5a+7| < 1 & soddisfatta se e solo se 2 < @ < 3, mentre |a? —5a+7| > 1
¢ soddisfattaseesolosea<2o0a>3,e|a’—5a+7|=1seesolosea=20a=3,
il criterio assicura che la serie proposta

* convergeper2<a<3;

e divergepera<2oa > 3.
= = i i =1 .1
Per a =2 0 a = 3, la serie proposta ha come termine generale a, = SZ+iogn ~ 3
che soddisfa la condizione necessaria e converge per confronto asintotico con la
serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1.

Esercizio 14

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

yo 1

Si tratta di una serie a termini positivi. Poiché

1+3 ] 13
V n3 2 nd

1 1 2

s )

Pertanto la serie proposta diverge in quanto il termine generale non ¢ infinites-
imo.

allora

Esercizio 15

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

- sinn : 1 +
e sin — (e\/ﬁ - 1) cosn
n=1 n



Per esercizio. La serie proposta converge assolutamente e quindi anche sem-
plicemente.

Esercizio 16

Determinare, al variare di a € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

0 [2(logn)“_7]n

)3

n=2 n2

Per esercizio. Applicare il criterio della radice. La serie proposta converge per
a <7, diverge per a = 7.

Esercizio 17

Determinare, al variare di a € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

[e®] 4I’l

;12::1 n3 (7a+2)n

Per esercizio. Applicare il criterio della radice. La serie proposta converge per

log4
a= @ - 2.

Esercizio 18

Determinare, al variare di a € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:
1 a
) -1
n+2

>

n=0

COS




La serie proposta € a termini negativi (si ragioni sul coseno di un angolo com-
preso fra 0 ed 1). Pertanto, possiamo applicare ad essa i criteri delle serie a ter-
mini positivi, mettendo in evidenza il segno negativo. Osservando che

1 a
cos( ) -1
n+2

si ottiene subito che, per il criterio del confronto asintotico, la serie proposta con-
verge per 2a —4 > 1, cioe a > %

4 4
4 n n 1

~

T2(n+2)2¢ op2a pp2ad

Esercizio 19

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

121 (Z)?’in

Si svolga per esercizio utilizzando il criterio del rapporto. La serie proposta con-
verge.

Esercizio 20

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

o
2

10



Si tratta di una serie a termini positivi. Applicando il criterio del rapporto, si ot-

tiene "
. ap1 . VD! (Vn) . n\"
lim —— = lim = li e
n

= Iim
n—+oo q, n—-+oo (\/m)rHl \/ﬁ n—+oo

Ricordando il limite notevole

1 n
lim (1+— =e
n—+oo n
si ottiene
n —-n _1
n n+1 1\ 2"
lim ( ) ~ lim ( ) — lim (1+—) —eo=]
n—+oo n+1 n—+oo n n—+oo n

. 1 .
Poiché [ = e 2 < 1, la serie proposta converge.

Esercizio 21

Determinare, al variare di a > 0, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

Per esercizio. Sommare e sottrarre 1 all’'interno dell’argomento del logaritmo ed
utilizzare un’opportuna stima asintotica. La serie proposta converge per a > 1.

Esercizio 22

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

Per esercizio. Basta sviluppare il termine generale della serie fino al primo ter-
mine di sviluppo non nullo. La serie proposta converge.
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Esercizio 23

Determinare, al variare di x € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i
criteri studiati:

() |x_ 12|n+1

)3

2,—n
n=0 2n-e

Per esercizio. Utilizzare il criterio del rapporto. La serie proposta converge per
12— % <x<12+ %, diverge altrove.

Esercizio 24
Determinare, al variare di x € R, il carattere della seguente serie:

Sle)

n=0 |x_]-|

Si tratta di una serie geometrica di ragione g = ﬁ, definita per x # 1. La serie

converge, assolutamente e semplicemente, se e solo se

X
‘—‘<1
x—1

cioe, se e solo se
X
-1<——x<1
x—1
1

il cui intervallo di soluzioni & x < =

Esercizio 25

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

OZ": cos (nm) e 2" logn
n=1 n

12



Ricordiamo che cos(nm) = (—1)"; pertanto la serie ¢ a termini di segno alterno.
Poiché logn < n per ogni n € N, abbiamo:
logn 1\"”
- (5)< ()
n e

dove 'ultimo ¢ il termine generale della serie geometrica di ragione q = é <1,
che converge. Dal criterio del confronto si ottiene che la serie proposta converge
assolutamente, quindi anche semplicemente.

—2n1
lan| = |(-1)nE—28"

Esercizio 26

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

i 1+ ncos(nn)
= 2n’+1

Per esercizio. Osservare che Y77 anﬁ e convergente, dunque ¢ possibile riscri-
vere
i l1+ncos(nn) & 1 i ncos (nr)
= —+ B ——
= 2n?+1 =2n?+1 =y 2n?+1

dove cos (nm) = (—1)". Stabilire il carattere della seconda serie; si verifichera che
converge semplicemente dal criterio di Leibniz e che, in definitiva, la serie pro-
posta converge in quanto somma di serie convergenti.

Esercizio 27

Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati:

cosn

B L —
n;l( ) 37’124‘2\/%

cosn

snevzy 108

La serie proposta € a termini di segno alterno. Posto a, = (—1)"

cosn 5 | cos n| - 1 1
3n2+2yn| 3n2+2yn " 3n2+2yn  3n?

n

lan|=|(=1)

dove si e sfruttato il fatto che |cosn| < 1 perognine 3n2+2\/ﬁ ~3n? per n — +oo.
Per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di
esponente 2 > 1 e per il criterio del confronto, la serie proposta converge asso-
lutamente, e quindi anche semplicemente.

13



Esercizio 28
Determinare il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i criteri studiati

i": 1" 1—sin?(nmx/2)
=) 3n+sinn

Si tratta di una serie a termini di segno alterno. Osservando che

. 2 se n e pari, ovvero n = 2k,
sin“(nn/2) = < g .
1 seneédispari, ovvero n=2k+1.

e posto a, = % siha

1 —
Fwrsinn  S€ =2k,
0 sen=2k+1.

Quindi la serie proposta si puo riscrivere nella forma

171
Z( 3n+sinn 2:: 6k+sm(2k) kg’ k+sm(2k)

dove, per la seconda uguaglianza, si é sfruttato il fatto che n = 2k L'ultima serie
PN o . s e . . P 1
ottenuta € a termini positivi. Poiché per k — +00, sz ~ & k, dal criterio del

confronto asintotico con la serie armonica si ricava che la serie proposta diverge.

Esercizio 29
Determinare, al variare di x € R, il carattere della seguente serie, utilizzando opportunamente i

criteri studiati:

i (1_x2)"

n=0

Per esercizio. Effettuare ragionamenti analoghi all’esercizio 24.
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