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Esercizi: principio di induzione
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¢ Autori: Fabio Furini e Gianluca Priori.

* Libro: “Esercitazioni Analisi matematica 1”, Marco Bramanti, Esculapio.



Esercizio 1

Dimostrare per induzione che per ogni intero n = 1, vale:

¢ m+1)@2n+1)
="
= 6

(somma dei quadrati dei primi » numeri naturali)

Per induzione su 7.
* Primo passo dell'induzione
Sia n = 1. Allora I’asserto diventa:

1 10+ @2-1+1
Zkzz ( ) ) ciog 1=1
=1 6

che e evidentemente vero.

¢ Passo induttivo

Supponiamo che sia vero per n, e proviamolo per (n+1). Per ipotesi indut-
tiva, abbiamo:

LC m+1)2n+1)
=" .
Z 6

Quindi possiamo scrivere:

n+1 n
Y k=) K+ (n+1)?
k=1 k=1
nn+1)2n+1) 2 nn+1)2n+1)+6(n+1)>
= 5 +(n+1) = 5

_(m+D(n@2n+1)+6(n+1) (n+1)(2n*+n+6n+6)
- 6 - 6

_(m+D(2n*+4n+3n+6) (n+1)(2n)(n+2)+3(n+2)
- 6 - 6

_(m+)(+2)(2n+3) (n+D)(n+1+D) 20+ +1)
- 6 - 6

che e esattamente 'asserto voluto, per n + 1.




Esercizio 2

Dimostrare per induzione che per ogni intero n = 1, vale

n-1 n
Y @k+1)=n* oppure Y (k-1)=n°
k=0 k=1

(somma dei primi 7 numeri dispari)

Per induzione su n.

* Primo passo dell'induzione

Sia n = 1. Allora I’asserto diventa:
0
Y 2k+1)=1* cioe 1=1
k=0
che e evidentemente vero.

¢ Passo induttivo

Supponiamo che sia vero per n, e proviamolo per (n+1). Per ipotesi indut-
tiva, abbiamo:

n-1
Y @k+1)=n
k=0
Quindi possiamo scrivere
n—-1+1 n-1
Y QRk+D)=) Qk+D+2n+1
k=0 k=0
=n’+2n+1
= (n+1)>

che e esattamente 'asserto voluto, per n + 1.

Esercizio 3
Dimostrare per induzione che per ogni intero n = 1, vale:

n
2k=nn+1)
k=1

(somma dei primi n numeri pari)



Per induzione su 7.

e Primo passo dell'induzione

Sia n = 1. Allora l’asserto diventa:
1
Y 2k=1-2 ciog 2=2
k=1

che e evidentemente vero.

¢ Passo induttivo

Supponiamo che sia vero per n, e proviamolo per (n+1). Per ipotesi indut-

tiva, abbiamo:
n

2k=nn+1)
k=1
Quindi possiamo scrivere:
n+l1 n
Y 2k=) 2k+2(n+1)
k=1 k=1

n
=2|> k+(n+1))
k=1

nn+l)
=2 T+(Tl+1))

—5 n(n+1)+2(n+1))

2
=(n+l)(n+2)=n+1)(n+1+1)

che e esattamente I’asserto voluto, per n + 1.

Esercizio 4

Dimostrare per induzione che per ogni intero n = 1, vale:
k n+2

=1 2% 2"




Per induzione su 7.

e Primo passo dell'induzione

Sia n = 1. Allora l’asserto diventa:

che e evidentemente vero.

¢ Passo induttivo

Supponiamo che sia vero per n, e proviamolo per (n+1). Per ipotesi indut-

tiva, abbiamo:
ok n+2
) x=2"
k=12

Quindi possiamo scrivere:

lk &k n+l

L 5%~ LoE

n+2 n+l

=2-——+——
on 2n+1

2n+2) n+l
- 2n+1 2n+1

2n+1

B n+3

=2- on+l

(m+1)+2
2n+1

:2_(2(n+2)—n—1)

che e esattamente I'asserto voluto, per n + 1.

Esercizio 5

Dato un insieme X con n elementi, dimostrare per induzione che I'insieme delle parti &(X) ha
2" elementi, ovvero che
|2(X)|=2" per n=0



Per induzione su 7.

e Primo passo dell'induzione

Sia n = 0. Un insieme con 0 elementi € un insieme vuoto (@). Linsieme
delle parti di un insieme vuoto contiene solo 'insieme vuoto come ele-
mento. Allora I’asserto diventa:

|2 (@) =2 cioe 1=1
che e evidentemente vero.

¢ Passo induttivo

Supponiamo l'asserto vero per un insieme di n elementi, e proviamolo per
un insieme di (n + 1) elementi. Per ipotesi induttiva, I'insieme delle parti di
un insieme di 7 elementi ha 2" elementi.

Uninsieme Y di (n + 1) elementi si puo scrivere come:
Y= {al» a,...,Aan, an+1}

quindi:
PY)={S:ScY}={S:Sc{a,a,...,an, an+1}}
I sottoinsiemi di Y o contengono l'elemento a;;; 0 non lo contengono.
Definiamo quindi l'insieme Z, formato dai primi n elementidi Y:
Zg=1{ay, ap,...,a,t quindi |£(Z,)|=2"

Definiamo ora il seguente insieme Zy:

Zy = {SUlan+1}:Sciar, az,...,ant} = {SUlan1}:S< Za} e 121 =2"
————
:Ztl
dato che Z; ha un elemento per ogni elemento di &(Z,).

In altre parole, &?(Z,) contiene tutti i sottoinsiemi di Y in cui I'elemento
ap+1 Non e presente e Z;, contiene tuttii sottoinsiemi di Y in cuil’elemento
an+1 € invece presente.

Notiamo anche che gli insiemi & (Z,) e Z;, sono disgiunti ovvero: & (Z;) N
Zp=@.Quindi | #(Z,) U Zp| =X (Z,)| +|Zp|. Abbiamo infine:

| P(Y)| = |P(Z) U Zp| =2" 42" =271

che e esattamente 'asserto voluto, per n + 1.




