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Abbiamo il seguente limite notevole:

a n(x)
(1+ﬁ) —e% pern(x) — +oo, ae€R,a#0

Abbiamo i seguenti principali 5 limiti notevoli:

sinée(x)

-1 per e(x) —0
£(x)

1 —cose(x) 1

200) 3 per e(x) —0
log(1+¢(x)
T —1 per e(x) — 0
ef™ 1
-1 per e(x) — 0
g(x)

(1+e®)" -1

pere(x) —0, aeR,a#0
£(x)

Abbiamo anche i seguenti limiti notevoli delle funzioni iperboliche :

sinh e(x)

—_ 1 —_
e pere(x) —0

coshe(x) -1 1 () =0
_— = ere(x) —
£2(x) 2 P

Abbiamo per il teorema della gerarchia degli infiniti:

P (x) [log,e(x)]* =0 pere(x) — 0", a,>0, a>1




Dai 5 principali limiti notevoli seguono le equivalenze asintotiche:

sine(x) ~ e(x) pere(x)—0
1-cose(x) ~ % e2(x) pere(x) —0
™M 1~ e(x) per £(x) — 0
log(1+¢(x) ~ () per £(x) — 0
(1+£(x))a—1 ~ ae(x) per £(x) — 0

Dai 5 principali limiti notevoli seguono gli sviluppi asintotici:

sine(x) = e(x) + o(e(x)) per &(x) — 0
cose(x)=1— % £%(x) + o(e* (%)) per £(x) — 0
log(1+¢e(x) =€) +o(e(x) per £(x) — 0
e*™ =1+¢e(x) +o(e) per e(x) — 0
(1+e(®)" =1+ aex) +o(ex) per e(x) — 0

Dai limiti notevoli seguono anche le equivalenze asintotiche:

sinhe(x) ~ g(x) per e(x) — 0

1
coshe(x)—1~ > £2(x) per e(x) — 0




Per le funzioni iperboliche abbiamo gli sviluppi asintotici:

sinhe(x) = e(x) + o(e(x)) per &(x) — 0

coshe(x) =1+ % £%(x) + o(e*(x)) per £(x) — 0

Operazioni tra "o piccoli":

o(1) indica un generico infinitesimo;

C-o(x™) =o0(x");

x™-0(x™) = o(x"™1);
o(x™)-o(x™) = o(x™"")
%,,7) =o(x""™) (nzm);

o(x™) + o(x™) = o(xM) dove M = min{m, n}.

Esercizio 1

Dae*=1+x+o0(x), x — 0, dedurre che

sinh(x) = x+ o(x), x — 0.

X

Per x — 0, abbiamo e™ =1 - x + o(x) quindi

sinhx = % = %([1 +x+ o(x)) — (1 —-x+ o(x))) =x+o(x).

Esercizio 2
Utilizzando cosh? x — 1 = sinh? x e I'esercizio precedente provare che

. coshx-1 1
lim —=—
x—0  x? 2

e dedurne |
coshx=1+ Exz + o(xz), x—0.



Dall’esercizio precedente abbiamo sinh? x ~ x> per x — 0 e inoltre cosh0 = 1
quindi

~ coshx—1 coshx+1 . cosh’x—-1 _ 1
lim . = lim -lim =
x—0  x2 coshx+1 x—0 x2 x—0coshx+1
—_—————
1
2
1. sinh®?x 1. x* 1
=—lim =—lim—=-
x—0 x2 2 x—0x%2 2
Inoltre
coshx—1) 1 . coshx—1-3x?
1 ——=1]im =0
x—0  x2 2 x—0 x2

che significa

1
coshx—1- Exz = o(x?),

1
coshx=1+ Exz +o(x?), x—0.

Esercizio 3

Precisare I'’equivalenza
log(x* +1) ~2logx, X — +00

dimostrando che

1 1
2 —
log(x“+1) —210gx+?+0(?), X — +o0.

1 1
log(x* +1) =log (x2 (1 + ;)) =log x* +log(1 + ;) .

Ora
1/x* =0 per x — +oo
e
log(1+y)=y+o(y) per y—0,
quindi

1 1
2 _
log(x“+1) —210gx+F+0(;), X — +oo0.




Esercizio 4

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

lim logx—+v/x

X—+00

lim logx—+x= lim —v/x=—o0.
x—+00 x—+00

Esercizio 5

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

lim 2% —x?
X—+00
lim 2*—x%®= lim 2% = +oo0.

X—+00 X—+00

Esercizio 6

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

T log(x? +1)

X—+00 2X

Usiamo I'equivalenza log(x? + 1) ~ 2log x per x — +oo:

log(x?+1 2logx
lim M: lim 8
X—+00 2% x—+oo 2%

=0.

Esercizio 7

Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:

x+2)x

im
x—+oo\x+1



Usiamo il limite notevole

X— 100 X
X
x+2)\* L ET
lim |——| = lim [|1+—— =el=e
x—+oo\x+ 1 x—+00 x+1
Esercizio 8
Calcolare il seguente limite di funzioni di variabile reale:
lim x'°8%
x—0*
Abbiamo
logx
xlogx — elogx — elogxlogx’
quindi
—-—00 ——00
~ =
lim x'°8% = lim 108X 108% — gtoo— 4o
x—0* x—07*

Inoltre, la base x tende a 0, 'esponente log x tende a —oco quindi il limite non € in
forma indeterminata:
logx _

lim x =0 =400
x—0"

Esercizio 9
Sia
Jim x(log(x+2) ~logx) = L.
(@ L=2

(b) L non esiste

(c) L=1

(d) Nessuna delle altre risposte & corretta.




' . 2 : 2
i <{og+2)-log) = i siog(1+2) = 1 x.2 =2

La risposta corretta € (a).

Esercizio 10

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun ter-

mine:

.oef-1
lim —
x—0 sinx

e -1 . x
lim — =lim—=1.
x—0 sinx x—0Xx

Esercizio 11

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun ter-

mine:
. 1—-cosx
hm —2
x—0 sin“x
Abbiamo
. 1—cosx 1 L. |
lim ——— =~ quindi 1-cosx~ - x" per x—0.
x—0 X 2 2

Inoltre abbiamo

sinx ~ x per x — 0 quindi (sinx)? ~ x? per x— 0.

Abbiamo allora:

1.2
. 1l-—cosx 73X
lim ———= > ==
x—0 sin“x x—0 X 2




Esercizio 12

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun ter-
mine:

sin3x

1m —
x—0sin4dx

sin3x_ . Sx_ 3

im — =lim— =
x—0sin4dx x—04x 4

Esercizio 13

Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun ter-
mine:

1- eZX)Z

im——
x—01—cosbx

(1-e*2  (-2x)? 8
m-—————= 111’1‘1 — =
x—01-cosbx x—01(5x)2 25

Esercizio 14
Calcolare il seguente limite di quoziente utilizzando funzioni potenza equivalenti per ciascun ter-
mine:
sin x3
im-———
x—0 (1— ex)3

sin x
im—— =1lim
x—0(1—e¥)3  x—0(-x)3

3 . x3

Esercizio 15

Calcolare

lim x2eg sin(xlog7)
x—0



Analizziamo I'esponente utilizzando I'equivalenza sin(xlog7) ~ xlog7 per x — 0:

lim vr sin(xlog7) = lim VT, xlog7 = Vmlog7.
x—0 X x—0 X

Il limite dato vale

lin(l) xzeT” sin(xlog?) _ (y, pV7log7 _ .7V _ .
X—

Esercizio 16

Calcolare )
lim (— +logx)
x—0* \sinx
Utilizzando
lim sinxlogx = lim xlogx =0,
x—0* x—0*
abbiamo

. 1 . l+sinxlogx
lim | — +logx|= lim ——FX—— =+o00
x—0+\sinx x—0* sinx

in quanto il numeratore 1 + sin xlogx tende a 1 mentre il denominatore sinx &
una funzione positiva che tende a 0.

In maniera equivalente, sempre da

. logx . | .
lim ? = lim sinxlogx = lim xlogx =0,
x—0F m x—07F x—0*t

abbiamo che 1/sinx & infinito di ordine superiore rispetto a logx per x — 0%,
quindi

. 1 . 1
lim | — +logx|= lim — = +o00.
x—0* \sinx x—0* sinx

Dimostriamo anche che
lim xlogx=0
x—0*

Facciamo un cambio di variabile x = % quindi

1 1 —1
lim xlogx= lim —log—= lim L. 0

x—0+t y—tooy y Yoty

10



Esercizio 17

Calcolare
. (1-cosx)3 —sinx®
im
x—0 x6
Da
1, .
1—cosx~ Ex ,sinx~x, x—0,
abbiamo
g (1—cosx)3—sinx® _ . (1-cosx)® 1. sinx® _
lim,_g — 5 = lim,_.q — lim,_g 6=

1.6

=X 6
=1 ihadu— X — l— = —
=lim,_g s limy_g F=5 1

(e=]EN]

In maniera equivalente, usando il calcolo dei simboli di Landau, da

1
cosx=1- Exz + o(xz), sinx=x+o(x), x—0,

abbiamo A
. (1—cosx)3=sinx® _ {: gx°—x°+o(x°)
limy_¢ — = lim,_.q — =
7.6 6 7.6
q —zX°+0(x°) . —£x 7
8 = 8% _
limy— - = limy_g 5 = g

Esercizio 18

Calcolare

. 8(1-cosx)®—sinx®
lim 3
x—0 X

11



Da
]. 2 .
1—cosx~§x ,sinx~x, x—0,
abbiamo

sinx® _
6

8(1—cosx)3—sinx® _ 1. 8(1-cosx)® 1.
SRR = limy g - — limyg

limx—>0
1 PR T B _ _
=limy_.g P —lim,_.g s=1-1=0.

In maniera equivalente, usando il calcolo dei simboli di Landau, da

1
cosx=1- Exz + o(xz), sinx=x+o0(x), x—0,

abbiamo , . 6 6
. 8(1—cosx)’—sinx’® _ 1 x°—x’+o(x°) _
llmx_>() - % - llmx_,o T
. 6
limy_o 22 =0

xﬁ
in quanto il numeratore 0(x%), per definizione stessa del simbolo di Landau, &
infinitesimo di ordine superiore al denominatore x°.

Abbiamo gli sviluppi asintotici per x — 0:

sinx=x+0(x), cosx=1-3x*+0(x?), e =1+x+0(x),

sinhx = x+o0(x), coshx=1+ %xz + o(x?).

Esercizio 19

Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

. (sinx)? + x
hmg—,
x—0 x3 —sinx

g (sinx)®+x _ 7: (x+0(0))+x _
limy—q x3—sinx = lim—o x3—x+o0(x)
2 2
_1; x“to(x9)+x _ 1z x+o(x) _1: X _
=limy_g Pextoln = limy_.g ot = limy_o = =-1.

12



Esercizio 20
Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

. |1—=cosx+sinx|
lim
x—0 (eX — 1)2

1.2 2
. |[1-cosx+sinx| _ 1: |3 x“+o(x*)+x+0(x)|
lim,_¢ —ez " lim,_¢ ot
i Ixto()| _ 1 R 1 _
lim,_g o) lim,_g 2= lim,_g ] = +oo.

Esercizio 21
Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi
. sin2x—sin®x
lim —
x—0 er—1

. sin2x—sin®x _ 1; 2x+0(x)—(x+0(x)? _

limy_o === =limy—o o) =

_1; 2x+o(x)—x*+o(x?) _ 1 2x+o0(x) _ 1; 2x _
=limy_.g e =limy_.g o0 =limy_.o < =2.

Esercizio 22
Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi

_ sin® x—sin4x
lim ——
x—0coshx—1+x

.3 . 3
im sin® x—sin4x _ im (x+o(x))°—4x+0(x) _
limy—0 Coshr14x = liMx—0 Ix2+o(D)+x
3 3
_1; x°+o(x°)—4x+o(x) _ 13 —4x+o(x) _1; —4x _ _
=lim,_g = =lim,_g = =limy_o == =—4.

13



Esercizio 23
Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi
. . 2
, sinx —sinx
im — :
x—0 sinh(2x) — sinh(2x)2

sin x—sin x2 x+o(x)—-x*+o0(x?)

im0 Gz —sinh@o? = WM —0 235 00— @xt 02 —
_1; x+0(x) _1: x+o(x) _ 1; x _1
= limy—o 2x+0(x)—4x2+0(x2) limy o 2x+o(x) — lim,—o 2x ~ 2°

Esercizio 24

Calcolare

. log(l+vx-1)
lim ————
x—1* x*-1

Abbiamo

I log(1+vx—-1) I log(1+vx—-1) 1 log(l1+vx—-1)
im = =— lim .

1m =
x—1* 2-1 =1 Vx—1Vx+1  V2x—17 x—1

Ponendo y = v x —1 il limite diventa

1 . log(l+y) 1
— lim ————=—
V2y—0r Yy V2

per il limite notevole

log(1 +
lim M =1.
y—0 y
Esercizio 25
Calcolare
243 (x+logx)
lim ( 7 )
x—+oo\ x¢ —5x

14



Abbiamo
22 +3x (x+logx) x + 3 (x+logx) . g \(x+logx)
im > = lim [—— = lim (1+——
x—+oo\ x4 —5x x—+oo\ x—5 xX—+00 x—5
(x+logx)
= lim (1 + —)
X—+00 X=5
8
Usando il limite notevole .
1
lim (1 + —) =e
X—*oo X
otteniamo
. 8(x+logx)
X0 X-5
. K2 4+ 35\ 08 1|°?
lim = lim 1+— =¢
x—+oo |\ x2 —5x X—+00 %‘5
in quanto
8(x+logx) 8X x—+oco 5
x-5 x-5 '
Esercizio 26
Calcolare
x (m* —e”)
m--——-:
x—0 cos(x) —1
Abbiamo
X X X e\X e\ X
xm¥-et  xm(1-(5)7) . x(1-(F))
im—— =lim— %%~ — & S) J
x—0 cos(x)—1 x—0 cos(x)—1 x—0 cos(x)—1
Poiché
REgeE
b4 /4
e anche
(x)—1 1 x?
cos(x)—1~——
2
otteniamo 5 ( e)
x(m*—e* —x“log(£ e
im i U Y limn*— o8 _ 210g(—).
x=0 cos(x)—1 x—0 —3x2 T

15



Esercizio 27

Calcolare
. osin(In(1 —x))
lim ———

x—0 1-2%

I limite e di fatto immediato se si osserva che, per x — 0,
In(l-x)~-x

e anche
1-2%~—xlog2

ottenendo dunque

sin(dn(1-x)) .. sin(—x) 1
im——— =1lim =
x—0 1-2% x—0—xlog2 log2

in quanto
sin(—x) ~—x

Esercizio 28

Calcolare

x*sin? (7 — 2 arctan(x))

x—+00 x2+3

16



Ricordando che
X—+00

b/
arctan(x) —
2

e che quindi
7 —2arctan(x) Cmiaso N 0

si puo subito sfruttare la stima asintotica

sin® (w—2arctan(x)) ~ (k-2 arctan(x))2

cosl come
x* )
> ~ X
x“+3
e dire che
420 4 2
. X" sin“(m — 2arctan(x)) . X*(mr — 2arctan(x))
lim = lim
X—+00 x2+3 x—+00 x2+3
= lim x?(7 - 2arctan(x))?
X—+00

che € ancora una forma indeterminata del tipo [0 - +oo]. Tuttavia, con il cambio
di variabile y = m — 2arctan(x) e osservando che

Y CL A DRSO 4
x—tan( 2)—cot(2)
si ottiene
lim x? (7 —2arctan(x))? = lim y2 cot® (X)
X—+00 y—0 2
2
_ y 2(Y) _
2 (%) CcoS (2) =4

Esercizio 29
Calcolare ! % _1
m og(x*) —logx
x—1 1—-cos(x—1)

17



Ricordando che

log (x¥) —log x = log(e*'°8%)

—logx =xlogx—-logx=(x—-1)logx
si ha subito che

log(x*) —logx I (x—1)logx
x—1 1—cos(x—1) _x—>11—cos(x—1)

Ponendo, per maggior chiarezza nell'uso delle stime asintotiche, x — 1 = ¢, otte-
niamo per sostituzione

(x—1)logx lim rlog(1+1) ;

x—11—cos(x—1) =0 1-—cost

in quanto
tlog(l+1) 2

1—cost %tZ

Esercizio 30

Calcolare

lim xlog

3x + x?
X—+00

1+ x+x2

18



Osserviamo da subito come il limite si presenti nella forma indeterminata del
tipo [+o00-0], in quanto
3x+ X% x—too
1+ x+ x?
Al fine di sciogliere I'indeterminazione, possiamo pensare di aggiungere e sot-
trarre 1 all'interno dell’argomento del logaritmo:

1

3x+x2

- ( 3x+x2
: 1+ x4+ x?

1+x+x2) ZIOg(1+

A questo punto, poiché

3x + x2 X—+00
-1
1+ x4+ x?
possiamo sfruttare la ben nota stima asintotica del logaritmo, valida per un certo
e(x) — 0, ottenendo

0

log|1+

3x+x? ) 3x + x? _ 2x-1
1+ x4+ x2 14+ x+x2 14+ x+x2

Il limite si riduce a

Esercizio 31

Calcolare

19



Vv x2

Raccogliendo eV* ! si ottiene

lim e
X—+00

Vx2-1 (e\/x2+x—\/x2—1 _ 1) _

Esaminiamo la forma indeterminata v x% + x — Vx2 — 1 per x — +oo:

; vV x? 2-1 _1; X+ x—x>+1
My oo VX2 +x—Vx2 -1 XXXV L iy L
= Vx?+x+vVx%-1 X0 i px+VaZ—1

x+1 1

Il limite dato vale quindi

= limx—>+oo

lim eY* ! (e‘/x2+x_‘/x2_1 — 1) —(We-1 lim e"* ! =100,
X—+00

X—+00

In maniera equivalente, da 1/x — 0 per x — +oco e da

V1I+y=1+1/2)y+o(y)

per y — 0, abbiamo

1
Vx2+x=x\/l+=—=x
x

dove o(1) indica un generico infinitesimo, e

1 1 1 1 1
Vxi-1=x\/l1-—=x|1-—+o0|=||=x—-—+0|—|, x— +00.
x2 2x2 x2 2x X

Il limite dato vale quindi

1 1 1
1+—+o(—)):x+—+o(1), X — +00,
2x X 2

(e\/x_2+x _ e\/x2‘_1) (ex+1/2+0(1) _ ex—l/(Zx)+o(1/x)) _

limx_>+oo = limx—>+oo

e1/2+0(1) _ e—l/(2x)+0(1/x))

limy— o0 €™ ( = (ve—1) limy_. .00 €* = +00.

Abbiamo che 1/x — 0 per x — +oco e abbiamo gli sviluppi asintotici per y — 0

1
siny=y+o(y), cosy= 1—5y2+0(y2), e =1+y+o(y), logd+y) =y+o(y).

20




Esercizio 32

Calcolare il seguente limite

1+ x*sin(1/x%)
im
x—+00 x2(1 — cos(1/x?))

Abbiamo dallo sviluppo asintotico:

os(l) 1 1(1)2+0((1)2) 1 L 1+0(1) e +
cosl—=|=1-=[= —||l=1-== — r X — +oo.
x2 2 | x2 x2 2 x4 x4 P

Sviluppando asintoticamente il rapporto abbiamo:

e per il numeratore

1+ xtsin| L] = 14242 LN 2141400 ;
+ X smF =1+x F+o F =1+1+o0(1) per x — +oo;

e per il denominatore

x° l—cos(l) = x° 1—(1—1 L +o(l)) =
x2)| 2 x4 X))
(11 (1) 11 (1) 11 N ( ) N
=x‘|-—-0o|l—=||==—=-0|=|==—=+0|—=| per x— +oc0
2 xt x4 2 x x2) 2 x2 x2 p
Quindi risulta:
4. (1
- 1+x sm(g) tim 2+0(1)
X—+oo _2 1 1 _JC—>+001 1 1 -
X — COS 2z 5?4'0 2z

dove, come sempre, o(1) indica un generico infinitesimo.

Esercizio 33
Calcolare il seguente limite
' x2 e—l/x4 —x2
lim
x—+oolog(x?2 +1) —2logx

21



4
S o) N i
llmx—>+oo log(x2+1)—logx2 —_ llmx—>+oo 1 (1+L2
X
1 1 1 1 1
—=<+0| = —=+o0| = -=
o 2 2 9 2 2 . Z
=limy— 400 — (f ) =limy— 400 — (1x ) =limy 00 4= =-1
x—z“’(x—z) ?*0(72) R

Esercizio 34

Calcolare X
e —xt-1
lim 2 e v — v2

x—0 X2 COSX — X

Usiamo lo sviluppo
4
e =1-x*+o(x* per x—0

e l'equivalenza
cosx—1~—x/2 per x — 0.

Quindi abbiamo

4
. e X —x*-1 _q: 1-x*+oxh)—x*-1 _
limy_ Zloos 1) = liMy—o =2 (_ 2 ) =
e —2x*+o(xY) _q: —2x* _
=lim,_¢ —a =limy_g A =4.
2 2

Esercizio 35

Calcolare

1
lim (2 sin® X)) cos2x
x—ml4

Utilizzando cos2x = 1 —2sin® x e ponendo y = 1 —2sin? x, si osserva che y — 0
per x — n/4 ed il limite dato vale
1 log(1-y) _1 1
lim(1-y)y =lime ¥ =e =-
y= y= e
in forza anche del limite notevole
log(1 -
lim g~y =-1.
y=0 Yy

22



Esercizio 36

Calcolare :
(1 —+ x5) x2sin2x — |
im
x—0t  2log(l + x3)

Scriviamo il numeratore nella forma

log(1+x5)
e x2sin2x — ]

ed analizziamo '’esponente. Per x — 0 si ha

5 2

log(1+x%)  x x

x2sin2x  x2-2x 2

Da questo e da e — 1 ~ y per y — 0, segue

log(1+x%) log(1+x°) x?
e x2sin2x — 1~ M ~ —
x2sin2x 2
Il limite dato vale
1 2
AI+x%)Femx -1 5 1. 1
im = lim — =- lim — = +oo0.

x—0*  2log(l+ x3) x—0+2x3 4 x—0+ X

Esercizio 37

Calcolare
oo 1-x*
lim 5
x—0t X
Scritto il numeratore nella forma
1
1-e* ogx’

I'esponente xlogx tende a zero per x — 0. Poiché 1—e” ~ —y per y — 0, ne
segue
1-e*%8% ~ _xlogx, x— 0%,

Il limite dato vale

1-x* —xlogx —logx _

lim = lim = lim +00.

x—0*t X x—0+ X2 =0t X
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Calcolare

sin(e® —1)
llm ——
=0y1+x3-1

Abbiamo

Il limite dato vale

i 3 3
sine® —1)~e* —1~x% x—o0t

Calcolare

al variare del parametro a > 0.
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Abbiamo

xlogx 0, wll
lim 8 =

x—0t x¢

—00, a=1

quindi, per x — 0%, I'infinitesimo xlogx & di ordine inferiore rispetto ad x (x =
o(xlogx)) ma di ordine superiore ad x% se @ < 1 (xlogx = o(x%), a < 1).
Dunque, dallo sviluppo

eY=1+y+o(y), y—0,

segue
xx_ex+xa:exlogx_ex+xa:

1+ xlogx+o(xlogx)—1—-x+o0(x)+x% =

xlogx+ o(xlogx), a=1
x%+o0(x9), O<a<l.
Il limite dato vale
lim,_.qo+ &\/%x =limy_o+ v/xlogx =0, a=1
. x* _
l ot 4 hmx_.o+ﬁ— , 1/2<a<1
im ————— =+
x—0"  siny/x ) NG
hmx_,0+ﬁ:1, a=1/2
lim,_q+ % = +00, O<a<1/2.
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