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Esercizio 1

Calcolare le primitive indicate negli intervalli in cui risultano definite

4
(a)f(2x+{’/_—%)dx, (b)fx\/; dx

(c) ftanzxdx, (d) f(?)—x)sdx

1 2 x3+1
(e)fz_gxdx, (f)fx e dx

(g)fx\/x2+1dx, (h)[ﬂdx

1+sin?x

(i)f " x (')dex
13" V| Gnx

(a)

J

3 3
:x2+2x4’3—4x”2+c:x2+Z\3/x4—4\/§+c

2
2x+ S/_—T)dx:f(2x+x1/3—2x_1/2)dx
X

in un qualunque intervallo [ tale che I < (0, +0c0).

(b) ,
b=ty
dx:f(xllz—xwz)dx:
VX
2 2 2 2
X322 = Zxvx—=x*Vx+c¢
3 9 3 9

in un qualunque intervallo I tale che I < (0, +00).

(9]
ftanzxdx:f[(1+tan2x)—l]dx:tanx—x+c

in un qualunque intervallo I che non contenga punti del tipo 7#/2+ kn con k € Z.




(d) "
f(3—x)5dx:—f(x—3)5dx:—g(x—3)6+c

in un qualunque intervallo I di R.

(e)

1 1 1
f dx:—f dx=—-=log|3x-2|+c
2—3x 3x-2 3

in un qualunque intervallo [ tale che 2/3 ¢ I.

(9

3 1 3
foex +1dx:§ex +1+C

in un qualunque intervallo I di R.

(8
1 1
fx\/x2+1dx:g(x2+1)3/2+c:§(x2+1)\/x2+1+c

in un qualunque intervallo I di R.

(h)

2 2

sin2x 2sin xcos x . 9
————dx=| ————dx=log(l1+sin“x)+c
1+sin“x 1+sin“ x

in un qualunque intervallo I di R.

(@

ex
f X+3dx:log(ex+3)+c
e

in un qualunque intervallo I di R.




§)

1 COS X
f dx:f ——dx =log|sinx|+c
tanx sin x

in un qualunque intervallo I che non contenga punti del tipo kx con k € Z.

Esercizio 2

Calcolare le seguenti primitive integrando per parti

(a) fxsinxdx, (b)fxzcosxdx

(© / arcsinx dx, (d) f sin®x dx

(a)
fxsinx dx:—xcosx+fcosx dx=-xcosx+sinx+c

in un qualunque intervallo I di R.

(b) Integrando per parti due volte di seguito, si ha
fxz cosx dx = x* sinx—fosinx dx =

2

xzsinx+2xcosx—2fcosx dx=x°sinx+2xcosx—2sinx+c

in un qualunque intervallo I di R.

(c) Prendendo la funzione costante 1 come fattore da integrare, si ha

dx = xarcsinx+V1-x2+c¢

) . X
arcsinx dx = xarcsinx — | ——
V1-x2

in un qualunque intervallo I c (-1, 1).




(d) Integrando per parti ed utilizzando cos? x = 1 — sin? x, si ottiene

fsinzxdx:—sinxcosx+fcos2xdx

=—sinxcosx+f1 dx—fsinzxdx

da cui
fsinzx dx:—sinxcosx+x—fsin2x dx+c

quindi, portando ['sin? x dx a primo membro,
Zfsinzx dx=-sinxcosx+x+c
ed infine, denotando ancora con c la costante arbitraria c/2,
. 2 1 . 1
sin“x dx = —Esmxcosx+ §x+ c

in un qualunque intervallo I di R.

Esercizio 3

Calcolare le seguenti primitive integrando per sostituzione

X _
(a)fe ldx, (b)f%dx, (c)fx\/x+1dx

e*+1



(a) Ponendo y =e*, y>0,x€R, siha x =logy e si scrive dx = %dy, quindi

=1 -1
fe dx:f y dy
eX+1 y(y+1)

Coi fratti semplici, otteniamo

y—-1 1 2

Y+ y y+l

da cui, tenendo conto di y > 0,

y—1
dy=-logy+2log(y+1)+c.
fy(y+1) y gy gLy

Ne segue, sostituendo di nuovo y = e*,

X
-1

in un qualunque intervallo I di R.

(b) Ponendo y = v/x, x,y >0, siha x = y2 e siscrive dx =2y dy, quindi

2
ﬁdszf 14 dy.
1+x 1+ y?
Da
v yr+1-1 1
y2+1 241 y2+1
si ha poi

2
2f 1_{yzdy:2y—2arctany+c.

Ne segue, sostituendo di nuovo y = /x,

X
f%dx:Z\/}—Zarctan\/}+c
X

in un qualunque intervallo I < (0, +00).




(c)Ponendo y = vx+1,x>-1,y>0,siha x = y>~1esiscrive dx = 2y dy, quindi
2 2
fx\/x+ ldxzzf(yz—l)y2 dy:2f(y4—y2)dy:gy5—§y3+c.
Ne segue, sostituendo di nuovo y = vx+1,

2 2
fx\/x+1dx:g(x+1)5/2—§(x+1)3/2+6

in un qualunque intervallo I c (-1, +00).

Esercizio 4

Calcolare le seguenti primitive di funzioni razionali

x+1
@ [ perde O [ mrmdn © [ mia @ [ g

(e)[x3+3x2+3x+ldx’ (f)f o1 ()f

(a) Lintegrale dato & immediato:

5
T
x2+2x+1 (x x+1

in un qualunque intervallo [ tale che -1 ¢ I.

(b) Scrivendo il denominatore, irriducibile, come somma di quadrati:

1 1 2 2 1
f—dx: dx = — arctan —(x+—)
v3l 2

+c
X+x+1 (x+1/2)2+3/4 V3

in un qualunque intervallo I di R.




(c) Utilizzando anche I’esercizio precedente:

X 1 2x+1 1 1
[T o W Y
x2+x+1 2J x2+x+1 2J xX2+x+1

1l(2++1) i 2(+1)+
—log(x“+x ——arctan | — |x+ = c
208 V3 T2
in un qualunque intervallo I di R.
(d) Eseguiamo la divisione euclidea:
x+1 7x-5

—=X+3+——.

X2 —-3x+2 x> —3x+2
Impostando i fratti semplici

7x—5 7x—5 A B

)

= = +
x2-3x+2 (x-Dx-2) x-1 x-2

si ottiene
A=-2, B=9.

Concludendo:

3

x°+1 2 9

f—dx:f(x+3——+— dx =
x2-3x+2 x-1 x-2

1
5x2+3x—210g|x— 1| +9loglx—2|+¢c

in un qualunque intervallo [ taleche 1 ¢ I,2 ¢ I.




(e) Impostiamo i fratti semplici:

X X A B C
= = + + )
x3+3x2+3x+1 (x+13 x+1 (x+12 (x+1)3
Si ottiene
A=0,B=1, C=-1.
Concludendo

[ -
B13243x+1 7 " ) e 02 T+ 1)?

1 1 1
4= +c
x+1 2(x+1)2

in un qualunque intervallo [ tale che —1 ¢ I.

(f) Impostiamo i fratti semplici:

1 1 A B Cx+D
= = + - )
x-1 x-DE+D2+1) x-1 x+1 x2+1

Si ottiene

Concludendo

1 1 1 1 1 1 1
f dx:f — - = —— dx
xt—1 4x-1 4x+1 2x2+1

1 1 1
=—-log|x—1|—-log|x+1|——-arctanx +c
4 4 2

in un qualunque intervallo [ tale che +1 ¢ I.




(g) Impostiamo i fratti semplici:

x+1 B x+1 _A B C
B-x2 x2x-1 x x2 x-1
Si ottiene
A=-2,B=-1, C=2.
Concludendo

x+1 2 1 2
—dx:f(————+— dx
fx3—x2 x x® x-1
1
= -2log|x|+—+2loglx—1|+c
b

in un qualunque intervallo [ tale che 0,1 ¢ I.

(h) Impostiamo i fratti semplici:

1 1 A Bx+C
= = + .
x3+1 x+DE2-x+1) x+1 x2-x+1
Si ottiene
1 1 2
A:—’B:——,C:—.
3 3 3
Quindi

f 1 d f(l 1 +1 —-x+2 )d
x=1|= — X
x3+1 3x+1 3x2-x+1

1 1 2x—1 1 1
=—loglx+1|-- | ———dx+- | ———dx
3 6J x2—x+1 2J x2-x+1

1
dx
2)2+3/4

53

11 |x+1] 11 (x? +1)+1f
= —loglx —=log(x"—x =
308 6 05 2J (x-1/

+C

1 1 ) 1
= glog|x+ ll—glog(x —x+1)+ —arctan

V3

in un qualunque intervallo [ tale che -1 ¢ I.

10




Esercizio 5
Calcolare le seguenti primitive

tanx

(a)f il dx (b)[leo (x+1dx (c)[ dx
e2x41 & ’ sin? x — cos? x

(d)fx-'-ﬁdx, (e)/ L dx, (ﬂf\/4—x2dx
2+x

COosXx

(a) Con la sostituzione y = e*, y > 0, x € R, si ha x =logy, si scrive dx = %dy, e si
ottiene %1 .
e’ + +
[Eth gen [ 2Ly,
e2x +1 y(2+1)
Impostiamo i fratti semplici:

y+1 A By+C
— =+ =
y2+1D) y  y2+1

Si ha
A=1,B=-1,C=1,

da cui, tenendo conto anche di y >0,
1 1 1
[l
y(2+1) Yy y2+1 y2+1

1
=logy— Elog(y2 +1) +arctany +c.

Sostituendo poi di nuovo y = e¥, si ha

e*+1 1
f dx = x——log(e** + 1) +arctane* + ¢
e2x +1 2

in un qualunque intervallo I di R.

11



(b) Integrando per parti e calcolando poi I'integrale di una funzione razionale, si
ha

fleo (x+1)dx—lx310 (x+1)—lf x dx
5 =3* % 3J) x+1

1 1 1 1
:—x3log(x+1)——f(x2—x+1)dx+—f—dx
3 3 3J x+1

2

L (x+1) =S L+l (x+1)+
= —X 108X ——X —X ——X+ —-10g8(X C
3 5 9 6 3 3 6

in un qualunque intervallo I c (-1, +00).

sinx
COS X

tan x sin x
f ) dx :f 2 dx
sin” x — cosZ x cos x(1 —2cos? x)

Ponendo ora y = cosx, siscrive dy = —sinx dx e si ottiene

(c) Datanx = e sin®x =1 - cos® x, si ha

f sinx A= 1 f 1 d
cos x(1 — 2 cos? x) 2J yy-Vir2)(y+v1r2) d
Coi fratti semplici, si ha poi

1 2 1 1
= —— 4+ + ,
y(y—=v1/2)(y+v1/2) Yy y-v1/2 y+v1/2

da cui

lf 1 1 )
— = —loglyl+ =logly“ —1/2| +c.
2J y(y—=v112)(y+V1/2) S 2 S
Concludendo,

tanx 1 2
ﬁdx:—loglcost—loglcos x—1/2|+¢
sin“ x — cos® x 2

in un qualunque intervallo I che non contiene punti del tipo x = 7/2+ km oppure
del tipo x =m/4+ kn/2 con k intero.
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(d) Con la sostituzione y = v/, x,y > 0, si ha x = y?, si scrive dx = 2y dy e si
ottiene

=2
2+ x y+2

Integrando la funzione razionale, si ha

¥ y 2 1
dy=2 —y+2)dy-8| —d
f y= f(y y+2)dy fy+2y

fx+\/_ y3+y2d

_g 3 .2 -8l
—3y y-+4y—8log(y+2)+c.

Sostituendo di nuovo y = 1/, si conclude

f;”:j__ :gx\/_ x+4vx—8log(vVx+2)+c

in un qualunque intervallo I < (0, +00).

(e) Operando la sostituzione razionalizzante y = tan3, dx = dy e tenendo

1+2

. 1-y2 .
conto di cosx = +—Jy'2, si ha

1
1 1
f dx:—zf s——dy.
CoS X y-—1

Coi fratti semplici, si ha poi

——— |ay=1
(y+1 )y %8|y 1

Tornando a y = tan %, si conclude

1
f dx=1lo
CoS X

in un qualunque intervallo I che non contiene punti del tipo x = 7/2 + kn con k
intero.

tan(x/2) +1
& tan(x/2) —1

+cC

13




(f) Operando la sostituzione razionalizzante x =2siny, —n/2< y<m/2, -2< x <
2,dx =2cosy dy, tenendo conto anche di cos y > 0, si ottiene

f\/4—x2dx:4fcoszydy.
Da 4cos®y =2 +2cos(2y), si ha poi

4fcoszydy:2y+sin(2y) =2y+2sinycosy+c.

Usando ora siny = x/2, y = arcsin(x/2), cosy = /1 —sin?y = % 4 — x?, si con-

clude
f V4—x2dx=2arcsin(x/2) + (x/2)V4—-x2+¢

in un qualunque intervallo I < (-2,2).

Esercizio 6

Calcolare i seguenti limiti

1 x2 1 JCZ
(@) lim —3f log(1+ vVidt, (b) lim —4f (1-cosVdt
x—0* x3 Jo x—=0" x* Jo

4e 3
© lim (2 f IOgikx)dx—log(k(k+ 1))), @ lim ( f log(k(x +2))dx—3log(k+ 1)
4 —+o0 \J1

—+00

14



(a) Ponendo fx) = f0x2 log(1 + v/f)dt, il limite si presenta nella forma indeter-
minata § 9 data da lim,_.o+ f ( ) Siamo nelle ipotesi di utilizzo delle regole di De
L Hospltal e possiamo passare al calcolo del limite

lim f'(x)

x—0+ 3x2

Calcoliamo la derivata f'(x) con il Teorema fondamentale del calcolo integrale e
la regola della derivata di funzione composta:

£'(0) = 2xlog(1 + Vx2) = 2xlog(1 + x), x> 0.

Concludendo
1 * 2xlog(1 + x)
lim — log(1 + dt=lim ———
xg{)l x3 Jo o8 \/_) x—0t 3x2
2 lim log(l +x) 2
= 350 x 3

(b) Ponendo flx) = foxz(l —cosV/1)dt, il limite si presenta nella forma indeter-
minata § 9 data da lim,_.o+ f;ff). Siamo nelle ipotesi di utilizzo delle regole di De
L Hospltal e possiamo passare al calcolo del limite

lim f'(x)

x—0+ 4x3

Calcoliamo la derivata f'(x) con il Teorema fondamentale del calcolo integrale e
la regola della derivata di funzione composta:

£/(x) = 2x(1 — cos V'x2) = 2x(1 — cos x), x> 0.

Concludendo
1 ¥ 2x(1 —cosx
lim — (1-cosVhdt= lim ¥
x—0* x* Jo x—07* 4x3
1 . 1-cosx 1
=— lim =—
2 x—0* x2 4

15




(c) Calcoliamo

de ] k
2[ #dx = [log?(kx)]3° = log*(4ke) — log* (4k)
4

= (log(4ke) —log(4k))(log(4ke) +log(4k))

4k
—elog(16k2e) = log(16kze).

-1
%8 1k

Ne segue

4e1 k
lim (2 f Og; Y gz~ log(k(k + 1) = lim log(16k*¢) ~log(k(k + 1)
4 —+00

k—+o0

2

— lim log 257 _log(16¢) = 1 + 1016
koo g2k 08 - Ch

(d) Calcoliamo
3 s
f log(k(x+2))dx = [xlog(kx+2k)]?—f —~ dx
! 1 X+2

3 2
=3log(5k) —log(3k) — 1-——
0g(5k) —log(3k) fl( )

dx

5
=3log(5k) —log(3k) —2 + Zlogg.

Ne segue

3
lim (f log(k(x+2))dx—3log(k+ 1))
1

k—+o00

5
= lim 3log(5k)—10g(3k)—2+210g§—310g(k+ 1)

k—+o00

5k 5
= li log—— -1 —2+2log— = —o0.
. HP 3log ; 0g(3k) og3 [o's)
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