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Prolungamenti continui
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Esercizio 1

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del dominio.
Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

f:10,m/2) =R, f(x) = (cos ) "'? 7

Ponendo y = n/2 — x abbiamo

. . T_ . - .
lim f(x)= lim elz=x)logeosx _ iy pylogsiny _ iy, pylogly+oy) —
X—m/2” xX—m/2” y—0t y—0*

— limy_,0+ eylog(y(1+0(1)) — limy_,o+ eylogy+ylog(1+0(1)) — eO =1.
Si ha un prolungamento continuo ponendo
f/2)=1.

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

) = fr/2 elZ—x)logcosx _ |
x—m/2= X—T/2 x—7/2” xX—7m/2
. (5-x)logcosx _ ..
=limy_./o- == 75— =limy_5/2- —logcosx = +o0

usando 'equivalenza
e'-1~t, t—0

con
t= (E — x) logcosx, x—m/2".
2

Ne segue che f si puo prolungare con continuita in x = 7/2 ma tale prolunga-
mento non e derivabile in x = 7/2 (tangente verticale).

Esercizio 2

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del dominio.
Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

£:00,1) =R, f(x) = (cos(mx/2))'°8*



Abbiamo

limf(x) = lim elogxlogcos(nx/Z) — eO -1
x—0 x—0

in quanto

2

lim log xlogcos(mx/2) = lim logxlog(l LA ()| =
x—0 x—0 8

2 2
=lim,_g (—%x2 +0 (xz)) logx =limy_—% x*logx = 0.
Si ha un prolungamento continuo ponendo

f)=1.

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

) (x) = £(0) ' elogxlogcos(nx/Z) -1
lim g = lim =
x—0 X x—0 X

log xlogcos(rwx/2)

2
S T —
= =limy_.o—75xlogx=0

usando le equivalenze
el=1~1t, t—0

con
t =logxlogcos(rx/2), x—0

2
2

/2
logcos(mx/2) ~ —Fx , x—0.

Ne segue che f si pu0 prolungare con continuita in x = 0 e tale prolungamento &

derivabile in x = 0 con

f'(0)=o.




Esaminiamo ora il comportamento per x — 1 ponendo y = x — 1:

llIIT{f(x) — lin} elogxlogcos(nx/Z) — liII(l) elog(l+y)log(— sin(wy/2)) — 60 —1

in quanto

lirr(l)log(l + y)log(-sin(wy/2)) = lin}] ylog(-my/2+o(y)) =
y= y=

=limy_¢ ylog(-my/2(1+0(1))) =
=limy_o ylog(-my/2) +limy_¢ ylog(l + 0(1))) =0+0 = 0.
Si ha un prolungamento continuo ponendo
f=1.

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

-~ f(X) _ f(l) i elogxlogcos(nx/Z) -1 i elog(1+y) log(—sin(wy/2)) _ 1 B
x—1 x—1 x—1 x—1 y—0 ¥y
=lim,_g IOg(Hy)lOg)(/_Sln(”y/z)) =lim,_¢log(-sin(ry/2)) = —co

usando le equivalenze
el=1~t, t—0

con
t =log(l+ y)log(-sin(wy/2)), y—0

logl+y)~y, y—0.

Ne segue che f si pu0 prolungare con continuita in x = 1 ma tale prolungamento
non e derivabile in x = 1 (tangente verticale).

Esercizio 3

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del dominio.
Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

F101] =R, f(x) = —Vco;x_l



Sviluppiamo la funzione y/cos x all’ordine 3 con punto iniziale x = 0 utilizzando
1
cosx=1- Exz +o(x%)

\/1+y:1+ly—1y2+iy3+o(y3)
27 8 16

cony= —(1/2)x% + o(x?):

1
veosx=1- sz + o(xg).

Ne segue

da cui f si puo prolungare con continuita in x = 0 ponendo

1
ro=-4

e tale prolungamento risulta derivabile con

f'(0) =0.
Infatti | |
i o) = iy o) ==
€ 1 1
- f(0 —zt+to(x)+ 3
limM:limM:limﬂ =0.
x—0 X x—0 X =0 X
Esercizio 4

Per la seguente funzione stabilire se esistono prolungamenti continui agli estremi del dominio.
Studiare poi la derivabilita di tali prolungamenti.

f: 0,7/2] - R, f(x) =(1- COSX)IOg(1+x)



Abbiamo

limf(x) = lim elog(l+x)10g(1—cosx) — eO =1
x—0 x—0

in quanto
. . 1, 2
limlog(1 + x)log(1 — cos x) = lim xlog| =x“ + 0 (x°) | =
x—0 x—0 2

=lim,_oxlog(3x*(1+0(1)) =
=lim,_¢ xlog(%xz) +lim,_oxlog(1+0(1)) =0+0=0.
Si ha un prolungamento continuo ponendo
f)=1.

Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:

_ log(1+x)log(l—cosx) _

. f)-fO) . e 1
lim—— =1lim

x—0 X x—0 X

log(1+x)log(1—cos x)
0

=lim,_ <

=lim,_olog(l1 —cosx) = —oco
usando 'equivalenza
e'—-1~t, t—0

con
t =log(l+ x)log(l —cosx), x—0.

Ne segue che f si puo prolungare con continuita in x = 0 ma tale prolungamento
non e derivabile in x = 0 (tangente verticale).




