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Capitolo 1

Serie numeriche

1.1 Serie numeriche

e Introduciamo ora le serie numeriche, che estendono l'operazione di somma a un numero
infinito di addendi.

[ La somma di infiniti termini, anche tutti positivi, pud dare un risultato finito. ]

e Immaginiamo di misurare un quadrato di area 2 usando questo procedimento: dividiamo il
quadrato a meta usando la diagonale e misuriamo il primo triangolo rettangolo: otterremo
1; poi dividiamo a meta il secondo triangolo rettangolo e misuriamone il primo triangolo
rettangolo: otterremo %; il rimanente triangolo rettangolo é diviso ancora a meta... e cosi
via indefinitamente. Otteniamo la somma infinita:

LTI S —il
2 48 16 32 2k T Lok

che, per come ¢ stata costruita, deve dare come risultato 2.

O

\_

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Definizione 1.1: di serie numerica

Data una successione {ay }ren, chiamiamo serie numerica dei termini ay, la scrittura:

00
D
k=0

e Si legge “serie (ma anche somma) per k da 0 a +oo di a;”. I valori a; prendono il nome
di termini generali della serie.

Definizione 1.2: di successione delle somme parziali

I numeri .
sn:Zak:ao+a1+...+an, Vn € N
k=0

vengono detti somme parziali n-esime della serie e definiscono la successione {s, }
delle somme parziali.

e
1\

Il carattere della serie ¢ determinato dal limite della successione {s, } per n che tende al-
I'infinito. Diremo che una serie é convergente, divergente, irregolare, se la successione
{sn} delle somme parziali ¢ convergente, divergente o irregolare, rispettivamente.

Definizione 1.3: di somma della serie

Se la successione {s,} delle somme parziali é convergente, ovvero se

s, >s€R per n—+o0

diciamo che s ¢ la somma della serie, e scriviamo Y, ap = s.

~
.

~
J

Quindi se la successione {s,} ¢ convergente abbiamo:

La serie traduce con precisione ’idea di somma di infiniti addendi, ovvero si calcola il limite
per n — +oo della somma finita dei primi n addendi.

-
.

e Se invece di sommare a partire da 0 si parte da un indice ng > 0, scriviamo Ziino ag

e Per indicare una generica serie numerica senza indicare 'indice di partenza ng utilizzeremo
il simbolo > ay
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Analisi Matematica 1

s N
Una generica serie numerica » _ aj coinvolge sempre due diverse successioni:

1. la successione {ay} dei termini della serie

2. la successione {s,} delle somme parziali

Esempio 1.1: carattere di una serie

Determiniamo il carattere della serie:

k=1
Abbiamo
Sn = g L: 1+L+---+L >n'L=\/ﬁ—>+oo per n — 400
o Ve V2 noVn
n addendi, ciascuno Zﬁ

Quindi la successione delle somme parziali {s,} ¢ divergente per il teorema del confronto
per le successioni e, di conseguenza, la serie & divergente.

4 il N
s, = 2221 ﬁ — 400 per n — 400 Lo ...o..u.
A0} oooo".. -
mﬁ oo‘....
6& 5 .o'.. |
... akzﬁ%() per k — +oco
0 ®0000000000000000000000000000000000000000000000e
| | | |
0 10 20 30 40 50
K k, J
) J

1.1.1 Principali proprieta delle serie numeriche

Osservazione 1.4

Se una successione {ay} € a termini non-negativi, ovvero ay > 0,Vk, allora la successione
delle somme parziali {s,} € crescente e regolare.
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Analisi Matematica 1

Dimostrazione. Data una successione {ay} a termini non negativi, la successione delle
somme parziali {s,} ¢ crescente dato che:

Sn+l = Sn + Qny1 > Spy,  Vn, quindi  lim s, = sup{s,}
~—~— R=-r€9 neN
>0
per il teorema di monotonia delle successioni. Di conseguenza la successione {s,} non
puo essere irregolare. E quindi regolare ovvero o converge o diverge. O

'd )
Data una successione {a} a termini non negativi:

e Se {s,} & crescente e limitata allora ammette limite finito e ) aj, converge.

e Se {s,} & crescente e illimitata allora ) aj, diverge a +oo.
. J

e QQuesta osservazione € valida anche per successioni a termini definitivamente non-negativi,
positivi o definitivamente positivi.

Se una serie Y ay, é convergente allora limy_, o ar =0

Dimostrazione. Per definizione di serie convergente, la successione delle somme parziali
{sn} converge a un numero reale s, cioé¢ s, — s € R per n — +0o. Senza perdita di
generalita consideriamo ng = 0.

Osserviamo che la successione {s,} puo essere definita in maniera ricorsiva:
S0 = Ao, Sp = Sp—1 + Qn, Vn >1

Di conseguenza abbiamo:

Qn = Spn — Sp—1 € quindi lim a, = lim (sn — sn_l) =s—s=
n—+oo n—+oo
O
s N
La convergenza di una serie implica quindi che ap — 0 per k — +o0, ovvero:
Zak convergente = lim ap =0 (1.1)
k—+o0
ma il viceversa non ¢ vero (I’esempio 1 ¢ un controesempio):
lim ap=0 = Zak convergente (1.2)

k—+o00

Quindi il fatto che ar — 0 per £ — 400 é condizione necessaria ma non sufficiente alla

convergenza di una serie.
(& J
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e Dalla contronominale o implicazione inversa di (1.1) abbiamo:

lim ap #0 = ay & divergente o irregolare
k—-+o00 ?é Z & &

ovvero se il limite non é uguale a zero allora la serie non é convergente.

1.1.2 Code delle serie

Se si modifica un numero finito di termini di una serie, il valore della somma pud cambiare,
ma il carattere della serie resta immutato.

e Se si modifica il valore di un termine, per esempio ay,, per n > ng le successioni delle
somme parziali, originale e modificata, differiscono solo per tale termine: quindi entrambe
convergono, divergono o sono irregolari. Lo stesso vale se si modificano un numero finito
di termini.

I risultati sul carattere delle serie valgono quindi anche se le ipotesi sono verificate
“definitivamente”, cioé da un certo indice ng in poi.

Definizione 1.6: di coda di una serie

Data una serie Y ;- 4 aj e un valore m € N, la serie Zzozmﬂ ap viene detta coda della
serie.

e Data una serie ) ,-,a; ¢ m € N abbiamo:

n n m
Z ap = Zak — Zak = Sp — Sm, Vn >m (1.3)
k=0 k=0

k=m+1

quindi per ogni coda (ovvero per ogni m) Iassociata successione delle somme parziali é
uguale a quella della serie di partenza meno una costante. Abbiamo di conseguenza la
seguente osservazione:

[ Ogni coda di una serie ha lo stesso carattere della serie di partenza. ]

e Data una serie convergente, passando al limite per n — 400 nella (1.3) si ottiene la
relazione:

oo oo m
Z ap = Zak — Zak =S—8n per n— +0oo (1.4)
k=0 k=0

k=m-+1

Abbiamo di conseguenza la seguente osservazione:

Dato m € N, ogni coda Y - 41 ax di una serie convergente, puo essere interpretata come
I’errore che si commette approssimando la somma s con la somma parziale s,,.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Se una serie ) ay, é convergente allora

§s—Sm —0 per m— 400
~——

(0.9}
=2

k=m+1

Dimostrazione. Per ogni n > m, la somma parziale n-esima della serie vale:

n
Sp = Sm + Z ag

k=m+1

Passando al limite per n — +o00, abbiamo:

n
$= Sy + lim Z a

n——+0o
k=m+1
(o]
= > @
k=m+1
Passando ora al limite per m — +o00, abbiamo:
o o
s=s+ lim E ap = lim g ar =10
m——+00 m——+00
k=m+1 k=m+1
ovvero la tesi del teorema. O

Questo teorema ci dice che, se una serie € convergente, allora il valore s — s,,,, ovvero l’errore
che si commette approssimando la somma s con la somma parziale s,,, tende a zero per
m — —+o0o. In altre parole, la coda di una serie convergente tende a zero per m che tende a
infinito.

1.1.3 Serie armonica

Definizione 1.8: di serie armonica

Si dice serie armonica la serie Y o | &

Teorema 1.9: del carattere della serie armonica

La serie armonica é divergente a +o0
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e Graficamente abbiamo:

/ T T T T \
.....0
cso0000®®
4+ .Ooo-o"". |
oo".. *
I 3 | o.... B
% . Sn =Y p_1 % — +00 per n — +oq
s 2 8
3
Lye ak:%%O per k — 400
0 %0000000000000000000000000000000000ss000sssce
| | | |
0 10 20 30 40 50

N J

La serie armonica y p- % ¢ un controesempio che dimostra la (1.2), dato che:

¢ divergente a + oo

=

1 [o.¢]
lim — = >
kﬁlinoo k 0 ¢ o

e Prima di dimostrare il teorema, osserviamo che per determinati valori di n le somme
parziali sono:

p 40 FRES L
S = — S = S —_ = — —_ = —_
L 2 2Tt 272 2
= S90 = So1
R R DL
S TR T g Ty ) T Ty T AT,
= 22 A,—/
>i+i=3

VNS T SRS T S T S DS SRS
S16 = 8 -t —4—4+ =+ =+ =4+ =+ = -4+ - = -
S EB T 9T 10T T2 1371415 16/ T2 2 2

TV
1,1 ,1 ,1 .1 ,1,1,1_1
ZigtictieTietie 6 ti6t16=2
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Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su 2" che

32n21+g, Vn e N

Primo passo dell’induzione. Sia n = 0. Allora 'asserto diventa sqp0 > 1 —{—% cio€
1 > 1 che ¢ evidentemente vero.

Passo induttivo. Supponiamo che sia vero per 2"~ ! e proviamolo per 2". Per ipotesi
induttiva, abbiamo:

>4t
Son—
on—1 2 5
Abbiamo inoltre:
2" 1 n—1 1 n
Son = Son—1 + Z <k:) quindi Son > 1+ 5 + B =14+ 5
k=2n—141
>T*—L:f
n 2

che é esattamente ’asserto voluto per 2.

Abbiamo quindi:
n
82n21+§—>+00 per n — +00

e {s,} & illimitata superiormente e anche monotona crescente, visto che ap = 1/k >
0,VYk > 1. Di conseguenza {s,} diverge a +oo per il teorema di monotonia delle

successioni e la serie armonica diverge a +oc.
O

( N\

La successione ar, = 1/k,Vk > 1, della serie armonica é a termini positivi quindi la

successione delle somme parziali {s,} & crescente e divergente dato che ¢ illimitata.
- J

1.1.4 Serie geometrica

Definizione 1.10: di serie geometrica

Dato g € R, si dice serie geometrica di ragione q la serie Y ;- q*

Teorema 1.11: del carattere e somma della serie geometrica

Data la ragione q € R,

convergente se g <1
(0.9]
la serie geometrica Z qk e divergente a + 0o seq>1
k=0
irregolare se q < —1
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{ Se la serie geometrica é convergente, la somma s vale ﬁ J

Dimostrazione. Dati ¢ € R e n € N, la somma parziale n-esima della serie geometrica

vale:
1 _,qn+1

zn:qk: 1—gq
k=0

n+1 seq=1

se q#1

dato che equivale alla somma dei primi n + 1 termini della progressione geometrica.
Inoltre, abbiamo:

+o00 seq>1
1 seq=1
lim ¢" =
e 0 se gl <1
| non esiste  se ¢ < —1
Quindi, se g # 1:
1
— se g <1
l-¢q
c g 1- an 1 i 1 n+1
nggiosn _-WEE%O 1——q N 1——q n—EPa>( — 1 ) — )t seq = L
non esiste se ¢ < —1
e se ¢ = 1 abbiamo:
lim s, = lim (n+1)=+o00
n—-+oo N——+00

O

e Dati la ragione ¢ € R e un primo termine a € R, il risultato si estende alla serie Y77 ag®
dei termini della progressione geometrica:

convergente, con somma 0 sea=0
. convergente, con somma . sea#0e lq| < 1
la serie Za ¢ e divergente a + oo sea>0eq>1 (1.5)
h=0 divergente a — 0o sea<0eg>1
irregolare sea#0eq<—1

Infatti, se a = 0 tutti i termini della serie sono nulli e quindi s,, = 0 per ogni n. Se invece
a # 0, per il prodotto per una costante delle sommatorie la somma parziale n-esima é:

sn:zn:aqk:a zn:qk
k=0 k=0
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e quindi, per il teorema sul limite del prodotto di una costante per una successione, {s,}
ha lo stesso carattere della successione delle somme parziali di Y po, ¢*, con il limite
moltiplicato per a (nei casi divergenti il segno di a decide fra 400 e —00).

Esempio 1.2: di serie geometrica

Determiniamo il carattere della serie:
fe’9) [e'e) k
1 1
> =2 (3)
k=0 k=0

E una serie geometrica di ragione ¢ = 1/2 quindi & convergente e la somma s vale 1/(1 —

1/2) =2.
///’ T T T T i\\\
2 [ .....'..........‘............................H'
* S = St (%)k—>2 per n — +oq
1.5 e -
o
R 1le |
=2
3
0.5} |
. ak—(%) — 0 per k— 400
0 20assso00sscocse e e e
| | | |
0 10 20 30 40 50

Determiniamo il carattere della serie:
12
k=0

E una serie geometrica di ragione ¢ = 13/12 quindi ¢ divergente.

600 |- o
o= Do (%)k — 400 per n — +oo .
=400 | I
& ap = (%)k — 400 per kK — +00 ..0.
200 |- oo i
o'....
ves® 00® .
0 cese008888825000 0 i eccassasascesccccec0e000®
| | | |
0 10 20 30 40 50
\_ k, n W
G J
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1.1.5 Serie aritmetica

Definizione 1.12: di serie aritmetica

Dati il primo termine a € R e la ragione d € R, si dice serie aritmetica la serie

> reola+kd)

e [ termini della serie aritmetica sono i termini della progressione aritmetica di primo ter-
mine a e ragione d, cioé a, a +d, a+2d, ... Come per la serie geometrica, il primo
termine € in posizione k = 0.

Teorema 1.13: del carattere e somma della serie aritmetica

Dati il primo termine a € R e la ragione d € R,

divergente a + 00 sed >0
divergente a —oo sed <0

(o9}
la serie aritmetica Z(a +kd) ¢ divergente a + 00 sed=0ea >0

k=0
divergente a —oo sed=0ea <0

convergente sed=0ea=0

Se la serie aritmetica é convergente, la somma s vale 0

Dimostrazione. Dati a,d € R e n € N, la somma parziale n-esima della serie aritmetica
vale:

sn:kzn::()(a+kd):a(n+1)+d <n(n2+1)> :gn2+<a+g>n+a

dato che equivale alla somma dei primi n + 1 termini della progressione aritmetica.
Quindi, se d # 0, raccogliendo il termine di grado massimo abbiamo:

2a+d 2a +o0o sed>0
lim s, = lim —n?|[1+ +— 1=
n—-+oo n—+oo 2 dn dn?
—_—— —00 sed<0
—0 —0

e se d = 0 abbiamo s, = a (n + 1) e quindi:

400 sea>0

lim s, = lim a(n+1)=< -0c0 sea<0
n—-+00 n—-+0oo

0 sea=20
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La serie aritmetica é quindi convergente solo nel caso banale a = d = 0, in cui tutti i termini

sono nulli, e non ¢ mai irregolare (a differenza della serie geometrica, che ¢ irregolare per
qg<-1).

e Che la serie aritmetica non possa convergere, tranne nel caso banale, si vede anche dalla
condizione necessaria di convergenza (1.1). Il termine generale & a;, = a + k d e abbiamo:

400 sed>0

lim (a+kd)=¢—00 sed<0

k—+o0

a sed=0

cioé limy_, 1 oo ap = 0 solose d = 0 e a = 0. In tutti gli altri casi la contronominale di (1.1)
assicura che la serie non é convergente. La condizione necessaria non dice perd quale sia il
carattere: a stabilire che la serie & divergente, e con quale segno, ¢ il calcolo delle somme
parziali fatto nella dimostrazione.

Esempio 1.3: di serie aritmetica

Determiniamo il carattere della serie:
o0
1
14+ =
3 ( - k)
k=0

E una serie aritmetica di primo termine a = 1 e ragione d = 1/2. Dato che d > 0, la serie
¢é divergente a +oc.

% 400 | i
< ap=1+1k— 400 per kg?=+oo
3 °®
200 |- i
0 ---.l'=::-:::-.tt................................l
| | | |
0 10 20 30 40 50
K k, n /
S J
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1.1.6 Serie telescopica

Definizione 1.14: di serie telescopica

Si dice serie telescopica una serie con la forma:

Z (b, — bg+1)  dove {by} é una successione

k=ng

Teorema 1.15: del carattere e somma della serie telescopica

Una serie telescopica converge, diverge o é irregolare a seconda che la successione {by}
rispettivamente converga, diverga o sia irregolare.

lim b, =/¢€R* all by, — b =bp, — lim b

e
=no

=(eR*

Inoltre, se ¢ € R, allora la serie telescopica é convergente e la somma s vale by, — ¢

Dimostrazione. Abbiamo
no+n
Gy = Z (b — brt1)
k=ng

= (bng = brg+1) + (Bno+1 — bpg+2) + - - + (bng+n — brg+n+1)

= bno - bno+n+1

quindi:
kz (b = bt1) = nll}g_loo Sn = ngl_}_loo(bno — bngtn+1) = bng — nglfoo bn,
=ng

Osservazione 1.16

La serie Y o, m, detta serie di Mengoli, é convergente e la somma s é uguale a 1.
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Dimostrazione. Abbiamo:

1 -k +)-k 1 1
k(k+1)_z k(k+1) =) ko k+1
k=1 k=1 k=1~ N——
=bp  =bpi1

La serie di Mengoli ha quindi la forma:

1 1
b, —b con by =—- einoltre lim b= lim — =0
k ktl k k k——+oo k k——+oco k
quindi & una serie telescopica convergente (ng = 1) e inoltre s = b; = 1. O

e Graficamente abbiamo:

T

T

T

R —

I

0.8 |
Sn =Y hel T (k1+1) — 1 per n — 400
£ 06 2
£ 04 1
0.2, ak:ﬁ—)O per k — 400 |
0 000000000000000000000000
| | | |
0 10 20 30 40 50

N ),

Dimostrazione. Dimostrazione alternativa

Per ogni n > 1, il valore della somma parziale della serie di Mengoli é:

k=1 k
_ (4 1 H 1 1 P 1 1 B 1
N 2 2 3 o n n+1) n+1
Quindi abbiamo
> 1
Zak: lim s, = lim 1- =1
P n—+00 n—-+o0o n+1
Di conseguenza la serie di Mengoli € convergente e la sua somma s vale 1. O

Autore: Fabio Furini
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Esempio 1.4: serie telescopica
Determiniamo il carattere della serie:

o0

1
£~ (3k+2) (3k+5)
Abbiamo:
1 _a B aBk+5)-B(Bk+2)
(Bk+2)(3k+5) 3k+2 3k+5  (3k+2) (3k+5)

3(a—p)k+5a—-2p0
Bk+2)(3k+5)

3(a—p)=0 o 1
= =a=0, 3a=1 quindi a=8=-
{5a—2ﬁ:1 b d b 3
di conseguenza:
1 1 11 1 o 1
Bk+2)(3k+5) 3\3k+2 3k+5/ 3|3k+2 3(k+1)+2
— —
=bk =bk+1
La serie ha quindi la forma:
by, — b by = ! inolt lim by = i ! =0
Lmbe oon b= gy edmolie i b= p gpy =
ovvero una serie telescopica (ng = 1) e abbiamo:
.- 1 1 1 1
=-|b— lim by | =sb1=—
Z(3k+2)(3k+5) 31 i T3 T 15
k=1 ———

—0

Quindi é una serie telescopica convergente e la somma s vale 1—15

-
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Capitolo 2

Serie numeriche a termini non negativi

2.1 Serie numeriche a termini non negativi

Una serie ) a; a termini non negativi (o positivi) é regolare, ovvero o é convergente o &
divergente a +o0o (non puo essere irregolare come abbiamo dimostrato). Tale serie converge
se e solo se la successione delle somme parziali é limitata.

2.1.1 Criterio del confronto

Teorema 2.1: del criterio del confronto

Siano {a} e {by} due successioni a termini non negativi tali che ay, < by, definitivamente,
allora:
i) Z by convergente = Z ap ~convergente

i1) Zak divergente = Zbk divergente

e La serie ) by viene detta maggiorante mentre la serie ) | aj viene detta minorante.

Dimostrazione. Dato che ap < by, definitivamente, allora esiste m € N tale che:
ap <bg, Vk>m

Consideriamo ora le somme parziali n-esime delle code delle due successioni {ay} e {b;}

con n > m:
n n
sh = Z ar e s = Z b
k=m+1 k=m+1

Poiché 0 < ay, < by, Yk > m, abbiamo

0 < s¢2 < s VYn>m (2.1)

a
n n?

Le successioni {s?} e {s’} sono regolari, dato che {a;} e {by} sono a termini non
negativi. Dunque le tesi i) e ii) sono logicamente equivalenti, percid basta dimostrare la
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seconda.

Affermare Y a,, divergente, per definizione di serie divergente, significa che s, — +oo
per n — +oo. Inoltre dato che ogni coda ha lo stesso carattere della serie di partenza
abbiamo s, — 400 per n — +oo0.

Dalla (2.1), per il teorema del confronto per le successioni, anche s% — +00 per n — +o0.
Quindi la coda di {b;} & divergente e di conseguenza ) b, ¢ divergente. O

Osservazione 2.2

Dato o < 1, la serie Y po k% ¢ divergente a 400.

Dimostrazione. Con o = 1 abbiamo la serie armonica che diverge a +o00. Con o < 1, la
serie ¢ maggiorante della serie armonica, dato che:

Skia, VEeNE>1 e a<l

x| =

quindi Y 72, k% é divergente per il criterio del confronto. O

abbiamo:

e Graficamente, ad esempio con o = %,

T T T T
T wf I
S0 = D py l&% — 400 per n— 400 _ee*°]
o‘...
15 | .o.... 1
o'..
g o.....
10| ...o' |
< o*’
3 .o.
..
51 ..o |
KN ak:ﬁ—ﬂ) per k — +00
':.Oooooo
0 0000000000000000000000000000000000000000
| | | |
0 10 20 30 40 50

N y
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Analisi Matematica 1

2.1.2 Criterio del confronto asintotico

Teorema 2.3: del criterio del confronto asintotico

Siano {a} e {bx} due successioni a termini positivi. Se le successioni sono asintotiche,
ovvero se:
ap ~ b per k — +oo

allora le corrispondenti serie »  ay e Y by sono regolari e hanno lo stesso carattere, cioé
o sono entrambe convergenti o sono entrambe divergenti.

Dimostrazione. Le serie Y ay e Y, by sono regolari perché le successioni {ay} e {bx} sono
a termini positivi. Dato che ap ~ by per k — +oo, allora:
ay

— — 1 per k— +o00
by,

Quindi, per ogni € > 0, esiste m € N tale che Vk > m abbiamo:

1-e< Z—k <l+4+e equndi (1—¢)by<ar<(l+¢e)b, datocheb;>0,Vk
k
Abbiamo quindi dimostrato che (1 —¢) by < ax < (1 + €) by, definitivamente. Quindi
per il teorema del criterio del confronto le serie Y ax e Y by hanno lo stesso carattere.

La prima delle due disuguaglianze implica che se > ap ¢ convergente anche » by ¢
convergente, mentre la seconda implica che se ) a, ¢ divergente anche > by ¢ divergente.
O

Osservazione 2.4

Dato o > 2, la serie Y po | k% é convergente.

Dimostrazione. Con oo = 2 abbiamo:
! ! k— +
— ~ ————  Dper 00
2o kk+1 P

e la serie ) oo m converge (serie di Mengoli). Quindi per il criterio del confronto

asintotico anche Y 77 75 converge.

Con a > 2, la serie & minorante della serie Y -, 2, dato che:

k2>
1 < ! Vk e Nk >
Ta = 2 eNE>1T e a>2
quindi > 72, k% é convergente per il criterio del confronto. O
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e Graficamente, ad esempio con a = 2, abbiamo:

/ \ \ T T \
.......................................
1.5 i e0® |
Sn = Zk 1 %
% Lie |
g
0.5 |
. Gszk%—>0 per k — 400
0 0000000000000 cccoccccotooe covose .
| | | |
0 10 20 30 40 50
k, n

N

J

Esempio 2.1: criterio del confronto asintotico

Determiniamo il carattere della serie:

i5kz+cosk:
3
P 3+2k
Abbiamo:
5k + cosk 5 1 B 5 1
3+2k 2 2 P © 3

quindi la serie é convergente per il criterio del confronto asintotico.

converge

Sn

=Yia3

_ n 5 k+cosk
Sn = k=1 37219

10 20 30 40 20

Autore: Fabio Furini
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Anche se le successioni sono asintotiche le corrispondenti serie potrebbero perd non avere
la stessa somma.

2.1.3 Criterio di condensazione

Teorema 2.5: del criterio di condensazione

Se {ax} € una successione definitivamente decrescente a termini non negativi, allora le

serie Y oo ag e > pey 2F agk sono regolari e hanno lo stesso carattere cioé o sono entrambe

convergenti o sono entrambe divergenti.

e Prima di dimostrare il teorema, consideriamo la successione {3, } delle somme parziali
della successione {2 aq }, ovvero la successione:

e deriviamo due importanti relazioni con la successione {s,} delle somme parziali della
successione {a}, ovvero la successione:

e Osserviamo che, per determinati valori di n, le somme parziali s,, sono:

S1 =ay, S3 =s14+as+ a3 <a;+2as
~— ~—~ ~—~
= S21 = S221 <az
s =s3tas+ as + ag + ar <ar+2axt+4ay
~—~ N~ =~
= 8231 <as <as  <aq
S15 =S87y+ag+ a9 + aig + ail
~ W~
= S94_3 <asg <ag <ag

+ a2 + a13 + ayy + a15 <ay+2a2+4 a4+ 8ag
— O~~~ =~

<ag <as <asg <ag
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Osservazione 2.6

Data una successione {ay} definitivamente decrescente a termini non negativi, abbiamo:

n—1
spoo1 <> 2ap Yn>1 (2.2)
k=0

—_——

=3n—1

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su 2" che

Primo passo dell’induzione. Sia n = 1. Allora I'asserto diventa sq1_; < 2° a; cioé
a1 < aj che é evidentemente vero.

Passo induttivo. Supponiamo che sia vero per 2"~ ! e proviamolo per 2". Per ipotesi
induttiva, abbiamo sgn-1_1 < Zz;g 2 aox. Abbiamo inoltre:

2n—1 n—2 n—1

Sogn_1 = Son-1_1 + E a; quindi  sgn_; < E 2ok Aok 421 Qon—1 = E ok Aok
j=2n—1 k=0 k=0
N——

g =l Agn—1

che é esattamente ’asserto voluto per 2.

e Osserviamo ora che i valori di §,, sono:

So=a1<2a1=2 s , S51=80+2a2<2s14+2a3=2 359
= S90 = Sog1

So=81+4a4<2s3+2a3+2a4=2 s34 (dato che a4 < a3)
—~—

= S§92

S3=S5+8ag<2s4+2a5+2a5+2a7+2a3=2 sg

(dato che ag < a7 < ag < as)

Osservazione 2.7

Data una successione {ay} definitivamente decrescente a termini non negativi, abbiamo:
n
d 2 ay < 2s;m  Yn>0 (2.3)
k=0
-
=Sn
| J
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Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su 2" che
§n S 2 Son n 2 0

Primo passo dell’induzione. Sia n = 0. Allora 'asserto diventa 59 < 2 s90 = 257 cioé
a1 < 2 ap che é evidentemente vero.

Passo induttivo. Supponiamo che sia vero per n — 1 e proviamolo per n. Per ipotesi
induttiva, abbiamo §,_1 < 2 sgn-1. Abbiamo inoltre:

2"
Sn=38n_1+ 2" agn quindi 5, < 28yt Y 2a;=2sm
—— ) —
on 1=2n—141
<Y 2
=2n—141
che é esattamente ’asserto voluto per n. O

e Siamo ora in grado di dimostrare il teorema.

Dimostrazione. Dalla relazione (2.2) abbiamo:
Son_1 < 8p-1, YVn2>1

Quindi se {5,} ¢ convergente, ovvero se ZZO:() 2k aqr € convergente, la sottosuccessione
{san_1} & limitata. Dato che {s,} ¢ monotona tutta la successione {s,} risulta
limitata e convergente per il teorema di monotonia delle successioni. Di conseguenza, se
S22 0 2% agr ¢ convergente anche > 72 | ay ¢ convergente.

Dalla relazione (2.3) abbiamo:
Sp<28m, VYn>0

Quindi se {s, } ¢ convergente, ovvero se > ;- ; aj ¢ convergente, allora la sottosuccessione
{son} ¢ convergente (dato che {s,} ¢ monotona). Di conseguenza per confronto anche
{5,} ¢ convergente ovvero Y ro2¥ ayr converge.

Inoltre dato che {ax} & a termini non negativi non puo essere irregolare, di conseguenza
abbiamo anche:

o oo
Z ap divergente <= Z ok asr divergente
k=1 k=0

che completa la dimostrazione del teorema. ]

s

Data una successione {ay} definitivamente decrescente a termini non negativi, abbiamo

N

Autore: Fabio Furini
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dimostrato che:

o0 oo
Z ay convergente/divergente <= Z 2% ayr  convergente/divergente
k=1 k=0

Quindi la condizione di convergenza/divergenza di > ;- 2% a,r ¢ una condizione necessaria

e sufficiente alla convergenza/divergenza di > ;- | a.
- J

2.1.4 Serie armonica generalizzata

Definizione 2.8: di serie armonica generalizzata

Dato « € R, si dice serie armonica generalizzata la serie ) ., k%

Teorema 2.9: del carattere della serie armonica generalizzata

Dato a € R,

% divergente a + 00 sea <1
la serie armonica generalizzata Z =
k=1 convergente sea>1

Dimostrazione. Abbiamo stabilito che diverge per a < 1. Per o > 1, la successione {k%}
¢ una successione decrescente e a termini positivi. Abbiamo:

D ag =) 2k @ = > (2
k=0 k=0 =

k=0

ovvero una serie geometrica di ragione 21~% che converge se e solo se 217% < 1 ovvero se
1 —a < 0. Quindi per a > 1, per il criterio di condensazione, la serie converge. O

2.1.5 Criterio del passaggio dal discreto al continuo

o Gli strumenti utili a stabilire stime asintotiche di funzioni, si possono usare anche per otte-
nere stime asintotiche di successioni (passaggio dal discreto al continuo) e forniscono
strumenti utili per lo studio del carattere di una serie a termini positivi.
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Esempio 2.2: passaggio dal discreto al continuo

Determiniamo il carattere della serie:

Dall’equivalenza asintotica

abbiamo
— ~ = er k— 400
k 2 P
Percio la serie, a termini positivi, per confronto asintotico con la serie di 1/k? | converge.
- J

Esempio 2.3: passaggio dal discreto al continuo

Determiniamo il carattere della serie:

k+3
E:bg k+2

Abbiamo

k+3 1 1
AL T S T
Ft2 T kr2 k12

Dall’equivalenza asintotica
log(1+¢e(x)) ~e(z) per e(x)—0

abbiamo

1 1+ ! ! ! k— +

0 ~ ~ — er 00

U k+2) Thr27k P

Dunque si tratta di una serie a termini positivi, il cui termine generale ¢ asintotico a 1/k.

Per confronto con la serie armonica, questa serie diverge a 400.
- J

Esempio 2.4: passaggio dal discreto al continuo

Determiniamo il carattere della serie:

(0wl

k=1

Dallo sviluppo di MacLaurin di terzo grado

3
sin (e(z)) = e(z) — (E(;)) + 0((5(:6))3) per &(z) =0
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abbiamo

1 o1 1 1 1 1 1
PR\ e To\®)) Ve P kotee

Percio la serie, a termini positivi, per confronto asintotico con la serie di 1/(6k3) , converge.
- J

2.1.6 Criterio della radice

Teorema 2.10: del criterio della radice

Sia {ay} una successione a termini non negativi. Se esiste il limite:

lim Yay = (€ R*

k—+o0

convergente sel <1 o f=—00
allora la serie Z ar €
divergente a + 00 sef>1 o £ =4o0

Dimostrazione. Supponiamo che limy_, o #ar = ¢ < 1. Poiché ¥a — ¢ € R, allora
per ogni € > 0, esiste m € N tale che Vk > m:

Vap < f+%

Inoltre, dato che ¢ < 1, abbiamo ¢ < 1 — ¢ per un € > 0 opportuno. Per questo ¢ si ha
dunque che, definitivamente:

e\ k
quindi ak<<1—7) , VkE>m

e £
& < — 1-— = =1
ak_€+2<( €)+2 5

_ £
2

£

2) , definitivamente. La serie geometrica:

Abbiamo quindi dimostrato che ag < (1 —

> eNk €
Z (1 — 5) & convergente dato che 1 — 3 <1
k=0

Quindi per il teorema del criterio del confronto la serie di partenza converge.

Supponiamo che limy_, 1, &ar = ¢ > 1. Poiché {/ar — ¢ € R, allora per ogni € > 0,
esiste m € N tale che Vk > m:

Yar > (-

Inoltre, dato che ¢ > 1, abbiamo ¢ > 1 + ¢ per un £ > 0 opportuno. Per questo ¢ si ha
dunque che, definitivamente:

k
Yar > £—§>(1+5)—%:1+§ quindi ak><1+§> , VE>m

Abbiamo quindi dimostrato che aj > (1 + %)k, definitivamente. La serie geometrica:

o0

k
Z (1 + g) ¢ divergente dato che 1+ % >1
k=0

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 26


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Analisi Matematica 1

Quindi per il teorema del criterio del confronto la serie di partenza diverge.
O
' \
Chiaramente questi ragionamenti rimangono rispettivamente validi anche se f = —oo oppure
+00.
. J

Osservazione 2.11

(convergente seb<1

oo divergente seb>1
La serie Zkﬁ-bk con SERDbL>0 &
k=1 convergente seb=1 e /< —1

| divergente seb=1¢e f>-1

Dimostrazione. E una serie a termini non negativi, abbiamo:

VB bk =b-kP/* e lim k%= lim exp é-logk: =1
k——+o0 k—+o00 k
—_——
—0
quindi, per il criterio della radice, con b < 1 converge e con b > 1 diverge. Se b =1, la

serie diventa:
o0 o

1
D= =
k=1 k=1

ovvero una serie armonica generalizzata; con 8 < —1 € convergente, mentre con 8 > —1
¢é divergente. O

Osservazione 2.12

La serie Y yo b* /kF con b > 0 ¢ convergente

Dimostrazione. E una serie a termini non negativi, abbiamo:

bk b
k@:EﬁO per k — 400
quindi la serie converge per il criterio della radice. O
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2.1.7 Criterio del rapporto

Teorema 2.13: del criterio del rapporto

Sia {ay} una successione a termini positivi. Se esiste il limite:

. ar4+1
lim Ve R*
k—+oo ap

convergente sel <1l o £=—00
allora la serie Z ap €
divergente a + 00 sel>1 o £=4o0

Dimostrazione. Supponiamo che limy_, o agpt1/ar = ¢ < 1. Ragionando come nella
dimostrazione del criterio della radice, esiste m € N tale che Vk > m:

Ap41 ( 5)
<(1—-<
ag 2

per un opportuno € > 0. Cio implica, ragionando iterativamente, che:

€ e € e\ k—m-+1
ak+1<<1—§) ak<(1—§> (1—5) ak_1<<<1—§) A

Abbiamo quindi dimostrato che ap < (1 — %)kim am, definitivamente. La serie
geometrica:

> g\ k-—m €
Z <1 — 5) a, € convergente dato che 1 — 3 <1

k=m
Quindi per il teorema del criterio del confronto la serie di partenza converge.

Supponiamo che limg_, . axy1/ar = ¢ > 1. Ragionando come nella dimostrazione del
criterio della radice, esiste m € N tale che Vk > m:

UL (1 + E)
a 2

per un opportuno € > 0. Cido implica, ragionando iterativamente, che:

£ £ £ £ kfm+1
ak+1><1+§) ak><1+§) (1—1—5) ak_1>...>(1+§) A,

Abbiamo quindi dimostrato che ap > (1 + %)k_m Qm, definitivamente. La serie
geometrica:
[o.¢]
g\ k-m €
Z (1 + 5) am, € divergente dato che 1+ 3 >1
k=m
Quindi per il teorema del criterio del confronto la serie di partenza diverge. ]
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Chiaramente questi ragionamenti rimangono rispettivamente validi anche se / = —oo oppure
+00.

Osservazione 2.14
o0 1 B
dog=e¢

k=0
\ J
Dimostrazione. Abbiamo
1/(k+1)! 1
1k =k+1%0 per k — +o0

Percio la serie a termini non negativi converge per il criterio del rapporto. La dimostra-
zione che la somma della serie é uguale ad e verra data in seguito utilizzando le serie di
funzioni. O

2.1.8 Serie numeriche a termini non positivi

e Sappiamo che il carattere di una serie non cambia se ne alteriamo un numero finito di
termini. Di conseguenza, i criteri per le serie a termini non negativi, si applicano anche
alle serie con termini definitivamente non negativi.

e Raccogliendo un segno meno dall’intera serie poi, si vede che questi criteri si possono
applicare anche alle serie a termini non positivi, e quindi alle serie a termini definitivamente
non positivi.

In sintesi, quindi, i criteri visti si applicano alle serie che hanno tutti i termini (tranne un
numero finito) dello stesso segno.

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Autore: Fabio Furini 29


https://github.com/fabiofurini/analisi-matematica-1
https://fabiofurini.github.io/
https://www.diag.uniroma1.it/

Capitolo 3

Serie numeriche a termini di segno variabile

3.1 Serie a termini di segno variabile

Definizione 3.1: di serie assolutamente convergente

Una serie Y ay, é assolutamente convergente se converge la serie Y |a|.

Se una serie Y ay converge assolutamente allora converge.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, sia ng = 0 e consideriamo la seguente serie:

o0

(lax| = ax)
k=0

E una serie a termini nonnegativi in quanto, per ogni k € N, abbiamo:
lag| — ax = —2a, >0 se ap <0
lak| — ax =0 se ap >0

Inoltre per la disuguaglianza triangolare, per ogni k£ € N, abbiamo:

|a| — ar, = |ak| — ak| < |ag| + |ak| = 2|ak]
~——

>0

Dunque per il criterio del confronto tra serie a termini non negativi, abbiamo

oo oo
Z lax| convergente —> Z (Jak| — ax) convergente
k=0 k=0

Dato che per ogni k € N abbiamo aj = |ag| — (|lax| — ax) e che le serie Y 7% |ak| e
> reo(lar| — ax) convergono, abbiamo:

oo oo o0
oar = laxl =D (Jar| — ar)
k=0 k=0 k=0
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ovvero che la serie é data dalla differenza di due serie convergenti. Di conseguenza anche
la serie Yy, ay € convergente. O

e La seguente é una dimostrazione alternativa.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, sia ng = 0 e decomponiamo la successione
{sn} delle somme parziali in due successioni, la prima contenente solo i termini positivi
e la seconda solo i termini negativi:

g = E a, e s, = g —ap  quindi s, =s; — s,
ke{0,1,....,n}: ap>0 ke{0,1,....,n}: ar<0

Di conseguenza ¢ sufficiente mostrare che le successioni {s;} e {s;} sono convergenti
per concludere che {s,} converge, e quindi che la serie ) aj converge.

Osserviamo che {s;} e {s,, } sono successioni monotone non decrescenti e inoltre, per la
disuguaglianza triangolare, abbiamo:

n
se< D lal e sy <D
k=0

D’altro canto, per ipotesi la serie ) aj converge assolutamente, ossia Y |ay| converge,
e quindi la quantita >";_,|ax| ¢ limitata; percio le successioni {s;}'} e {s;, } sono supe-
riormente limitate e non decrescenti, e pertanto convergono, per il teorema di monotonia
delle successioni. O

Esempio 3.1: convergenza assoluta

Determiniamo il carattere della serie:

Abbiamo:

oo
1
=—,VkeNk>1 e Zk—a é convergente per « > 1
k=1

Percio la serie converge assolutamente e quindi converge.
. J

( N\
La convergenza assoluta implica la convergenza ordinaria, detta anche convergenza semplice:

g |ax| convergente = E aj, convergente (3.1)
ma il viceversa non ¢ vero (daremo pitt avanti un controesempio):
E ap convergente % E lag| convergente (3.2)
Quindi la convergenza assoluta é condizione sufficiente ma non necessaria alla convergenza
ordinaria.
. J
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3.1.1 Serie a termini di segno alternato e criterio di Leibniz

e Tra le serie a termini di segno variabile, un caso particolarmente semplice & costituito
dalle serie a segni alterni, per le quali vale il seguente criterio di convergenza.

Teorema 3.3: del criterio di Leibniz

Sia data la serie
oo

Z (—l)k arp con ap > 0,Vk

k=ng

Se la successione {ay} € decrescente e ar, — 0 per k — +oo, allora la serie é convergente.
Inoltre:

2n 2n+1
Sop = Z (—1)k ap | s e Sop+1 = Z (—1)k ag T S per n — +00
k‘:no k:nO
L J

e Le somme parziali di indice pari approssimano la somma s per eccesso e quelle di indice
dispari per difetto.

e [l criterio di Leibniz puo chiaramente essere applicato anche se i termini sono definitiva-
mente di segno alterno e la successione {ay} & definitivamente decrescente.

Esempio 3.2: criterio di Leibniz

Determiniamo il carattere della serie:
o0
1
1k =
EE
k=1
La successione aj = % é decrescente e non-negativa. Inoltre % — 0 per £ — +oo quindi
rispetta le due condizioni del teorema del criterio di Leibniz. Di conseguenza, la serie é
convergente.
4 | N
1} e |
ak:%—>0 per k — 400
05 8
UJQ ) ® e ® o o
0 ®© ®© 0 0.0 000 0 0 0 ¢
5
2
05 s = T (1) o |
* * ° LA B B B I
_1 - | | | | \82n+\1 B | I%;Z—il_\l(_l\)k a};
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N\ ko /
. J
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( N\

g =1 N g g q g
La serie Y o, % converge ed ¢ un controesempio di (3.2), ovvero di serie che converge
ma non converge assolutamente dato che:

00 (_1)k 00 00

B diverge (serie armonica)
k=1

| =
| =

Dimostrazione. Consideriamo la successione delle somme parziali {s,} con ng = 0 e le
due successioni, estratte da questa, {sa,}, € {s2n+1}-

Per {s9,} abbiamo:

sp=ag, S2=8p—a1+ ax <S8y, S4=82—a3+ as < So,
~— ~—

<ay <as

quindi la successione {s2,} ¢ monotona decrescente.

Per {s2,+1} abbiamo:

81 =ag—ai1, 83=S1+ax— a3 =81, S5=S3+as— as = 83,
~— ~—

<asg <as4

quindi la successione {sa,11} & monotona crescente.

Inoltre abbiamo:
81 < Sopt1 = Son — G2nt1 < Sop < So

percid {san4+1} € superiormente limitata e {s2,} & inferiormente limitata. Le due
successioni sono quindi convergenti, per il teorema di monotonia delle successioni.

Le due successioni convergono allo stesso limite, perché
0 < s2p — Son+1 < azp1 =+ 0 per n— 400

Chiamato s questo limite, dato che {ss,} ¢ monotona decrescente e {s2,11} ¢ monotona
crescente abbiamo:

2n 2n+1
Sop = Z (—1)k ag \L S e Son+1 = Z (—]_)k ag T S per n — +00
k‘ZTLQ k:nO

N

Quindi la serie é convergente dato che sgpy1 — s € sy — s per n — 400 e di
conseguenza abbiamo:
Sp, — S per n — +oo
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Corollario 3.4: del teorema del criterio di Leibniz

Data una serie che rispetta le ipotesi del teorema del criterio di Leibniz, abbiamo:

|s — Sml <am+1, YmeN

——
:‘ZEO:erl(_l)k akl

e Per ogni m, 'errore che si commette approssimando s con s,, €, in valore assoluto, mag-
giorato dal valore del primo termine omesso. In altre parole, la coda della serie tende a
un valore minore o uguale a apy1.

Dimostrazione. Poiché
Sont1 T s e Son L 8 per n — 400
abbiamo quindi per ogni n € N:
Sap—1 < 5 < Sap e S2n+1 < 5 < Sop
da cui si deduce
0<s—sop-1 < Son — S2n—1 = a2n e 0 < son — 8 < Sop — San+1 = G2n+1

Percio per ogni m, sia pari che dispari, si ha:

(e 9]

> D ay

k=m+1

Is — sm| = < Gm+1

O

\.

Esempio 3.3: criterio di Leibniz

Determiniamo il carattere della serie:

= k—1
Z(_l)k 2
P k2 +k

Abbiamo:

k—1 k—1 k—1 1
ey k(k—i—l)_O’VkeN’k_ e F D) k—>0 per k — 400

a

quindi la serie non converge assolutamente. La serie pero é decrescente per k > 2 dato che:

k k-1
EEPRACED
—_—— ~——

=Qk+1 =ag

=<4k -2e=k>2

quindi la serie converge per il criterio di Leibniz dato che é decrescente definitivamente.
(& J
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Esempio 3.4: criterio di Leibniz

Determiniamo il carattere della serie:

Abbiamo:

— 0 per k— +o0

inoltre

diverge

| =

1 o0
I >E per k>3 e ;

quindi la serie non converge assolutamente. Dimostrare che la successione {ay} & decrescen-
te per via algebrica é complicato, eseguiamo invece il passaggio dal discreto al continuo.
Abbiamo, perx € Re z > 2:

__logz _1—logx

f'(x) 5

T T

f(z)

<0 per z>e

Ne segue che f & decrescente per x > e; di conseguenza la successione ap = f(k) & de-
crescente per k > 3 (il primo intero > e). Quindi la serie converge per il criterio di
Leibniz.

se Zak converge e Zbk converge  allora Z(ak + by) converge

se Zak converge e Zbk diverge  allora Z(ak + by) diverge

si verifica vedendo la serie come limite della successione delle somme parziali, e applicando

il teorema sul limite della somma.
g J

Esempio 3.5: criterio di Leibniz

Determiniamo il carattere della serie:

X k414 (—1)k k2
> =
k=1

Scomponiamo nella somma di due serie:

Zk+1+ (D2 S k+1 SN (—1)F
Z (-1 _ "’Z( )

3 o 3
k=1 k k=1 k k=1 k

Per la prima serie abbiamo:

kE+1 k+1
?ZO,VICZ]. € k‘3

quindi converge per il criterio del confronto asintotico dato che:

— 0 per k— 400

E+1 1 <1
,;E ~ ﬁ e Z ﬁ converge
=1l

La seconda serie converge per il criterio di Leibniz; quindi la serie di partenza converge.
. J
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Esempio 3.6: criterio di Leibniz

Determiniamo il carattere della serie:

= vk + (1)
S (—k )

k=1

Scomponiamo nella somma di due serie:

00 \/_ 00_1k 001
1 ( V- () )>:Z(\/E) +>l

k=1

La prima serie converge per il criterio di Leibniz; la seconda diverge (serie armonica); quindi
la serie di partenza diverge.

-

Esempio 3.7: criterio di Leibniz

Determiniamo il carattere della serie:

.

i k+1
k=1
Abbiamo: . 3
-1 -1
( IZ :—( k) , VEe Nk >1
inoltre la successione aj = % & decrescente e % — 0 per £ — 400 quindi rispetta le due
_1)k+1
condizioni del teorema. Di conseguenza la serie y -, ( 1,1 converge.
. J
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Capitolo 4

Serie di funzioni

4.1 Serie di funzioni

e Le serie di funzioni sono serie numeriche dipendenti da un parametro x: quando queste
serie convergono per ogni valore & appartenente a un certo intervallo, rappresentano delle
funzioni di nuovo tipo

e Esistono due importanti classi di serie di funzioni: ovvero le serie trigonometriche e le
serie di potenze. Tratteremo solo le serie di potenze, dette anche serie di Taylor, che
si possono vedere come una estensione naturale degli sviluppi di Taylor.

4.1.1 Serie di Taylor delle funzioni trascendenti elementari

e Lo sviluppo/formula di Taylor con resto secondo Lagrange si puo riscrivere nella forma:

"L ) ()
f@) =3 @ - w)* + Ba(a) (1)
k=0 ’
dove l'errore di approssimazione secondo Lagrange ¢é
fOtD (¢ .
E,.(z) = (n—&—l()') (z — xg)" ! (4.2)

e ¢ € un opportuno punto tra xg e x.

Definizione 4.1: serie di Taylor

Se una funzione f ha derivate di ogni ordine, la serie
2 FE) (g
> L) (o - a0t
k=0

é detta serie di Taylor della funzione f centrata in xg.
- J

( A
In un certo punto x € (a,b), se l'errore

E,(z) -0 per n— +4oo

allora la serie di Taylor ¢ convergente e la sua somma equivale a f(x). Cio equivale a dire
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che la somma parziale n-esima della serie ammette limite finito e tale limite & precisamente
f(x). In formule:

~ f¥(z0) K
Too(@) =3 T =20 = (@) per n—+oo
—— k!
polinomio di Taylor =
~ J

Definizione 4.2: funzione sviluppabile in serie di Taylor in un intervallo

Data una funzione f : D — R con derivate di ogni ordine, se
E,(x) — 0 per n— 400, VYxelICD

diremo che f(x) é sviluppabile in serie di Taylor nell’intervallo I.

|\ J

e Esistono funzioni (infinitamente differenziabili) che sono sviluppabili in serie di Taylor su
tutta la retta dei reali, altre che lo sono solo su un intervallo limitato, altre per le quali
I'intervallo si riduce a un punto solo (il punto xp).

e Ci occupiamo ora delle tre funzioni trascendenti elementari:

f(x)=¢€" f(x)=sinx e f(x)=-cosz

che mostreremo essere sviluppabili in serie di Taylor su tutto R. Sono tre funzioni
trascendenti e non algebriche.

e Le funzioni reali di variabile reale si classificano in funzioni algebriche e funzioni
trascendenti. Le funzioni algebriche sono costruite attraverso un numero finito di appli-
cazioni delle quattro operazioni dell’aritmetica, dell’elevamento a potenza e dell’estrazione
della radice n-esima. Le funzioni trascendenti sono tutte le funzioni non algebriche.

4.1.1.1 La serie di Taylor della funzione esponenziale

Esempio 4.1: formula/sviluppo di MacLaurin dell’esponenziale

Formula/sviluppo di MacLaurin con resto secondo Lagrange di ordine n dell’esponenziale:

c 2 $3 " eC

n+1l __ x n+1
A IR TR s :
CES Ltetotgt At s on cel0a]
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\

(& J

Osservazione 4.3: serie di Taylor della funzione esponenziale

VreR, €= Z T
k=0

Dimostrazione. Dallo sviluppo di MacLaurin con resto secondo Lagrange all’ordine n di
e”, abbiamo che per ogni intero n ed x € R esiste un punto ¢, compreso tra 0 e x, tale
che:

® k c

€T (&
et — o xn+1

- k! n+1)!
o (el
Fissiamo zx e facciamo tendere n a +o0o. Il punto ¢ pud variare con n ma, essendo sempre

compreso tra 0 e x, abbiamo:

. e’ se x>0
S
1 se <0

e e’ = 1, quindi e si mantiene limitato. Dal teorema della gerarchia di infiniti abbiamo:

In+1

m—)O per n — +oo

quindi ’errore tende a zero, ovvero:
xn+1

@
———e“"—=0 per n — 4+
(n+1)!

dato che é un prodotto di una successione infinitesima per una limitata. Abbiamo quindi
dimostrato che la funzione e® si puod scrivere come somma di una serie di potenze, la sua
serie di Taylor, convergente per ogni x € R. O
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Osservazione 4.4

(4.3)

Dimostrazione. Basta settare x uguale a 1 nella serie di Taylor della funzione
esponenziale. O

e Abbiamo derivato una seconda definizione del numero di Nepero, la prima era:

e Di conseguenza abbiamo due metodi per il calcolo approssimato del valore di e:

1. 11 primo metodo si basa sulla formula (4.4), e fissando k = n abbiamo I’approssima-

zione: X
e~ (1 + >
n

2. Il secondo metodo si basa sulla formula (4.3), e calcolando la somma parziale n-esima
abbiamo ’approssimazione:
n
1
ex ), ]
k=0

(1+ %)n > k=0 % €
n =1 | 2,0000000000... 2,0000000000... 2,7182818284...
n =2 | 2,2500000000... 2,5000000000... 2,7182818284...
n=3 | 2,3703703704... 2,6666666666... 2,7182818284...
n =4 | 2,4414062500... 2,7083333333... 2,7182818284...
n=2>5 | 2,4883200000... 2,7166666666... 2,7182818284...

Autore: Fabio Furini
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e>Yr om e>(1+3)"

50

e Il secondo metodo ¢ quindi molto piu efficiente ad approssimare il valore di e

J

4.1.1.2 Le serie di Taylor delle funzioni trigonometriche elementari

Esempio 4.2: formula/sviluppo di MacLaurin del seno e del coseno
Formula/sviluppo di MacLaurin con resto secondo Lagrange di ordine dispari del seno:
(2 k+2)( )
sin c
ine =T 2 k+2
stz =T kn (@) + 5779
3 5 2 k+1 . (2 k+2)
N T sin (€) 9kio
=r——+—4+...4+ (-1 € [0,
gty Tt Grr it @R ¢ oon ¢ 0]
1 ‘| Fl X . - x
/ |‘ ( ) ',' i 3 LN == T5 (.T)
0.5 % .
'-‘ — sinx “‘ :
= 0 o ‘.‘ ‘T7 (z) S
—05 ks N\ o
—1F ~‘.' o i “ n
- -z 0 z T
\_ . %

Autore: Fabio Furini
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Formula/sviluppo di MacLaurin con resto secondo Lagrange di ordine pari del coseno:

cos(? kH)(C) 2 k+1
(2k+1)
2 4 2k

(2 k+1)
=1_$_+T/_+...+(_1)k r o () 2?2 con ¢ € [0,1]

cosx =Ty p(x) +

2! T 2k+1)

o0 L o0 L
R, sinz=Y (=1)) — =Y (-1
Ve € R, sinz kZ:O( ) CESE CoS T kZ:O( ) oh)

Dimostrazione.

4.2 Serie nel campo complesso
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