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Derivate di funzioni elementari
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1 Funzioni derivate di funzioni elementari

* Deriveremo nel seguito le funzioni derivate di alcune delle principali funzioni elementari.

Osservazione 1

Data la funzione f(x) = ¢ con c € R costante, la funzione derivata é f'(x) = 0.

Proof. Abbiamo:
fx+h)-fx) c-c

=0
h h
quindi
Fa=lim LED @ 620
h—0 h h—0

1.1 Funzioni derivate di funzioni potenza

Osservazione 2

Data la funzione f(x) = x" con n€ N, n = 1, la funzione derivata & f'(x) = n x"*"L.

Proof. Abbiamo dalla formula del binomio di Newton:

fa+m—fo) @+ —x" Tiy () xR —x"

h h h
_ Xenx" T h+ YR, (7)) xR Rk - xn
h
—k pk
— nxn—1+ ZZZ (Z) x" h
h
quindi
+h) — n n xn—k hk
flx)= }lin% f })z f _ }lin})n X"y Zk=2 () =nx"!
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Proof. Con n =2, abbiamo:

_ 2_ 2 2 2_ .2
flx+h) f(x):(x+h) X _x +2xh+h"—x ol
h h h
quindi
f'(x):limf(x+h)_f(x):lim2x+h:2x
h—0 h h—0

Osservazione 3

Data la funzione f(x) = x® con a € R, la funzione derivata & f'(x) = a x*~! per x > 0.

Proof. Sia x > 0. Abbiamo:

h h h
(1+§)a—1 ol
=x*- - Nx‘)‘-szax‘)‘_1 per h—0

abbiamo usato il limite notevole

(1+e(m)*~1~ae(h) per eh)—0

dove Y
s(h):;—>0 per h— 0.
Quindi
h) —
f'(x) = lim fxrm - =lim ax®'=ax%!
h—0 h h—0
O
fx) =x1° fl(x)=10x (perxeR)
fy=1=x7" flx)=-%  (perx>0)
f=vx=x: flo=3=  (erx>0




1.2 Funzioni derivate di funzioni trigonometriche elementari

Osservazione 4

Data la funzione f(x) = sin x, la funzione derivata é f'(x) = cos x.

Proof. Abbiamo utilizzando le formule di addizione:

fx+h)—f(x) sin(x+h)—sinx sinxcosh+sinhcosx—sinx

h h h
_ sinx cosh—1 N Sinhcosx
a h h

Usando il limite notevole

1-cosh 1
T—’E per h—>0
abbiamo
cosh—-1 1-cosh 1
T:h' —T N—Eh per h-’O
——

—»—% per h—0

Usando il limite notevole

sinh

—1 per h—0

abbiamo
sinh
3 cosx~cosx per h—O0.
Allora
+h)— h—1 sinh
fl(x)= }11_1% fx l)z G = }Zi_rgsinx Cosh + sn;l Ccos X

.. 1
=limsinx |—= h|+cosx =cosx
h—0 2

Osservazione 5

Data la funzione f(x) = cos x, la funzione derivata é f'(x) = —sin x.




Proof. Abbiamo utilizzando le formule di addizione:

fx+h) - f(x) 3 cos(x+ h)—cosx B cosxcosh—sinxsinh—cosx 3

h h h
_Cosxcosh—l Sinhsinx
B h h

e, usando i ragionamenti della prova precedente, abbiamo:

fx+h)—f(x) limcostOSh_l B Sinhsinx
h =0 h h

/ 1
£l =l

. 1 . .
= }llm CoSX (—— h) —sinx=-sinx
-0

1.3 Funzioni derivate della funzione esponenziale e logaritmica in base e

Osservazione 6

Data la funzione f(x) = e*, la funzione derivata é f'(x) = e*.

Proof. Abbiamo

f(x+hlf)l_f(X) = ex+};l_ex =e*. ehh_ 1 ~ e* per h—0
usando il limite notevole
h
-1
¢ — 1 per h—0.

quindi
fxrm-f» =lime*=¢"
h h—0

/ RT
o=l

Osservazione 7

Data la funzione f(x) = logx, la funzione derivata é f'(x) = %




Proof. Abbiamo:

h
f(x+h)—f(x)_log(x+h)—logx_108(1+;) h1_1
N - n T h xh ox P

dove abbiamo usato il limite notevole

log(1 +&(h)) ~ e(h) per €(h) — 0,

h
e(h)z;—»O per h— 0.

quindi
fx+h) - f(x) _ liml _ l
h h—0Xx X
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Esempio 2: Retta tangente

Calcoliamo I'equazione della retta tangente al grafico della funzione

f(x) = e* nel punto di ascissa x =2
Abbiamo f(2) = €2, f'(x) = ¥, f'(2) = €2, quindi la retta tangente nel punto (2, €?) &

y=f@Q+f2(x-2) =e*+e* (x-2)
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Esempio 3: Retta tangente

Calcoliamo I'’equazione della retta tangente al grafico della funzione
f(x) = x> nel punto di ascissa x =2
Abbiamo f(2) =8, f'(x) =3x?, f'(2) = 12, quindi la retta tangente nel punto (2,8) &:

y=f@+f2(x-2)=8+12(x-2)

T




	Funzioni derivate di funzioni elementari
	Funzioni derivate di funzioni potenza
	Funzioni derivate di funzioni trigonometriche elementari
	Funzioni derivate della funzione esponenziale e logaritmica in base e


