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Introduzione alle norme
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Introduzione alle norme

» Una norma ¢é una funzione matematica che assegna ai vettori
una lunghezza (o dimensione) non negativa.

» Esistono molti tipi diversi di norme, ma tutte condividono tre
proprieta essenziali che ne garantiscono un comportamento
coerente e significativo.
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Definizione: norma

Una funzione || - || : R” — R si dice norma se soddisfa le seguenti
tre proprieta per tutti i vettori p, w € R” e per tutti gli scalari
AeR:

1. Non negativita e definitezza:

lpl[=0 e |[lp[|=0+=p=0

2. Omogeneita assoluta (o scalabilita):

[Apll = APl

3. Disuguaglianza triangolare (o subadditivita):

lp+wll < lp[| + [[wl
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> Non negativita e definitezza conferiscono alla norma un
significato affidabile di “dimensione” o “lunghezza".
Garantiscono che la norma non sia mai negativa e che |'unico
vettore di lunghezza nulla sia il vettore nullo.

» L’omogeneita assoluta garantisce che moltiplicando un
vettore per uno scalare la sua lunghezza venga scalata in
proporzione. Cio corrisponde all’intuizione: allungare un
vettore lo rende pit lungo nella stessa proporzione, mentre
invertirne il verso non ne cambia la lunghezza.

» La disuguaglianza triangolare esprime I'idea che fare una
deviazione non pud essere pitl breve che andare direttamente.
In altre parole, combinando due spostamenti non si pud
ottenere una lunghezza maggiore della somma delle loro
lunghezze, in accordo con l'intuizione “la linea retta é la piu
breve’ alla base del concetto di distanza.
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» Norme diverse possono mettere in risalto aspetti diversi di un
vettore (ad esempio la sua componente piu grande, la somma
dei valori assoluti o la lunghezza geometrica), ma rispettano
tutte questi assiomi fondamentali.
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Riepilogo

Norme:
» Unanorma | - || : R” — R assegna a ogni vettore una
lunghezza non negativa

» Tre proprieta che la definiscono: non negativita e
definitezza, omogeneita assoluta, disuguaglianza
triangolare

» Norme diverse misurano aspetti diversi di un vettore, ma
soddisfano tutte questi assiomi

Prossimi passi:

» Studiamo le norme £y, £», ¢, generalizzata e {4, € poi le
confrontiamo
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Norma /4
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Introduzione: norma ¢

» In questa sezione introduciamo la norma /7, che misura un
vettore mediante la somma dei valori assoluti delle sue
componenti

» In R? corrisponde alla distanza percorsa lungo una griglia di
strade (distanza Manhattan)

» Vedremo la sua interpretazione geometrica, la sua palla
unitaria (un rombo) e dimostreremo che soddisfa le tre
proprieta di una norma
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Norma /4

Definizione 1: norma /¢;

La norma (1 (detta anche norma della somma o norma
Manhattan) di un vettore colonna

P1
P2
cR"
Pn
p

é il numero non negativo definito come:

n
bl =" Ipi
j=1
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» La norma {; rappresenta la somma dei valori assoluti di tutte
le componenti.

» In R2, la norma /1 corrisponde alla distanza Manhattan (la
distanza che un taxi percorrerebbe su una rete stradale a

griglia).

» La norma ¢; &€ molto usata nella statistica robusta e
nell'ottimizzazione sparsa (ad esempio, la regressione Lasso).
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Esempio: norma /¢

Consideriamo i vettori:

1
_ 3 2 o 2 4
p—<_4>€R, w = 9 eR
3
Le loro norme #¢1 sono:
3
()]s
1
1
2
S|l =RFRIA =2+ 3 =8
3

1
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» La norma /1 di un vettore colonna in R” rappresenta la
somma dei valori assoluti delle sue componenti.

» In R?, essa corrisponde alla distanza Manhattan (la distanza
percorsa lungo le linee di una griglia):

X2

Autore: Fabio Furini
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(

p1
P2

— ' —
p1
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Palla unitaria della norma ¢;

» In due dimensioni, tutti i punti con norma ¢; minore o uguale
al
{x eR2: |xli < 1)

sono i punti che giacciono sul bordo o all'interno di un rombo
(un quadrato ruotato di 45°) centrato nell'origine.

1, -
L0
1k .
| |
-1 0 1
X1
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Mostriamo ora che la norma /; soddisfa le tre proprieta
fondamentali che definiscono una norma.
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Non negativita e definitezza

Osservazione 1: Non negativita e definitezza

Per ogni vettore colonna p € R", si ha:

[pl: =0 e |[plli=0+=p=0
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Dimostrazione: non negativita e definitezza

Non negativita e definitezza.

Dalla definizione, ||pll1 = > 7 [pjl.

Non negativita: poiché |p;| > 0 per ogni j e la somma di numeri
non negativi & non negativa, si ha ||p|js > 0.
Definitezza:

(=) Se ||pll1 =0, allora >>7_,; |p;| = 0. Poiché ogni |p;| >0, la
somma ¢ nulla solo se |p;| = 0 per ogni j, quindi p = 0.

(<) Se p=0, allora ||p||; = 0.
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Omogeneita assoluta

Osservazione 2: Omogeneita assoluta

Per ogni scalare \ € R e ogni vettore colonna p € R", si ha:

A plly = Al {lpllx
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Dimostrazione: omogeneitd assoluta

Dimostrazione.
Per ogni scalare A € R e ogni vettore colonna p € R”, si ha:

IApll =YX pjl
j=1

n
= I\ Ip
j=1
(proprieta del valore assoluto)
n
= AD Il
j=1

= [Alllpll

O
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Disuguaglianza triangolare

Osservazione 3: Disuguaglianza triangolare

Per ogni coppia di vettori colonna p,w € R", si ha:

lp+wll < lpll + [[wl]
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Dimostrazione: disuguaglianza triangolare

Dimostrazione.
Per ogni coppia di vettori p, w € R", si ha:

n
lp+wly=>"Ipj+ wjl
j=1

n
<> (pil + Iw)
j=1
(disug. triang. per il valore ass.)
n n
= lpil+ > wil
j=1 j=1

= [Pl + w1
O
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Riepilogo

Norma ¢; (norma Manhattan):
> |lplli = >=7_1 |pjl: somma dei valori assoluti delle componenti
» In R2: distanza Manhattan (distanza percorsa lungo le linee di
una griglia)
» Palla unitaria in R?: rombo di vertici (£1,0) e (0,41)

» Soddisfa non negativita e definitezza, omogeneita assoluta e
disuguaglianza triangolare
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Norma /5
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Introduzione: norma ¢5

» In questa sezione introduciamo la norma ¢> (norma
euclidea), il modo piu comune di misurare la lunghezza di un
vettore

» E 'usuale distanza dall’origine e discende dal teorema di
Pitagora

» Vedremo la norma della somma e della differenza di due
vettori, la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz, le proprieta
di una norma e la disuguaglianza triangolare (anche inversa)
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Norma /5

Definizione 2: norma ¢»

La norma (, (detta anche norma euclidea) di un vettore
colonna

Pn
p

é il numero non negativo definito come:

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 26 / 116 % %\/\‘I“”\/A


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

» Quando il pedice é omesso, cioé quando scriviamo ||p|| invece
di ||p||2, si sottintende la norma /5.
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Esempio: norma ¢; (1/2)

» Consideriamo i due vettori:

er + ()er

Le loro norme sono:

)
IG)

— V12142 =11 16 =17

2

= V42 4+12=16+1=V17

2
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Esempio: norma ¢; (2/2)

» Consideriamo i quattro vertici del rombo che costituisce la
palla unitaria ¢1 in R?:

o) () () ()

Le loro norme sono:

)l = o= G-
(D], =i (5

V2412 =1

=4,/02+(-1)2=1

2
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» La norma /, di un vettore colonna in R" rappresenta la sua
distanza euclidea dall’origine.
> Questa interpretazione discende dal teorema di Pitagora,
come illustrato in R? nella figura seguente:
)
p2

p2

I
3

X2

N
T T
N =
"

P1
X1
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Palla unitaria della norma /5

» In due dimensioni, tutti i punti con norma £, minore o uguale
al
xeR?: x|, < 1}

sono i punti che giacciono sulla o all'interno della
circonferenza unitaria centrata nell origine.

[y
o
—
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Norma della differenza
Dati due vettori colonna

P1 wi
P2 w2
]l eR” e ) cR"
Pn Wh
—— ——
p w

la norma della differenza dei due vettori é:

Questa quantita corrisponde sia alla distanza euclidea tra i due
punti p e w, sia alla lunghezza della diagonale del
parallelogramma generato da tali punti, che parte da uno e punta

1
verso |'altro.
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Esempio: norma ¢, della differenza

Consideriamo i due vettori:

er o ()er

La norma della differenza dei due vettori &

G-

= L2+ (4-1p
2

= /(-3 +32 = Va1 0= ViE=3V2
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X2
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'
]
'
'
]
'
] __—"
' ="
[} -="
"___-' V17
| |
X1
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Norma della somma

Dati due vettori colonna

P1 wy
P2 w2
1 eR" e | eR”
Pn Whn
—— N——
P w

la norma della somma dei due vettori é:

lp+wl2=

Questa quantita rappresenta la lunghezza della diagonale del
parallelogramma generato dai vettori p e w, entrambi applicati
nell’origine.
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Esempio: norma /5 della somma

Consideriamo i due vettori:

er o ()er

La norma della somma dei due vettori é&:

0+ ()],

2

Autore: Fabio Furini Algebra lineare

36 / 116 % SAPIENZA


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Osservazione 4: Disuguaglianza di Cauchy—Schwarz

Per ogni coppia di vettori colonna p,w € R", si ha:

p" w| < |pll2 [|w|]
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Dimostrazione: Cauchy-Schwarz (1/3)

Dimostrazione della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (1/3).
Se p = 0 oppure w = 0 (o entrambi), la disuguaglianza &

ovviamente verificata.

Supponiamo p # 0 e w # 0. Consideriamo il vettore:

u=ap+pw, con o, €R

Algebra lineare 39 / 116 % M\" NZA
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Dimostrazione: Cauchy-Schwarz (2/3)

Dimostrazione della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (2/3).
Per ogni o, 8 € R, si ha:

du=(ap+Bw)(ap+pw)
>0

=?p p+2afp w+w w>0

Scegliamo ora:
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Dimostrazione: Cauchy-Schwarz (3/3)

Dimostrazione della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (3/3).

Sostituendo, otteniamo:

(w' w)? p' p—2 (p' w)? (w' w)
+(p W) (W' w)

=w'w (W w)p' p—(p'w)?) >0
Poiché w’ w = ||w/||3 > 0, dividendo entrambi i membri si ottiene:

(0 WP <p pw w
— 1o W< p VW w = pl]> |wl)

O
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Mostriamo ora che la norma /¢, soddisfa le tre proprieta
fondamentali che definiscono una norma.
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Non negativita e definitezza

Osservazione 5: Non negativita e definitezza

Per ogni vettore colonna p € R", si ha:

[pl2=0 e [pllo=0+=p=0
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Dimostrazione: non negativita e definitezza

Non negativita e definitezza.

Dalla definizione, ||pll2 = VP p.

Non negativita: poiché p'p =7, p? >0, si ha [|p[l2 > 0.
Definitezza:

(=) Se llpll2 =0, allora 3°7_; pJ? =0. Poi.c|.1é c.)gni pJ? >0, la
somma ¢ nulla solo se p; = 0 per ogni j, cioe p = 0.

(<) Se p=0, allora [|p2 = 0.
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Omogeneita assoluta

Osservazione 6: Omogeneita assoluta

Per ogni vettore colonna p € R" e ogni scalare \ € R, si ha:

1A pll2 = Al {lpll2

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: omogeneitd assoluta

Omogeneita assoluta (norma /,).

Per ogni scalare A € R e ogni vettore colonna p € R", si ha:

A pll2 =

\

n

> (A p)

j=1

n

>

j=1

= [Alllell2

O]
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Disuguaglianza triangolare

Osservazione 7: Disuguaglianza triangolare

Per ogni coppia di vettori colonna p,w € R", si ha:

lp+wll2 < lpll2 + [[wll2
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Dimostrazione: disuguaglianza triangolare

Disuguaglianza triangolare (norma /).
Per ogni coppia di vettori p, w € R”, si ha:

lp+wl3=(p+w) (p+w)
=|pl3+ |wl3+2p w

< Iplz + Iwl3 +2[Ipll2 lwll2
(per la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz)

2
= (llpll2 + [lw]l2)

Di conseguenza:

lp+wl2 < llpll2 + [[wll2

O
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» In R?, la disuguaglianza triangolare afferma che in ogni
triangolo la somma delle lunghezze di due lati qualsiasi é
maggiore o uguale alla lunghezza del lato rimanente.
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Esempio: disuguaglianza triangolare (1/2)

Consideriamo i due vettori ( ) cR?e ( ) € R2: si ha:

IGL= G

0L
5V2 < V17 4+ V17
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» Un'altra forma della disuguaglianza triangolare é:
[rll2 < [Ir = sl[2 + [Is]2

cioé
Irll2 = llsll2 < |Ir — s|l2, Vr,s €R"

» Per ottenerla, basta porre nella disuguaglianza triangolare:

p=r—s, w=s
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Disuguaglianza triangolare inversa

Osservazione 8: disuguaglianza triangolare inversa

Per ogni coppia di vettori colonna p,w € R", si ha:

lipll2 = [[wll2| < [lp — wll2
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Dimostrazione: disuguaglianza triangolare inversa

Disuguaglianza triangolare inversa.
Per ogni coppia di vettori p, w € R", si ha:

lp—wl=(p—w) (p—w)
= llpll3 + [wl3 —2 p" w

> [|pl3 + [lwl3 2 |lpll2 [w]
(per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

2
= (llpll2 = lwll2)
Di conseguenza:
llpll2 = llwll2] < llp — wl|2

O
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» In R?, la disuguaglianza triangolare inversa afferma che in
ogni triangolo la lunghezza di ciascun lato & maggiore o
uguale alla differenza tra le lunghezze degli altri due lati.
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Esempio: disuguaglianza triangolare inversa (1/2)

Consideriamo i due vettori < >

Q)

\/7

I6)-)

>€R2 si ha:

-
Ul

]m

Autore: Fabio Furini

V17| <
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X2

Autore: Fabio Furini

[
1
[
[}
. 3\/5
1
V17 ,
]
[
1
1
[l
]
] __—"
' ="
] -
"___-' V17
| \
X1
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Riepilogo (1/2)

Norma ¢, (norma euclidea):
> lpll= />0y pJ? = /p’ p: distanza euclidea dall’origine
(teorema di Pitagora)
> Palla unitaria in R?: il cerchio unitario

> ||p — wl é la distanza tra p e w; ||p+ w||2 & la lunghezza
della diagonale del parallelogramma

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 58 / 116 % S\{\"’”\WA
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Riepilogo (2/2)

Disuguaglianze:
» Cauchy-Schwarz: [p' w| < ||p|l2 ||w]|2

» Disuguaglianza triangolare: ||p+ w|> < ||pll2 + ||w]2
(dimostrata tramite Cauchy—Schwarz)

» Disuguaglianza triangolare inversa: |||p|l2 — [|w|2] < [|p — w||2
Proprieta:

» La norma ¢, soddisfa non negativita e definitezza, omogeneita
assoluta e disuguaglianza triangolare

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 59 / 116 % S\{\"’”\WA
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Norma /> generalizzata

utore: Fabio Furini Algebra lineare 60 / 116 % SAPIENZA
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Introduzione: norma ¢, generalizzata

» In questa sezione estendiamo la norma ¢, mediante una
matrice simmetrica definita positiva Q, che pesa ed
eventualmente correla le componenti del vettore

» In R?, la palla unitaria diventa un’ellisse, la cui forma e
orientazione dipendono dagli autovalori e dagli autovettori di Q

» Vedremo tre esempi, la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz
generalizzata e le tre proprieta di una norma

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 61 / 116 % S\‘/\‘"’”\\j/j\
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Norma ¢, generalizzata

Definizione 3: norma /> generalizzata

Data una matrice simmetrica definita positiva

qi1 912 ... din
g21 g2 ... Q2p c RN
dnl 49n2 --- Qnn

Q

la norma (» generalizzata di un vettore colonna p € R" é:

n n
> aipip;

i=1 j=1

VP Qp

lplle =

X D
Autore: Fabio Furini Algebra lineare 62 / 116 % %\/\‘{”\/A
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Proprieta della norma ¢, generalizzata

» La norma /> generalizzata estende la norma euclidea
standard introducendo una matrice definita positiva @, che
pesa ed eventualmente correla le componenti del vettore.

» Quando @ ¢é la matrice identita /, la norma ¢, generalizzata si
riduce alla norma ¢» standard.

P> La matrice Q deve essere definita positiva per garantire che
p'Qp > 0 per ogni p € R”", cosi che la radice quadrata sia ben
definita, e che p’Qp = 0 solo per p = 0.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 63 / 116 % S\‘/\‘"’”\\j/j\
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Palla unitaria della norma ¢, generalizzata

» In due dimensioni, tutti i punti con norma ¢, generalizzata
minore o uguale a 1

{x €eR?:|xllg <1}

sono i punti che giacciono sul bordo o all'interno di un’ellisse
centrata nell’origine, la cui dimensione, forma e rotazione sono
determinate dalla matrice @.

» In particolare, gli autovettori di @ determinano gli assi
principali e I'orientazione, mentre gli autovalori determinano le
lunghezze dei semiassi.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Esempio: norma ¢, generalizzata (1/3)
In R?, consideriamo la seguente matrice diagonale definita positiva

(o3

Poiché Q é diagonale, gli autovalori sono gli elementi diagonali:
A1 =4, =1

e gli autovettori sono i vettori della base canonica:

vy = (é) (per A1 = 4), vy = (2) (per \2 =1)

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 65 / 116 % S\N)HA\](/A\
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Esempio: norma ¢, generalizzata (2/3)

Lunghezze dei semiassi e orientazione:
1 1

. . . 1 1 l
» Le lunghezze dei semiassi sono vorinivinl i
1 _ 1 _q
VA2 V1 '

» Poiché gli autovettori sono allineati con gli assi coordinati,
I'ellisse non € ruotata.

» Gli assi principali coincidono con gli assi x; e x».

L'insieme dei punti con norma ¢, generalizzata < 1 é:

{xeR?:|x|]lg <1} = {XERZZ\/4X12+X22§1}

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 66 / 116 % S\N’”\W\
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Esempio: norma ¢, generalizzata (3/3)

11
L0
i]_,
\ \
_1 0 1
2 2
X1

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Esempio: norma ¢, generalizzata (1/3)

In R?, consideriamo la seguente matrice diagonale definita positiva

(0

Poiché Q ¢ diagonale, gli autovalori sono gli elementi diagonali:

A=

e gli autovettori sono i vettori della base canonica:
1 1 0 1
vi (0) (perd=g), w2 <1> (per A2 = 7)

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 68 / 116 % S\N)HA\](/A\
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Esempio: norma ¢, generalizzata (2/3)

Lunghezze dei semiassi e orientazione:

> . . . 1 1 .
Le lunghezze dei semiassi sono Norinlviv-i e
1 1 _
Va2 T \/1/4 2

» Poiché gli autovettori sono allineati con gli assi coordinati,
I'ellisse non € ruotata.

» Gli assi principali coincidono con gli assi x; e xo.

L'insieme dei punti con norma £, generalizzata <1 é&:
x2 X2
{xeR?: ||x]|lg <1} =<{xeR?: 5*?251

2 2
:{xeR2:X1+X2<1}

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 69 / 116 % S\N’”\W\
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Esempio: norma ¢, generalizzata (3/3)

I I
2 .
0p ¢ i
2L .
| |
-3 0 3
X1

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 70 / 116 % S\{\\ W
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Esempio: norma ¢, generalizzata (1/4)

In R?, consideriamo la seguente matrice simmetrica definita positiva

2 -1
Q=
-1 2
Gli autovalori di Q si trovano risolvendo |'equazione caratteristica:

2—-X -1

det(Q—\I) = det ( 1 2-x

) — (27)\)24 =\ —4)\+3=0

da cui si ottiene:
A =1, X =3

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 71 / 116 % S\N)IL\](/A\
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Esempio: norma ¢, generalizzata (2/4)

Gli autovettori corrispondenti sono:

vy = <1> (per A1 = 1), vy = (_11> (per A = 3)

Lunghezze dei semiassi e orientazione:

» Le lunghezze dei semiassi sono 1= = L =1e¢ L. = 1
g€ VA1 V1

Va2 T V3
» Poiché gli autovettori non sono allineati con gli assi
coordinati, I'ellisse é ruotata.

» Gli assi principali coincidono con le direzioni degli autovettori.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 72 / 116 % S\N’”\W\
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Esempio: norma ¢, generalizzata (3/4)

L'insieme dei punti con norma ¢, generalizzata <1 é:

{xeR?:|xq <1}

= {(Xl) eR?: \/2x12 — 2X1X0 +2x22 < 1}
X2

= {<X1> ER?:2x¢ — 2x1x0 + 255 < 1}

X2

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Esempio: norma ¢, generalizzata (4/4)

S
\) |

X2
o

Sl

=

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Disuguaglianza di Cauchy—Schwarz generalizzata

Osservazione 9: disuguaglianza di Cauchy—Schwarz gene-

ralizzata

Per ogni matrice simmetrica definita positiva Q € R" " e ogni
coppia di vettori colonna p,w € R", si ha:

P Qw|<|pleo lwlle

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Dimostrazione: Cauchy-Schwarz generalizzata (1/3)

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz generalizzata (1/3).
Se p = 0 oppure w = 0 (o entrambi), la disuguaglianza &

ovviamente verificata.

Supponiamo p # 0 e w # 0. Consideriamo il vettore:

u=ap+pw, con o, €R

Algebra lineare 76 / 116 % M\" NZA

Autore: Fabio Furini


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: Cauchy-Schwarz generalizzata (2/3)

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz generalizzata (2/3).
Allora, per ogni o, 8 € R, si ha:

VQu=(ap+8w)Q(ap+pw)
>0

=a’p Qp+208p Qw
+B82w Qw>0

dove abbiamo usato w’ Q p = p’ Q w, che vale perché Q ¢
simmetrica.

Scegliamo ora:
a=w Qw, B=-p Qw
[

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 77 / 116 % W el
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Dimostrazione: Cauchy-Schwarz generalizzata (3/3)

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz generalizzata (3/3).
Sostituendo, si ottiene:

wQw (W Qw)p Qp—(p Qw)’) >0

Poiché w' Q w = ||w||% > 0, dividendo entrambi i membri si
ottiene:

P Qw)l<pQp wQw

— P Qw<VPQpVw Qw=|plglwle

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 78 / 116 % S\N)]I”\IK/A
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ostriamo ora che la norma ¢, generalizzata soddisfa le tre
Most he | 14 lizzata soddisfa le t
proprietd fondamentali che definiscono una norma.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 79 / 116 % W’” P23
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Non negativita e definitezza

Osservazione 10: Non negativita e definitezza

Per ogni matrice definita positiva Q@ € R"*" e ogni vettore
colonna p € R", si ha:

lplle =0 e |ple=0+=p=0

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: non negativita e definitezza

Non negativita e definitezza.

Per definizione, ||pll@ = VP’ Q p. Poiché Q é definita positiva, si
hap’Qp>0perognip#0,e0 Q0=0.

Non negativita: ||p|lo =vpP' Qp > 0.

Definitezza:

(=) Se |lpllg =0, allora p’ Q p =0, il che implica p = 0 (poiché
Q ¢ definita positiva).

(<) Se p=0, allora ||p|]|g = 0.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 81 / 116 % S\N)IL\](/A\
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Omogeneita assoluta

Osservazione 11: Omogeneita assoluta

Per ogni matrice definita positiva @ € R"*", ogni scalare A € R
e ogni vettore colonna p € R", si ha:

IAplle = Al llplle

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: omogeneitd assoluta

Omogeneita assoluta.
Per ogni scalare A\ € R e ogni vettore p € R":

Z Z qijA pPi A pj
\ i=1 j=1

:\ZZ)\z qij Pi Pj

i=1 j=1

A plle =

n n
=X DD aipip

i=1 j=1
=[Alllpllq
L]

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 83 / 116 % W P23


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Disuguaglianza triangolare

Osservazione 12: Disuguaglianza triangolare

Per ogni matrice definita positiva Q € R"™" e ogni coppia di
vettori colonna p,w € R", si ha:

lp+wle <llplle +wllq

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: disuguaglianza triangolare

Disuguaglianza triangolare.
Per ogni p,w € R”, si ha:

lp+wl|y=(p+w)Q(p+w)
=lplo+Iwlag+2p Qw

<llplg +Iwlg +2llple Iwle
(Cauchy—Schwarz generalizzata)

= (Iplle + wlo)?

Di conseguenza:

lp+wllg <plle+Iwle

O

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 85 / 116 % S\N el
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Riepilogo

Norma /> generalizzata:
» |lpllo = VP Qp, con Q simmetrica definita positiva
» Si riduce alla norma ¢ standard quando Q =/

» Palla unitaria in R?: un'ellisse: gli autovettori di Q danno gli
assi principali, gli autovalori A; i semiassi 1/v/\;

v

Cauchy—Schwarz generalizzata: |p'Qw| < ||pllq||w|q

v

Soddisfa le tre proprieta di una norma

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 86 / 116 % S\‘/\‘"’”\\j/j\
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Norma f~

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 87 / 116 % S\N’”\W\
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Introduzione: norma /,,

» In questa sezione introduciamo la norma /., che misura un
vettore mediante la sua componente piu grande in valore
assoluto

» E utile quando interessa il caso peggiore, cioé lo scostamento
pitt grande tra tutte le componenti

» Vedremo la sua interpretazione geometrica, la sua palla
unitaria (un quadrato) e dimostreremo che soddisfa le tre
proprieta di una norma

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 88 / 116 % S\‘/\‘"’”\\j/j\
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Norma £

Definizione 4: norma /-

La norma (., (detta anche norma del massimo, norma del
sup o norma di Chebyshev) di un vettore colonna

P1
P2

.| eR”
Pn

~——
P

é il numero non negativo definito come:

1Plloc = max{[pj| :j € {1,2,...,n}}

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 89 / 116 % %\/\‘I“”\/A
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» La norma /., rappresenta il massimo valore assoluto tra tutte
le componenti.

» La norma /o, & la meta della lunghezza del lato del piu piccolo
ipercubo (allineato con gli assi e centrato nell’origine) che
contiene il vettore.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Esempio: norma £,

Consideriamo i vettori:

3 -1
p=|-7| eR3 w= _55 e R*
2 2

Le loro norme /4, sono:

3
—7 :max{|3|,|—7],\2]}:max{3,7,2}:7
2 oo

1

-5

> ||l =max{l = 11,15 | - 5],]2/} = max{1,5,5,2} =5
2

o0

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 91 / 116 % S\N)HA\](/A\
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» La norma /. di un vettore colonna in R" rappresenta il
massimo valore assoluto delle sue componenti.

» In R?, essa corrisponde alla distanza di Chebyshev (il
massimo delle differenze in valore assoluto tra le coordinate):

(%)

P2

T

” <p1> HOO = max{|p1l, |p2|}

P2

X2

X1

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 92 / 116 % SAPIENZA
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Palla unitaria della norma /4

» In due dimensioni, tutti i punti con norma {~, minore o uguale
al
{x € R x| < 1}

sono i punti che giacciono sul bordo o all'interno di un
quadrato (allineato con gli assi) centrato nell'origine.

1, -
L0
1k .
| |
-1 0 1
X1

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 93 / 116 % S\N’”\W\
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Mostriamo ora che la norma /., soddisfa le tre proprieta
fondamentali che definiscono una norma.

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 94 / 116 % W’” P23
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Non negativita e definitezza

Osservazione 13: Non negativita e definitezza

Per ogni vettore colonna p € R", si ha:

[Pl =20 € [[plloo=0+=p=0

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Dimostrazione: non negativita e definitezza (1/2)

Non negativita e definitezza (1/2).
Dalla definizione, ||p[lcc = max{|pj| :j € {1,2,...,n}}.

Non negativita: poiché |p;| > 0 per ogni j e il massimo di numeri
non negativi & non negativo, si ha

Ipllc >0 per ogni p e R"

Definitezza (=): se ||p|loc = 0, allora

max{|pj| : j€{1,2,...,n}} =0

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 96 / 116 % S\N DN
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Dimostrazione: non negativita e definitezza (2/2)

Non negativita e definitezza (2/2).
Poiché
Ipj| < max{|pk| : k € {1,2,...,n}}

per ogni j, segue che
Ipj| <0 per ogni .
Ma |p;| > 0 vale sempre, quindi |p;| = 0 per ogni j, cioé p = 0.

(<) Se p=0, allora p; = 0 per ogni j, quindi

1Plloc = max{[0] : j € {1,2,...,n}} =0

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 97 / 116 % W AP
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Omogeneita assoluta

Osservazione 14: Omogeneita assoluta

Per ogni scalare \ € R e ogni vettore colonna p € R", si ha:

1A Plloc = [A] Pl

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: omogeneitd assoluta

Dimostrazione.
Per ogni scalare A € R e ogni vettore colonna p € R”, si ha:

1A Plloc = max{[A pj| :j € {1,2,...,n}}

=max{|\| |pj| :j € {1,2,...,n}}
(proprieta del valore assoluto)

— max{lpil ) € {1.2,...,})
(si porta la costante fuori dal max)

= [Al[Plloo
O

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 99 / 116 % S\N P23
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Disuguaglianza triangolare

Osservazione 15: Disuguaglianza triangolare

Per ogni coppia di vettori colonna p,w € R", si ha:

1P+ wlloo < [|Plloo + [[wloo

Autore: Fabio Furini Algebra lineare


https://fabiofurini.github.io/
https://fabiofurini.github.io/algebra-lineare/

Dimostrazione: disuguaglianza triangolare

Dimostrazione.
Per ogni coppia di vettori p, w € R”, si ha:

1P+ wloe = max{|p; +wj| - j € {1,2,...,n}}

< max{lpl + [w| - j € {1,2,.... n}}
(disug. triang. per il valore ass.)

< max{|py| : j} + max{lw| : j}
(proprieta del max)

= [IPlloc + [Iwlloo

dove abbiamo usato che |p;| < max{|px|: k} e
|wj| < max{|wy| : k} per ogni j. O

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 101 / 116 % S\N D28
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Riepilogo

Norma /, (norma del massimo/di Chebyshev):

» ||plloc = max{|pj| : j € {1,...,n}}: massimo valore assoluto
tra le componenti

» E la meta della lunghezza del lato del piu piccolo ipercubo
allineato con gli assi e centrato nell’origine che contiene il
vettore

» Palla unitaria in R?: il quadrato allineato con gli assi di vertici
(+1,+1)

» Soddisfa non negativita e definitezza, omogeneita assoluta e
disuguaglianza triangolare

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 102 / 116 % S\‘/\‘"’”\\j/j\
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Confronto tra le norme

61, 52 e Eoo

utore: Fabio Furini Algebra lineare 103 / 116 % SAPIENZA
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Introduzione: confronto tra le norme

» Le norme {1, ¢> e £, di uno stesso vettore sono, in generale,
numeri diversi

> Tuttavia, sono legate da semplici disuguaglianze: se una di
esse ¢ piccola, lo sono anche le altre

» Dimostreremo queste disuguaglianze, le verificheremo su un
esempio e le interpreteremo geometricamente: le tre palle
unitarie sono annidate

Autore: Fabio Furini Algebra lineare
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Disuguaglianze tra norme

Osservazione 16: Disuguaglianze tra norme

Per ogni vettore colonna p € R", si ha:

IPllee < llpll2 < Pl < nllpllec

Iplly < v llpll2

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 105 / 116 % M\" AP
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Dimostrazione: disuguaglianze tra norme (1/4)

Disuguaglianze tra norme (1/4).
Sia k € {1,2,...,n} un indice tale che |px| = ||P]|co-

1. ||plloo < ||p]l2: poiché tutti i termini pJ? sono non negativi, si ha

n
Ipl% = Pk < > A} = llpl3
Jj=1

e, estraendo la radice quadrata di entrambi i membri (non negativi),

1Pl < llpll2

Autore: Fabio Furini Algebra lineare 106 / 116 % W N2l
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Dimostrazione: disuguaglianze tra norme (2/4)

Disuguaglianze tra norme (2/4).
2. |lpll2 < ||p||1: sviluppando il quadrato della somma, si ha

2
n
el =D Injl Z\pjlz+ZZ\p,|!pj
j=1 i=1 j=1
JF#i
>0

Z = |Ipll3

=1

e, estraendo la radice quadrata di entrambi i membri (non negativi),

lpll2 < Pl

O
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Dimostrazione: disuguaglianze tra norme (3/4)

Disuguaglianze tra norme (3/4).
3. [[pllh < nllplloc: poiche [pj| < |plloc per ognij € {1,2,...,n},

si ha
n n
el =" 1l < lIplle = nllpll
j=1 j=1
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Dimostrazione: disuguaglianze tra norme (4/4)

Disuguaglianze tra norme (4/4).

4. ||pllx < +/n||p||2: consideriamo i vettori colonna

|p1] 1
p2 1

a= ’_’ eR" e 1= .| eR”
Pl 1

per i quali 'a = [|p|1, [lall2 = plz ¢ |12 = V7. Per la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, otteniamo

lplly =1"a < [1'a < [[1]|2 [lall2 = v/ [|pll2

O]
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Esempio: disuguaglianze tra norme
Consideriamo il vettore:

1
p=|-2| er?
2

Le sue norme sono:
lPlloc = max{1,2,2} =2
lplo=v1+4+4=3
lplli=142+2=5
e, con n = 3, si ha:
2 < 3 < 5 < 6
N TN TN T~
lpllc il llpllz 3Pl
< ~ b.
5 < 3V3 ~5.19
el V3 |pl2
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Palle unitarie annidate

» In due dimensioni, le disuguaglianze ||x|loc < [|x|]2 < ||x]1
significano che le tre palle unitarie sono annidate: il rombo ¢;
& contenuto nel cerchio unitario /5, che a sua volta &
contenuto nel quadrato /.

1 beol
%)
0
L0
1k i
| |
-1 0 1

X1
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Riepilogo

Confronto tra le norme:
> Perogni p € R": [|pllc <|lpll2 < lpllx < nllplle
» Inoltre ||p|j1 < v/n||p|l2 (conseguenza di Cauchy-Schwarz)

» Geometricamente, in R?: rombo ¢; C cerchio f» C quadrato
oo
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Riepilogo (1/4)

Norme:
» Una norma ¢ una funzione che assegna ai vettori una
lunghezza non negativa

> Tutte le norme soddisfano tre proprieta: non negativita e
definitezza, omogeneita assoluta e disuguaglianza triangolare

Norma /; (norma Manhattan):

n
> [lplls = >j1 [Pl
» Somma dei valori assoluti di tutte le componenti
» Palla unitaria: rombo (quadrato ruotato) in R?

> Usata nell'ottimizzazione sparsa e nella statistica robusta
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Riepilogo (2/4)

Norma ¢, (norma euclidea):

> lplo = /371 P}

» Rappresenta la distanza euclidea dall’origine
» Palla unitaria: cerchio in R?
>

Soddisfa la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
[p'w| < [[pll2]w2
» Disuguaglianza triangolare e disuguaglianza triangolare inversa
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Riepilogo (3/4)

Norma /> generalizzata:
> ||pllo = vP'Qp dove Q é simmetrica definita positiva
» Estende la norma #5 standard introducendo una matrice di pesi

» Palla unitaria: ellisse in R? (forma determinata da autovalori e
autovettori di Q)

Soddisfa la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz generalizzata

vy

Si riduce alla norma ¢, standard quando Q =/
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Riepilogo (4/4)

Norma /, (norma del massimo/di Chebyshev):
> Pl = max{lpj] -j € {1,...,n}}
» Massimo valore assoluto tra tutte le componenti
» Palla unitaria: quadrato in R?

» E la meta della lunghezza del lato del piu piccolo ipercubo
allineato con gli assi e centrato nell’origine che contiene il
vettore

Confronto:
> |plleo < llPl2 <Pl < nllPllso € Pl < VA llP]l2
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